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Projektivische  (neuere)  Geometrie 

(Synthetische  Geometrie,  Geometrie  der  Lage.) 


II.   Teil. 

Harmonische  Gebilde.  Entstehung  d.  Kegelschnitte. 

Sätze  von  Pascal  imcl  Briauchon. 

I.  lieber  die  harmonischen  Gebilde. 


Frage  1.     "Was  versteht  man  unter 
harmonischen   Gebilden   überhaupt? 


Erkl.  1,  Die  Eindeutigkeit  der  Grup- 
jjierung'  in  harmonischen  Gebilden,  d.  h.  die 
stets  eindeutige  Zuordnung  des  vierten  Ele- 
mentes zu  den  drei  ersten  Elementen  in  jeder 
Gruppe  von  vier  harmonischeu  Elementen  macht 
die  harmonische  Beziehung  zu  einer  grund- 
legenden Thatsache  für  deu  gesamten  Aufbau 
der  projektivischen  Geometrie  überhaupt. 


Antwort.  Unter  harmonischen 
Gebilden  versteht  man  in  bestimmter 
Weise  geordnete  Gruppen  von  je  vier  Ele- 
menten (Punkten,  Geraden,  Ebenen)  von 
einer  solchen  Art,  dass  zu  einer  ganz 
beliebig  gewählten  Anordnung  der  drei 
ersten  Elemente  auf  Grund  dieser 
Gruppierungsweise  stets  nur  ein  und 
dasselbe  vierte  Element  zugeord- 
net ist. 


Frage  2.    Was  versteht  man  unter 
vier  harmonischen  Punkten?  Antwort    1.  Unter  vier  harmoni- 

schen Punkten  versteht  man  vier 
Punkte    einer    Geraden,    welche 
zu  einem  einfachen  Viereck  (oder 
Erkl.  2.    Ueber  den  Begriff  der  Gegen-  Vierseit)  solche  Lage  haben,   dass 
Seiten    des    vollständigen    Vierecks  durch  den  ersten  lind  dritten  je 
sehe   man   die  Erkl.  184   im  I  Teile   dieses  ^wei    Gegenseiten,     durch     den 

Lehrbuches.    —    Die    völlig    anders    geartete             .,           °j  .       ,  -i-      i„-i^„ 

Definition    der    harmonischen    Punkte    in    der  zweiten    und  Vierten    die    beiden 

Planimetrie   findet  man  im  VI.  Teil   des  Lehr-  Diagonalen  des     "Vierecks     hm- 

buches    der   Ebenen   Elementar-Geometrie    von  durchgehen. 

Kleyer-Sachs.    Weitere  Behandlung  der  Mass-        g.  Bezieht  man   die  Ausdrucksweise 

eigenschaften  harmonischer  Gebilde  erfolgt   im     ,         ,,  .  „r.  „•      ,, ^m^  +  Kr. 

nächsten  Abschnitte  dieses  Lehrbuches.  derselben  Aussage  auf  ein  volllbtan- 

diges  Viereck,  so  bleiben  die  beiden 
ersten  Paare  von  Gegenseiten  als  solche 
bestehen,  und  die  Diagonalen  werden 
zum  letzten  Paar  derselben,  so  dass  fol- 
gende Fassung  entsteht: 


Sachs,  Projektivische  (neuerei  Geometrie.    II.  Teil. 
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Figur  1.  Figur  2. 
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Vollständiges  Viereck. 

4  Ecken:  A,  B,  C,  D. 

6  Seiten:  a.  b,  c,  d,  e,  f. 

3  Nebenecken:  E,  F,  G. 

3  Verbiudungsgeradeu  dieser  Xeben- 
eeken:  ff,  »i,  >i. 

6  Schnittpunkte  der  Seiten  mit  letz- 
teren: H.  J,  K,  L,  M,  N  (ZU  je  3 
auf  einer  von  4  Geraden  HJM, 
HLN,  lEN,  KLM). 


Erkl.  3.  Bezieht  man  die  erste  Defini- 
tion auf  jedes  der  drei  einfachen  Vierecke 
AB  CD  in  Figur  3,  so  sind  die  vier  harmoni- 
schen Punkte  jedesmal  EHFK.  denn  durch 
E,  F  gehen  die  Gegenseitenpaare  AB  und  DC 
bezw.  AD  uud  BC  (in  Figur  3  I  je  beide  ver- 
längert, in  Figur  3  II  je  eine  verlängert,  in 
Figur  3  III  durch  F  beide  selbst ,  durch  E 
beide  verlängert),  durch  H  und  K  die  Diago- 
nalen AG  und  BD.  Die  zweite  und  dritte 
Definition  sind  umfassender  als  die  erste,  indem 
sie  stets  gleichzeitig  für  drei  Gerade  Geltung 
besitzen  (vergl.  Erkl.  4  und  5  auf  folg.  Seite). 
Dagegen  besitzt  die  erste  Definition  auf  Grund 
des  einfachen  Vierecks  den  Vorzug  der  Ein- 
deutigkeit, indem  sie  in  einem  bestimmt  ge- 
wählten Viereck  nur  auf  eine  einzige  Gerade 
Beziehung  hat.  Dadurch  eignet  sie  sich  be- 
sonders zur  genauen  Unterscheidung  der  Zu- 
ordnung. Allerdings  hat  sie  je  nach  der  ver- 
schiedenen Lage  der  Viereckspunkte  auch  ver- 
schiedene Lagen  der  Geraden  zum  Viereck  auf- 
zuweisen (Figur  3):  Nur  beim  gewöhnlichen 
einfachen  Viereck  (der  Planimetrie)  liegt  die 
Gerade  ausserhalb,  beim  Viereck  mit  ein- 
springendem Winkel  und  beim  überschlagenen 
Viereck  geht  die  Gerade  durch  das  Viereck 
hindurch. 


Vollständiges  Vierseit. 

4  Seiten:  a,  b,  c,  d. 

•K-        6  Ecken:  A,  B,  C,  D,  E,  F. 

3  Nebenseiten:  e,  f,  g. 

•        3  Schnittpunkte    dieser   Nebenseiten: 
(?,  J/,  .V. 

6  Verbindungsgeradeu  der  Ecken  mit 

letzteren:  h,  /',  k,  7.  »i.  n  (zu  je  3 
durch  einen  von  4  Punkten  him. 
hin,  ihn,  leim). 

Unter    vier    harmonischen 
Punkten    versteht    man    vier 
Punkte  einer  Geraden,  welche 
zu   einem  vollständigen  Vier- 
eck  solche   Lage   haben,    dass 
durch  den  ersten  und  dritten 
je    zwei    Gegenseiten,    durch 
den   zweiten   und   vierten    die 
beiden    übrigen    Gegenseiten 
des   Vierecks    hindurchgehen. 
3.  Nun  ist  aber  das  einfache  Viereck 
identisch  mit  einem  einfachen  Vierseit. 
Und  wenn  man  aus  dessen  vier  Seiten 
ein  vollständiges  Vierseit  bildet, 
so  werden  die  zwei  Diagonalen  zu  zwei 
Nebenseiten ;  und  die  Gerade,  welche  die 
\ier  Punkte   enthält,   wird  zur   dritten 
Nebenseite.     Dadurch   erhält   man   fol- 
gende Ausdrucksweise : 

Unter  vier  harmonischen 
Punkten  versteht  man  die  auf 
jeder  Nebenseite  eines  voll- 
ständigen Vierseits  liegende 
Punktgruppe,  welche  gebildet 
wird  aus  den  zwei  Eckpunkten 
des  Vierseits  und  den  Schnitt- 
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punkten  der  beiden  andern 
Xebenseiten  mit  der  ersten 
Nebenseite. 

Erkl.  4.    Bezieht  mau  die  erste  bezw.  zweite  Definition  auf  das  einfache  bezw.  voll- 
ständige Viereck  ABCD  der  Figur  1  und  2,  so  sind  vier  harmonische  Punkte: 

1)  FNEM  auf  g,   denn  durch  F  gehen  die  Gegenseiten  AB  und  CD, 

durch  E  gehen  die  Gegenseiten  BC  und  DA, 

durch  i\'  und  3/ geht  je  eine  der  (Diagonalen)  Gegenseiten  BD  und  AC: 

2)  EHGK  auf  m,  denn  durch  E  gehen  die  Gegenseiten  BC  und  DA, 

durch  G  gehen  die  Gegenseiten  BD  und  AC, 

durch  H  und  K  geht  je  eine  der  Gegenseiten  A  B  und  CD : 

3)  FJGL  auf  n,   denn  durch  F  gehen  die  Gegenseiten  AB  und  CD, 

durch  Cr  gehen  die  Gegenseiten  BD  und  ^C, 
durch  J  und  L  geht  je  eine  der  Gegenseiten  BC  und  DA. 
Aber   auch   die   vier   in   der  Figur  1  und  2   auf  jeder  der  sechs   Seiten  abcclef  auftretenden 
Punkte   lassen   sich   nach   derselben  Definition   als  vier  harmonische  Punkte   erkennen,   indem 
man  verschiedene  Vierecke  zu  Grunde  legt,  nämlich: 

1)  AHBF  auf  a  durch  das  vollständige  Viereck  EDGCE 

mit  Gegenseiteupaaren  ED,  GC;  DG,  CE;  EG  und  DC; 

2)  CJBE  auf  b  durch  das  vollständige  Viereck  FDGAF 

mit  Gegenseitenpaaren  FD,GA;  DG,  AF;  FG  \mi  DA: 

3)  DKCF  auf  c  durch  das  vollständige  Viereck  EAGBE 

mit  Gegenseitenpaaren  EA,  GB;  AG,  BE;  EG  und  AB: 

4)  DLAE  auf  d  durch  das  vollständige  Viereck  FCGBF 

mit  Gegenseitenpaaren  FC,  GB;   CG,  BF;  FG  und  CB: 

5)  CG  AM  auf  e  durch  das  vollständige  Viereck  DFB  ED 

mit  Gegenseitenpaaren  DF,  BE;  FB,ED:  DBmiäFE; 

6)  DGBy  auf  /"  durch  das  vollständige  Viereck  EAFCE 

mit  Gegenseiteupaaren  EA,  FC;  AF,  CE;  CA  und  EF. 

Erkl.  5.     Bezieht   man   die   dritte   Definition    auf   das   vollständige  Vierseit   ahcd   der 
Figur  2  (bezw.  1).  so  sind  vier  harmonische  Punkte: 

1)  FjSiEM  auf  g,  denn  Fund  E  sind  Ecken,  ^'  und  M  Schnittpunkte  der  Nebenseiten  f  und  e; 

2)  DG  BN  auf  f,  denn  i>  und  B  sind  Ecken,  G^  und  N  Schnittpunkte  der  Xebenseiten  e  und  g; 

3)  CG  AM  auf  e,  denn  C  und  ^  sind  Ecken,  G  und  3/  Schnittpunkte  der  Nebenseiten  f  und  g. 
Aber  auch  die  in  der  Figur  auf  jeder  der  vier  Geraden  ab  cd  und  jeder  der  sechs  Geraden 
liihlmn  erscheinenden  Punkte  lassen  sich  nach  derselben  Definition  als  vier  harmonische  Punkte 
erkennen,  indem  man  verschiedene  Vierseite  zu  Grande  legt.  Und  zwar  erhält  man  hier 
verschiedene  Arten  von  Zuordnung,  worüber  noch  später  gehandelt  wird. 


Frage  3.   Welches  ist  die  wichtigste 
Eigenschaft     von     vier     harmonischen       Antwort.      Die    wichtigste    Eigen- 
Punkten?  schaft  von  vier  harmonischen  Punkten 

ist    die    Eindeutigkeit    ihrer   Zu- 
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Erkl.  6.  Zur  Verauschaulichuug  des  uebeu- 
stehenden  Satzes  (dessen  Beweis  in  der  folgen- 
den Antwort  auf  Frage  4  erfolgt)  ist  in  Figur  4 
die  Zuordnung  der  Punkte  E,  F  und  //,  K  zu- 
nächst bewerkstelligt  durch  das  Viereck: 

A^  B,  C,-,  Z)„ 
und   sodann   ist   auf  dieselben   vier  Punkte 
angewendet  (zum  Teil   unter  Verwendung  ge- 
meinsamer  Geraden)   die   Konstruktion   mittels 
eines  Vierecks: 

AyB^C^D^  nach  Figur  31, 
^2  ^2  C,  I>2  iiach  Figur  3  II, 
A^BoC^Dg  nach  Figur  3  III: 
Und    jedesmal    geht    die    zweite    Diagonale 
durch  denselben  Punkt  K. 


Erkl.  7.  Wenn  mau  bedenkt,  dass  zur  Kon- 
struktion des  Vierecks  bezw.  Vierseits  drei 
völlig  willkürliche  Elemente  gewählt  wer- 
den müssen,  so  ist  die  im  nebenstehenden  Satze 
ausgesprochene  Eindeutigkeit  des  Ergeb- 
nisses als  eine  höchst  merkwürdige  zu  betrachten. 
Man  kann  nämlich,  wenn  E,  F,  H  gegeben  sind, 
willkürlich  wählen  z.  B.  erstens  EAB,  zweitens 
HAC,  drittens  FBC,  und  trotz  dieser  drei- 
fachen Willkür  muss  DB  durch  den  bestimm- 
ten Punkt  K  gehen.  Die  als  Ergebnis  gefundene 
Merkwürdigkeit  stellt  sich  damit  als  eine  noch 
auffallendere  dar,  als  z.  B.  die  Fälle  der  Plani- 
metrie ,  wo  drei  Gerade  durch  einen  Punkt 
gehen  —  und  entsprechend  weittragender  sind 
eben  auch  die  Folgen. 


Ordnung.      Dieselbe    lässt    sich    aus- 
sprechen in  dem  Satze: 

Satz  1.  Gehen  durch  zwei 
feste  Punkte  E,  F  einer  Ge- 
raden je  zwei  Gegenseiten, 
und  durch  einen  dritten  Punkt 
i/  derselben  Geraden  die  eine 
Diagonale  irgend  eines  ein- 
fachen Vierecks,  so  geht  die 
zweite  Diagonale  jedesmal 
durch  denselben  Punkt  K  der 
Geraden. 

Oder  in   anderer  Ausdrucksweise   (fürs 
vollständige  Viereck): 

Satz  1  a.  Gehen  durch  zwei 
Punkte  E.  F  einer  Geraden  je 
zwei  Gegenseiten,  durch  einen 
dritten  Punkt  H  derselben  Ge- 
raden eine  fünfte  Seite  eines 
vollständigen  Vierecks,  so  geht 
dessen  sechste  Seite  jedesmal 
durch  denselben  Punkt  K  der 
Geraden. 

Oder  endlich  (fürs  Vierseit): 

Satz  Ib.  Haben  zwei  (oder 
mehrere)  vollständige  Vierseite 
eine  gemeinsame  Nebenseite 
und  auf  derselben  gemeinsam 
zwei  Eckpunkte  E,  F  und  den 
Schnittpunkt  H  mit  einer  der 
zwei  andern  Nebenseiten,  so  geht 
auch  die  dritte  Nebenseite  jedes- 
mal durch  denselben  Punkt  K 
der  ersten  Nebenseite. 


Figur  4. 


CV 
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Frage  4.  Wie  lässt  sich  die  Ein- 
deutigkeit der  harmonischen 
Beziehung  beweisen? 

Erkl.  8.  Da  die  Geraden  EAB,  FBC, 
HAC  völlig  willkürlieh  sind,  so  kann  man 
sagen:  die  Vierecke,  von  denen  die  Gegenseiten 
durch  E  und  F,  eine  Diagonale  durch  H  geht, 
bilden  eine  dreifach  unendliche  Mannigfaltig- 
keit. Denn  zu  beliebig  gewähltem  EAB  und 
FBC  gibt  es  noch  unendlich  vielerlei  HAC 
u.  s.  w.  Für  diese  oc^  Vierecke  stehen  aber 
als  zweite  Diagonalen  nur  die  oo2  Geraden  der 
Ebene  zur  Verfügung,  da  ja  auch  stets  unend- 
lich (x^)  viele  dieser  Vierecke  dieselbe  Dia- 
gonale HA  C  haben  können.  Für  diese  oo-  Dia- 
gonalen stehen  dann  als  Schnittpunkte  auf  EF 
die  odi  Punkte  dieser  Geraden  zur  Verfügung, 
und  es  wird  bewiesen,  dass  die  gesuchte  zweite 
Diagonale  keine  beliebige  der  od-  Geraden  der 
Ebene  sein  kann,  sondern  eine  der  ooi  Geraden 
des  Strahleubüschels  durch  K. 

Erkl.  9.  In  Bezug  auf  die  Reihenfolge 
der  zu  zeichnenden  willkürlichen  Geraden 
besteht  mehrfache  Auswahl :  man  kann  ent- 
weder erst  zwei  Geraden  von  E  und  dazu 
eine  von  F  oder  eine  von  H  ziehen;  oder 
aber  zuerst  zwei  Geraden  von  F  und  dazu 
eine  von  E  oder  eine  von  H:  oder  endlich 
je  eine  Gerade  von  E,  von  F  und  von  H, 
welch  letztere  allerdings  nicht  durch  denselben 
Punkt  gehen  dürfen.  Hieniach  entsteht  folgende 
Gruppe  von  acht  Fällen: 

1)  EAB,  EDC,  FBC; 

2)  EAB,  EDC,  FAD; 

3)  EAB,  EDC,  HAC; 


Antwort.  Der  Beweis  für  die  Kich- 
tigkeit  der  Sätze  1  lässt  sich  folgender- 
massen  erbringen: 

Beweis  I. 
Es  seien  durch  die  Punkte  E,  F.  H. 
Fig.  5,  willkürlich  gelegt  je  die  Geraden 
EAB,  FBC,  HAC  der  beiden  einfachen 
Vierecke  A^B^  C,  D^  und  A^ B^ C,  Z), ; 
dann  sind  dadurch  festgelegt  die 
Punkte  B,  A  und  C  der  beiden  Vierecke, 
also  auch  die  Geraden  EC  und  FA.  und 
hierdurch  der  Punkt  D:  und  es  fragt 
sich,  wo  die  durch  J)  und  B  festgelegte 
zweite  Diagonale  des  Vierecks  jeweils 
die  Gerade  EF  schneidet.  Um 
diese  Untersuchung  durchzuführen,  denke 
man  sich  die  beiden  Vierecke  A^B^C^D^ 
und  A.^B^.CjD^,  welche  in  derselben 
Zeichenebene  konstruiert  wurden,  nun- 
mehr in  zwei  getrennten  (vorerst 
noch  aufeinanderliegenden)  Ebenen  e, 
und  €.j,  welche  um  die  Gerade  EF 
drehbar  wären.  Und  sodann  dreht 
man  die  Ebenen  um  EF  als  Achse 
etwas  auseinander  und  untersucht 
die  projektivische  Beziehung  der 
jetzt  in  verschiedenen  ebenen  Systemen 
liegenden  beiden  Vierecke  A^BJ\D^ 
und  A.,B.,C.,lK.  — 
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4)  FBC,  FAD,  EDC; 

5)  FBC,  FAD,  EAB; 

6)  FBC,  FAD,  HAC; 

7)  EAB,  FBC,  HAC; 

8)  EDC,  FAB,  HAC. 

Die  drei  übrigen  Geraden  der  Figur  sind 
dann  durch  diese  drei  willkürlichen  festgelegt. 
Da  aber  die  Reihenfolge  der  drei  ausgewählten 
willkürlichen  Geraden  unter  sich  wieder  völlig 
beliebig  ist,  so  könnte  man  jede  einzelne  Kon- 
struktion wieder  auf  sechs  verschiedene  Arten 
ausführen  (123,  132,  213,  231.  312,  321)  und 
hätte  somit  48  verschiedene  Reihenfolgen  für 
die  Konstruktion  des  Punktes  K.  —  Man  thut 
jedoch  gut  daran,  sich  eine  bestimmte  ein- 
zige derselben  fest  anzugewöhnen  und  nach 
derselben  stets  zu  verfahren;  und  zwar  empfiehlt 
sich  dazu  als  allgemein  gleichwertig  die  letzte 
der  oben  genannten  Arten,  nämlich  je  eine 
Gerade  durch  jeden  der  drei  gegebenen  Punkte. 

Erkl.  10.  Aus  den  Ueberlegungen  der  Ant- 
wort auf  Frage  28  des  I.  Teils  geht  hervor, 
dass  durch  Projektion  eines  beliebigen  ein- 
fachen H-Ecks  in  einer  Ebene  aus  einem 
ausserhalb  der  Ebene  liegenden  Punkte 
ein  System  von  n  Strahlen  dieses  Punktes  ent- 
steht. Dieselben  bilden  ein  n-Kant,  und  dieses 
hat  so  viele  Kanten,  als  das  n-Eck  Eckpunkte 
hat,  so  viele  Seitenflächen,  als  das  ?t-Eck  Seiten- 
linien, und  so  viele  Diagonalebenen,  als  das 
«-Eck  Diagonalgeraden  hat.  Wird  das  ein- 
fache n-Eck  als  einfaches  ;i-Seit  aufgefasst,  so 
entsteht  dieselbe  Figur  von  n  Ebenen  durch 
jenen  Projektionsscheitel,  jetzt  aufgefasst  als 
räumliches  «-Seit.  Und  so  kann  man  unter- 
scheiden je  nach  den  Figuren: 

in  der  Ebene:     und  entsprechend     im  Räume: 


einfaches  u-Eck, 

einfaches  »-Seit; 

vollständiges  «-Eck 

(mit  Ecken,  Seiten, 

Nebenecken, 
einfachen  ?j-Ecken), 
vollständiges  »-Seit 
(mit  Seiten,  Ecken, 

Nebenseiten, 
einfachen  n-Seiten). 


einfaches  «-Kant, 

einfaches  «-Seit; 

vollständiges  n-Kant 

(mit  Kanten,  Seiten, 

Nebenkanten, 
einfachen  »-Kanten), 
vollständiges  »-Seit 
(mit  Seiten,  Kanten, 

Nebenseiten, 
einfachen  »-Seiten). 


Erkl.  11.  Wird  die  Beweisführung,  wie  es 
nebenstehend  geschieht,  auf  die  Definition  der 
harmonischen  Punkte  mittels  des  einfachen 
Vierecks  bezogen  (siehe  die  erste  Antwort  auf 
Frage  2  und  Satz  1),  so  geschieht  die  Pro- 
jektion auch  durch  das  einfache  Vier- 
kant S  {AB CD)  mit  Diagonalebenen  SAC 
und  SBD.  —  Gründet  man  die  Beweisführung 
auf  das  vollständige  Viereck  ABCD 
(s.  die  zweite  Antwort  auf  Frage  2  und  Satz  1  a), 
so  geschieht  auch  die  Projektion  durch  das 
vollständige  Vierkant  S  (ABCD)  mit 
den    drei    Paar    Gegenseiten    (Ebenen)    SAB 


Nun  zerfällt  das  Viereck  ABCD  in 
die  zwei  Dreiecke  BCA  und  DCA.  Und 
es  werden  aufeinander  projiziert: 

I.  in  den  Dreiecken  B^C^A^  und  B^C^A^: 

1.  Seite  B^C^  und  Seite  B.^C^  durch 
die  Ebene  C.B^FB.C^,' 

2.  Seite  C^A^  und  Seite  C^A.,  durch 
die  Ebene  C\A^HA^C^\ 

3.  Seite  A^B^  und  Seite  A^B.^  durch 
die  Ebene  B^A^EA^B^. 

Dabei  ist  die  Schnittkante  der 
ersten  und  zweiten  Ebene  {FBC  und 
HAC)  die  Gerade  CjC,,,  der  zweiten 
und  dritten  Ebene  {HÄC  und  EAB) 
die  Gerade  A^A^,  der  dritten  und  ersten 
Ebene  {EAB  und  FBC)  die  Gerade  B^B.^. 
Ist  nun  »S  der  Schnittpunkt  der  drei 
projizierenden  Ebenen  FBC,  HAC, 
EAB,  so  gehen  auch  die  drei  Schnitt- 
geraden  dieser  Ebenen  C^ C^ ,  A^A^,  B^ B.^ 
durch  einen  gemeinsamen  Punkt  <S, 
also  geht  insbesondere  die  Gerade  B^  B^ 
durch  denselben  Punkt  wie  die  Ge- 
raden C^C.^  und  ^1^42- 

Ferner  werden  aufeinander  pro- 
jiziert: 

IL  in  den  Dreiecken  D^C^^A^  u.  D.^C.^A^: 

1.  Seite  D^C^  und  Seite  D^C.^  durch 
die  Ebene  C^D^ED^C^- 

2.  Seite  C^A^  und  Seite  C^A^  durch 
die  Ebene  C^A^HA.^C.^; 

3.  Seite  A^D^  und  Seite  A^D.^  durch 
die  Ebene  D^A^FA^D^. 

Dabei  ist  die  Schnittkante  der 
ersten  und  zweiten  Ebene  {ECB  und 
HAC)  die  Gerade  C^C.^,  der  zweiten 
und  dritten  Ebene  {HÄC  und  FAD) 
die  Gerade  A^A.^,  der  dritten  und  ersten 
Ebene  (F^Z>  und  ECD)  die  Gerade  D^  D,. 
Ist  also  diesmal  S'  der  Schnittpunkt 
der  drei  projizierenden  Ebenen 
ECD,  HAC,  FAD,  so  gehen  auch  die 
drei  Schnittgeraden  dieser  Ebenen 
C^C.2,  A^A.2,  D^D^  durch  einen  ge- 
meinsamen Punkt  S',  also  geht  ins- 
besondere auch  die  Gerade  D^D.^  durch 
denselben  Punkt  wie  die  beiden  Ge- 
raden C^C^  und  A^A^. 
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und  SCD,  SBC  und  SÄ  D,  SA  C  uud  S  B  D.  also 
fünfter  Seitenfläche  SAC.  sechster  Seitenfläche 
SBD.  —  Liegt  endlich  dem  Beweise  das  voll- 
ständige Vierseit  (abcd)  zu  Grunde,  so  ge- 
schieht die  Projektion  durch  das  vollständige 
räumliche  Vierseit  S  (abcd)  mir  den  vier 
Seiten  SAB.  SBC.  SCD,  SDA  und  den  drei 
Nebenseiten  SEF.  SAC,  SBD.  —  Der 
Gang  des  Beweises  aber  bleibt  in  allen  drei 
Fällen  genau  der  gleiche. 

Erkl.  12.  Die  Figur  5  ist  gezeichnet  für 
diejenige  Lage  der  Vierecke  zur  Geraden  E  F, 
welche  in  Figur  4  mit  0  und  1  bezeichnet  ist. 
Der  Beweis  gilt  aber  selbstverständlich  auch 
für  zwei  gleichartige  Vierecke  der  Art  2 
oder  3,  und  er  gilt  auch  für  zweierlei  Vier- 
ecke wie  1  und  2  oder  wie  1  und  3  oder  wie  2 
und  3.  Der  Unterschied  liegt  nur  in  der  ver- 
schiedenen Lage  der  Ebenen  zum  Vierkant  S 
(ABCD)  bezw.  ihrer  Schnitte  mit  dem  Vier- 
kaut. Sind  nämlich  beide  Vierecke  gleich- 
artige im  vorigen  Sinne  nach  Figur  4.  so 
liegen  die  Schnitte  der  Ebenen  e,  und  f.,  im 
gleichen  Winkelraum  (bezw.  in  Seh  eitel - 
wiukelräumeu)  des  Strahlenbündels  S.  Sind 
dagegen  die  Vierecke  ungleichartige,  so 
liegen  die  aus  dem  Vierkant  ausgeschnittenen 
Vierecke  in  Neben  winkelräumen  des  Strah. 
lenbündels  S.  Im  ersten  Falle  liegen  daher  die 
Punktepaare  A^A-,,  B^B,,  C^C,,  D^D.,  auf 
ihren  Projektionsstrahlen  alle  auf  gleicher 
(oder  alle  auf  ungleicher)  Seite  des  Scheitels  S, 
im  zweiten  Falle  dagegen  liegen  ein  bis  drei 
Paare  auf  gleicher,  die  andern  drei  bis  ein 
Paar  auf  ungleicher  Seite  des  Scheitels  S: 
und  durch  letzteren  Umstand  ist  es  möglich, 
dass  aus  demselben  Vierkant  verschiedengestal- 
tige  Vierecke  ausgeschnitten  werden,  bezw.  dass 
durch  dasselbe  Vierkant  verschiedengestaltige 
Vierecke  projiziert  werden  können. 

Erkl.  13.  Der  nebenstehende  erste  Beweis 
könnte  auch  aufgefasst  werden  als  Nachweis 
des  Satzes: 

„Gehen  durch  zwei  Punkte  EF 
einer  Geraden  je  zwei  Gegenseiten 
und  durch  einen  dritten  Punkt  H 
je  die  eine  Diagonale  zweier  ein- 
fachen Vierecke  in  verschiedenen 
Ebenen,  so  sind  die  beiden  Vier- 
ecke als  Schnitte  desselben  Vier- 
V  kants  zu  betrachten  oder  —  so  gibt 
es  ein  Vierkant,  durch  welches  die 
beiden  Vierecke  aufeinander  pro- 
jiziert werden.'* 

Betrachtet  man  dann  die  so  behandelte  räum- 
liche Figur  als  ebene  Zeichnung,  so  erhält  man 
den  Satz:  „Zwei  Vierecke  sind  kollinear, 
wenn  je  zwei  Gegenseitenschnittpunkte  und  der 
Schnittpunkt  der  ersten  Diagonalen  auf  einer 
Geraden  liegen"  —  und  wegen  der  Kolli- 
nearität  muss  auch  der  Schnittpunkt  der  zweiten 
Diagonalen  auf  derselben  Geraden  liegen. 


Diese  beiden  Geraden  C^C,  und  A^A^ 
können  einander  aber  nur  in  einem 
einzigen  Punkte  schneiden,  also 
sind  die  Punkte  S  und  .S'  identisch, 
und  die  vier  Geraden  A^A.^.  B^B^, 
C^C.,.  D^D.,  gehen  durch  einen  ein- 
zigen gemeinsamen  Schnittpunkts, 
Von  diesem  Schnittpunkt  S  aus  werden 
also  die  beiden  Vierecke  A^B^C\D^  und 
A.^B,XJ.-,D.^  aufeinander  projiziert  durch 
ein  Vierkant  S(ABCD).  und  zwar 
projizieren  die  Ebenen  dieses  Vier- 
kants die  Seiten  der  Vierecke,  und 
die  Diagonalebenen  des  Vierkants 
die  Diagonalen  der  Vierecke.  Dem- 
nach werden  aucli  die  Diagonalen  B^D^ 
und  B.^D.,  der  beiden  Vierecke  durch 
eine  und  dieselbe  Ebene  pro- 
jiziert: und  folglich  müssen  diese 
beiden  Diagonalen  B^D^  und  B.^D.^,. 
weil  beide  in  der  Ebene  SBD  Kegen. 
die  Kante  EFIJ  in  demjenigen  gemein- 
sam e  n  Pu  n  k  t  e  schneiden,  durch  welchen 
die  Ebene  SBD  hindurchgeht,  d.  h.  beide 
Diagonalen  B^D^^  und  B.^D.^  gehen 
durch  einen  und  denselben  Punkt  Z. 

Beweis  II. 

Aus  den  Betrachtungen  der  Antworte, 
auf  Frage  29  des  I.  Teils  erhält  man 
die  Folgerungen,  dass  wenn  die  Schnitt- 
punkte der  entsprechenden  Seiten 
zweier  Dreiecke  auf  einer  Geraden 
liegen,  dann  die  Verbindungsgeraden 
entsprechender  Ecken  durch  einen 
Punkt  gehen,  —  und  wenn  umgekehrt 
die  Ve  r b  i  n  d u n  g  s  g  e  r a  d  e  n  entsprechen- 
der Eckpunkte  durch  einen  Punkt 
gehen,  dann  die  Schnittpunkte  ent- 
sprechender Seiten  auf  einer  Geraden 
liegen.  Betrachtet  man  nun  Figur  5  als 
Figur  in  einerlei  Ebene  (also  nicht 
in  fij  und  e^  ^^^^  ^^  Räume,  sondern 
alles  nur  in  der  Zeichenebene),  so  liegen 
in  den  Dreiecken  B^C^A^^  und  B.yC.,A^ 
bezw.  D^C^A^  und  D.X\/A.,: 

1.  die  Schnittpunkte  der  ent- 
sprechenden Seiten  BC,  CA  und  AB 
auf  derselben  Geraden  EF,  und 

2.  die  Schnittpunkte  der  ent- 
sprechenden Seiten  I)C\  CA  und  AD 
ebenfalls  auf  derselben  Geraden  EF. 
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Erkl.  14.  Der  vorliegende  Beweis  ^iit  dem  Folglich  gehen  nach  dem  ersten  Satze 

einzigen   Satze    der   ebenen   projektivischen  die  Verbindungs geraden   der   ent- 

Geometne,  welcher  in  derselben  ohne  Benutzung  „,  i  ^nl  an  lo«    Wr^           rr        A    A          A 

des  Eaumes  nicht  bewiesen  werden  kann.     Ist  ^»piecnenaen    JliCkCn    Ojt  ^j    ^1^2    ^"^^ 

dieser  gewonnen,  so  braucht  mau  für  den  all-  B^B.^  durch  einen  gemeinsamen  Punkt 

gemeinen  Gang  der  Untersuchung  niemals  mehr  ,S'.   und  die   Verbindungsgeraden  der 

aus  der  Ebene  herauszugehen.     Man  kann  die  entsprechenden  Ecken  C.C,,  Ä,Ä,  und 

Schlussfolge  aes  Beweises  zwar  nach  dem  Vor-  t^    t\     ^       \       •                   .^    •^'       ^-r»''     i  . 

gang  der  vorigen  Erkl.  13  aus  Sätzen  der  ebenen  ^lA   ^^^^l^ch   emen  gemeinsamen  Punkt 

Geometrie   ableiten,   aber  jene  Sätze  sind  eben  S' \     demnach    gehen    SOWOhl    B^B.^    als 

nur  durch  räumliche  Betrachtungen  zu  erweisen.  D^D.,  durch  denselben  Schnittpunkt 

-  Umgekehrt   könnte  mau  aber  auch  fast  be-  ^5^    ^-^    ^|g    Geraden    A,A,    und    C,  C.,. 

haupten,  dass  die  Durchfuhrung  eigentlich  gar  tt-    ,       1         i            1     ^   f- -    rl"     T»-        Ir 

kein  Beweis  sei,  sondern  nur  die  Konstatierung  ■tiiernacü    genen    auer   lur    Qie  Ureiecke 

der  projektivischen  Verwandtschaft  irgend  zweier  BiD^A^     und    B^D^Ä^     (oder    B,D^C^ 

beliebigen  Figuren,   die   zur  Konstruktion  har-  und  B^D^C^): 

monischer  Punkte  dienen.  o     j  •     tt  "    i.  •     j                         j          j 

3.  die  Verbindungsgeraden  der 

Erkl.  15.      Der  zweite  Beweis   unter-  entsprechenden     Eckpunkte     B^B.^, 

scheidet  sich  vom  ersten  msbesoudere  dadurch,  jj    j^    ^^^^  j  j    ^^^^^^^  (.  n^  ^^^^^  ^^^_ 

dass   er   nicht    unmittelbar  räumliche  Betrach-  i,    -     t-,       1  x  "o     j?  1   ^•  ^'^•                   t 

tungen  enthält.     Jedoch  ist  dies  nicht  ein  Ver-  selben    Punkt   *S,    folghch   liegen    nach 

meiden,  sondern  vielmehr  nur  ein  Zurückschieben  dem    zweiten    Satze     die    Schnitt- 

der  räumlichen  Untersuchungen  in  die  grnnd-  punkte     der    entsprechenden     Seiten 

legenden  Sätze  über   die  Dreiecke.     Der   erste  j^  jj     und  B.^D,    auf   derselben  Ge- 

Beweis   enthalt   diese   Betrachtung   der   beiden  ^  -.  '■          •     ^-    A  ^     ■,,        i  ;      t       n   -^ 

Teildreiecke  ABC  und  DBC  selbst,  der  zweite  raden,  wie  die  Schnittpunkte  der  Seiten 

verlegt    dieselben    in    die    Vorbereitungssätze.  A^B^,  A.,B.^  und  A^D^,  A.^D^,  nämlich 

Darin   liegt   auch   nur   der  wesentliche   Unter-  auf  der  Geraden  EF. 
schied   beider  Ableitungen.     Denn   wenn   auch 

der  Wortlaut  verschieden  klingt,  so  muss  doch  . 
in  jenen  Dreiecks-Sätzen  all  das  vorausgeschickt 
werden,  was  im  ersten  Beweise  ohne  Vorweg- 
nahme jener  Sätze  eigens  aufgebaut  wird. 


Frage   5.     Welche   Festsetzung 
unter    den    vier    harmonischen 

Punkten  muss  wegen  Satz  1  getroffen        Antwort.     1.  In   Berücksichtigung 

werden?  der  Definition  der  harmonischen  Punkte 

und  der  Sätze  1  erkennt  man  die  Not- 
wendigkeit,    unter    den    harmonischen 

Erkl.  16.  Dass  die  beiden  Punktepaare  EF  p^^^kten  eine  Zusammenstellung  zweier 
und  HR  einander  völlig  trennen,  so  dass  man  -r,  ,  ■■  t  r  ■  rr 
nicht  von  einem  Punkte  eines  Paares  zu  seinem  Paare  vorzunehmen,  namlich  eine  Zu- 
zugeordneten gelangen  kann,  ohne  einen  Punkt  Ordnung  einerseits  derjenigen  beiden 
des  andern  Paares  zu  überschreiten,  folgt  aus  Punkte,  durchweiche  die  Gegenseiten 
der  Betrachtung  des  Vierecks  j£Ci)  nebst  der  des  Vierecks  gehen,  und  anderseits  der- 

Geraden   EF.     Es   bilden  namlich   die  Punkte  .      .  i     •  i       -i-.     w       i       i         i  t       t 

EF  etwa  mit  dem  Punkt  A  ein  Dreieck  mit  jemgen  beiden  Punkte,  durch  welche  die 

Seiten   EA,   FA,  EF  (oder  mit  Punkt  C  ein  Diagonalen  gehen. 

Dreieck  mit  Seiten  E-c,  FC,  ^i^)  2.  Alis  der  Figur  erkennt  man  die 

^un    müssen    nach    der    Konstruktion    des  mi    x       •,        j  f-     i    •  i        t->      i  x      j 

Vierecks  die  Punkte  i?  und />  äussere  Punkte  Thatsache,  dass  die  beiden  Punkte  des 

der  Seiten  des  Dreiecks  £FJ  sein  (innere  Punkte  einen  Paares  stets  (innen  und  aussen) 

der  Seiten  des  Dreiecks  FFC)  und  folglich  muss  getrennt  sind  durch  die  beiden  Punkte 

Punkt  7.  ein  äusserer  Punkt  der  dritten  Seite  ^^^^  andern  Paares,  indem  zwischen 

EI^  sein,  denn  eine  Gerade  kann  nur  entweder  j^       jrr.x        •  j-dixo-tz 

keine  oder  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  innen  ^  ^^^^  ^   ^tets  einer  der  Punkte  ±t,  K, 

schneiden,  die  andern  drei  oder  eine  aussen,  zwischen    H    und    K    stetS     einer     der 

Liegt  also  11  zwischen  EF,  so  muss  K  Punkte  E,  i^  liegen  muss. 

dr aussen  liegen,  und  umgekehrt.  o      -tv-       ry  x  n  i      •  j 

*  3.    Die    Zusammenstellung    beider 

Paare  ist  dadurch  eindeutig  vollzogen, 


Ueber  die  harmonischen  Gebilde. 


Erkl.  17.  Dass  die  Punkte  jedes  Paares 
E  und  F  bezw.  H  und  K  untereinander 
gleichwertig  sind,  geht  ebenfalls  aus  dem  Be- 
weis der  vorigen  Autwort  hervor.  Denn  die 
beiden  Paare  Gegenseiten  sind  ebenso  gleich- 
wertig, wie  die  beiden  Diagonalen.  Und  wie 
der  Beweis  in  der  vorigen  Antwort  geführt 
wurde  mittels  Annahme  des  Punktes  H  und 
Aufsuchung  des  Punktes  K,  ebenso  konnte  er 
auch  geführt  werden  unter  Annahme  des  Punktes 
K  und  Aufsuchung  von  E.  Die  Zerlegung  des 
Vierecks  AB  CD  geschieht  einmal  in  die  Drei- 
ecke BGA  und  DCA.  das  andere  Mal  in  die 
Dreiecke  ADB  und  CDB. 


dass  von  einem  der  vier  Punkte  fest- 
gestellt wird,  welchem  der  drei 
übrigen  er  zugeordnet  ist.  Denn 
wenn  zwei  Punkte  einander  zugeord- 
net sind,  so  sind  die  beiden  andern 
ebenfalls  zugeordnet. 

4.  Durch  drei  gegebene  Punkte 
ist  folglich  ein  vierter  Punkt 
als  zugeordneter  vierter  har- 
monischer dann,  aber  auch  nur 
dann  eindeutig  bestimmt,  wenn 
noch  angegeben  ist,  welchem 
der  drei  Punkte  der  vierte  zu- 
geordnet  sein  soll. 


Frage  6.  In  v^elcher  Beziehung 
stehen  die  beiden  Paare  zugeordneter 
Punkte  unter  vier  harmonischen  Punkten  ? 

Figur  6. 


Erkl.  18.  Auf  Grund  des  letzten  Teiles  der 
vorhergehenden  Antwort  auf  Frage  5  könnte 
die  Aufsuchung  des  vierten  harmonischen  Punktes 
noch  als  verschiedene  Aufgabe  erscheinen,  je 
nachdem  der  fehlende  Punkt  einer  der  beiden 
Schnittpunkte  der  Gegenseiten,  oder  einer  der 
Diagonalenschnittpunkte  sein  sollte.  Durch  die 
nebenstehende  Antwort  wird  gezeigt,  dass  dies 
völlig  gleichwertig  ist.  Folglich  wird  man  die 
Konstruktion  stets  so  einrichten  dürfen,  wie  in 
Figur  4  und  5  bezw.  Erkl.  9,  dass  man  den 
zu  suchenden  Punkt  immer  als  Diagonalen- 
schnittpunkt behandelt. 

Erkl.  19.  In  der  Zeichnung  thut  man  gut 
daran,  die  zusammengehörigen  Punkte  auch 
durch  die  Bezeichnung  von  den  andern  zu 
unterscheiden.  So  sind  in  den  Figuren  1  bis  5 
stets  durch  Einglein  diejenigen  beiden  Punkte 
bezeichnet,  durch  welche  die  Gegenseiten  gehen, 
durch  Sternchen  jene,  durch  welche  die  Dia- 
gonalen gehen.  Man  kann  selbstverständlich 
die  Beziehung  auch  vertauschen   (wie  für  das 


Antwort.  Die  beiden  Paare  zu- 
geordneter Punkte  unter  vier  har- 
monischen Punkten  sind  miteinander 
völlig  gleichwertig,  d.  h.  es 
ist  einerlei,  welche  Punktepaare 
man  als  Schnittpunkte  der  Gegen- 
seiten oder  als  Schnittpunkte  der 
Diagonalen  auffasst. 

Zum  Beweise  zieht  man  (siehe 
Figur  6)  die  Verbindungsgeraden 
der  Punkte  E  und  F  nach  G.  Da- 
durch wird  das  Viereck  AB  CD 
zerlegt  in  vier  Teildreiecke,  näm- 
lich: 

1.  Viereck  Ah" GM  mit  Gegen- 
seiten 

yliVund  MG  durch  E. 
AM  und  NG  durch  F. 
und  einer  Diagonale  AG  durch  H; 
folglich  muss  dessen  zweite  Diagonale 
MN  durch  K  gehen. 

2.  Viereck  MG  QU  mit  Gegenseiten 
MG  und  I>Q  durch  E. 

MD  und  GQ  durch  F, 

und  einer  Diagonale  DG  durch  K\ 
folglich  muss  dessen  zweite  Diagonale 
MQ  durch  H  gehen. 

3.  Viereck  KBFG  mit  Gegenseiten 
NB  und  G  P  durch  E, 

BP  und  NG  durch  t, 

und  einer  Diagonale  GB  durch  K\ 
folglich  muss  dessen  zweite  Diagonale 
NP  durch  II  gehen. 
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Viereck  MNPQ  der  Figur  6),  wird  aber  jeden- 
falls immer  für  das  eiue  Punktepaar  die  eine, 
für  das  andere  Punktepaar  eine  andere  Be- 
zeichnung zu  wählen  haben. 

Erkl.  20.  Betrachtet  man  die  Punkte  AB  CD 
der  Figur  ß  als  Ecken  eines  vollständigen  Vier- 
ecks, so  sind  EFG  dessen  Nebenecken,  und 
man  erhält  durch  nebenstehende  Antwort  zu- 
gleich den  Beweis  für  den  Satz  (vergl.  die 
Punkte  HJM,  HLN,  JKN,  KLMder  Figur  1 
und  2): 

Satz.  Im  vollständigen  Viereck 
liegen  die  Schnittpunkte  der  Seiten 
mit  den  V  e  r  b  i  n  d  u  u  g  s  g  e  r  a  d  e  n  der 
Nebenecken  zu  je  dreien  auf  einer 
von  vier  Geraden. 


4.  Viereck   GPCQ   mit  Gegenseiten 

GP  und  QC  diircli  E, 

PC  und  GQ  durch  F, 

und  einer  Diagonale  CG  durch  B.\ 
folglich  muss  dessen  zweite  Diagonale 
PQ  durch  li  gehen. 

Infolge  dieser  viermaligen  Anwendung 
des  Satzes  1  erhält  man  also  ein  neues 
Viereck  MNQP,  und  von  diesem  gehen 
mm  umgekehrt  je  zwei  Gegenseiten 
durch  H  und  Z,  die  beiden  Diago- 
nalen durch  E  und  F,  und  somit  muss 
es  gleichwertig  sein,  ob  die  Gegenseiten 
durch  E,  F  und  die  Diagonalen  durch 
H,  K,  oder  die  Gegenseiten  durch  H,  K 
und  die  Diagonalen  durch  E,  F  hindurch- 
gehen. 


Frage  7.  Welche  Ortsveränderungen 
erfährt  der  vierte  harmonisclie  Punkt, 
wenn  sein  zugeordneter  verschiedene 
Lagen  gegen  das  festbleibende  Paar  der 
beiden  andern  einnimmt? 


Erkl.  21.  In  Figur  7  sind  der  Uebersieht- 
lichkeit  wegen  die  festen  Geraden  EAB,  ECD 
und  FBC  stark  ausgezogen,  die  beweglichen 
Geraden  FAD  als  letzte  Vierecksseiten  schwach 
ausgezogen,  CAH  als  erste  Diagonale  ge- 
strichelt, BDK  als  zweite  Diagonale  punktiert. 
Zum  gleichen  Zwecke  der  Vermeidung  der  Buch- 
stabenhäufung sind  auf  den  Geraden  EA  B  die 
Punkte  A^  bis  A,„,  auf  ECD  die  Punkte  D^ 
bis  Z)j2  nur  durch  die  entsprechenden  Ziffern 
angegeben,  und  endlich  die  Punkte  (?j  bis  G^^ 
nur  angedeutet  als  Schnittpunkte  zweier  zu- 
sammengehörigen Diagonalen  AC  und  BD. 
(Dass  diese  Punkte  G  sämtlich  auf  einer  Ge- 
raden durch  Punkt  E  liegen  müssen,  kommt 
später  [s.  Aufgabe  11  der  Aufgabensammlung 
am  Schlüsse  dieses  Teiles]  als  sehr  einfaches 
Ergebnis  zur  Besprechung.) 


Erkl.  22.  Stellt  man  die  verschiedenen 
Lagen  der  zusammengehörigen  Punkte  H,  A, 
D,  K  sowie  der  zugehörigen  Gestalten  des 
Vierecks  ABCD  nebeneinander,  so  erhält  man 
folgende  Uebersicht: 


Antwort.  Um  die  verschiedenen 
Lagen  der  Punktepaare  HK  gegen  zwei 
Punkte  EF  zu  untersuchen,  kann  man 
(siehe  Figur  7)  durch  die  zwei  festen 
Punkte  drei  Geraden  EAB,  ECD  und 
FBC  festlegen,  und  dann  je  nach 
Lage  des  Punktes  H  die  weiteren  drei 
Geraden  legen,  welche  den  Punkt  K 
liefern,  nämlich: 

erstens  CH-  •  •  liefert  auf  EAB  den 
Punkt  A-, 

zweitens  FA  •  •  •  liefert  auf  ECD  den 
Punkt  D- 

drittens  BD  -  ■  •  liefert  auf  EF  den 
Punkt  K. 

Dadurch  erhält  man  folgende  ver- 
schiedenen Fälle  der  gegenseitigen  Lage 
von  77 und  K,  ausgehend  von  //ausser- 
halb EF  jenseits  F,  wobei  K  zwi- 
schen E  und  F  fällt: 

1.  Eückt  iZj  von  aussen  her  gegen 
i^hin,  so  verschieben  sich:  A^  von  aussen 
gegen  B  hin,  Dj  von  aussen  gegen  C 
hin,  also  rückt  K^  von  innen  gegen 
F  hin. 

2.  Fällt  H,  in  F,  so  fällt  A,  in  B, 
C^  in  D,  D^Bm  CB,  K,  fällt  "eben- 
falls in  F. 


üeber  die  harmonischen  Gebilde. 
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i/,2  <^ 

H^  zwischen  oc 
und  F 

H.^  in  F 

Ho,  zwischen  F' 
und  H^ 

H,{BD,\\EF) 

H.^,,^,.  zwischen 
H^  und  E 

H,  in  E 

JH.,  zwischen  E 
und  77,.. 


i/,,  {CH,,^\\EB) 

H  zwischen  H.^„ 
und  i/ij 

H,,  {FA  li  ^O 


H  zwischen  !?„ 

und  cc 


-^12   0° 


Jj  zwischen  A^^ 
und  5 

^2  in  B 

A^  zwischen  B 
und  A^ 

^57  6' 7  zwischen 
^^  und  E 

A^  in  £■ 

Ac,  zwischen  E 
und  X 


J.  zwischen  oc 
und  A,, 


A  zwischen  A^^ 
und  ^12 

^jo  (zwischen  ^j, 
und  B) 


Z>i  zwischen  i)i., 
und  C 

D,  in  C 

Z),,  zwischen  C 
und  i)j 

Z)j, ,,, .  zwischen 
^  I)^  und  JS 

£>.  in  E 

Z)„  zwischen  E 
und  Z),Q 


7>  zwischen  Z),„ 
und  X 

D  zwischen  oo 
und  Z)j2 

Z>j2  (zwischen  Du 
und  C) 


Ä",  zwischen  K^^ 
und  F 

A'.  in  F 

A3  zwischen  F 
und  00 

A'^  00 

K^,  g,  7  zwischen 
00  und  jE7 

AT,  in  i? 

Ä;,  zwischen  E 
und  /vTjt, 


JiT  zwischen  K^„ 
und  A',j 

K  zwischen  Ar,j 
und  A'jj 


Viereck  erster  Art: 
A  D  ausserhalb  BC. 


\     Viereck  unendlich 
/  schmale  Strecke  BC. 


Viereck  erster  Art: 
AD  innerhalb  BC. 


Viereck  im  Punkt  E. 

!  Viereck  dritter  Art: 
BC  einerseits, 
A  Z)  anderseits  v.  EF. 

\\      Viereck  Trapez 
ij  (s.  Figur  8). 

,  >  Viereck  zweiter  Art. 

'  ]       Viereck  Trapez 
\         (S.Figur  9): 
j      B  innerhalb  CA. 


Viereck  erster  Art: 
AD  ausserhalb  BC. 


Figur  7. 


-^/ 


.^-^^ 

Aj  *a:. 


W     /O         ■'^11 
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Erkl.  23.  Aus  der  vorigen  Zusammenstellung 
erkennt  man,  dass  bei  den  Uebergängen  in  der 
Figur  7  sämtliche  drei  Arten  des  Vierecks  aus 
Figur  4  auftreten  samt  den  Zwischenformen 
zwischen  den  einzelnen  Arten,  nämlich  je  nach 
dem  Winkel  am  Punkte  F,  in  welchen  der  ver- 
änderliche Strahl  FäD  hineinfällt.  In  Figur  7 
ist  durch  ein,  zwei  oder  drei  Bögehen  ange- 
deutet, dass  man  erhält: 

Viereck   erster  Art    (mit   AD   innerhalb   BC), 

wenn  FA  im  Winkel  EFB, 
Viereck  unendlich  schmal  zusammengeschrumpft 

zur  Strecke  BC,  wenn  FA  auf  FBC  fällt, 
Viereck   erster  Art  (mit  AD  ausserhalb   BC\ 

wenn  FA  im  Winkel  BFA^^, 
Viereck  als  trapezartige  Grenzfigur  (s.  Fig.  9 

I,  II),  wenn  FA  auf  FA^,  fällt, 
Viereck    zweiter  Art,    wenn    FA    im   Winkel 

Viereck  trapezartige  Grenzfigur  (s.  Fig.  8  II,  III), 

wenn  FA  auf  FA^^i  fällt, 
Viereck  dritter  Art,  wenn  FA  im  Winkel  D,o  FE, 
Viereck  unendlich  klein  zusammengeschrumpft 

zum  Punkt  E,  wenn  FA  auf  FE  fällt. 

Erkl.  24.  Da  nicht  nur  für  die  Betrachtung 
der  harmonischen  Punkte,  sondern  auch  für  die 
allgemeine  Vierecks-Untersuchung  die  Grenz- 
übergänge der  dreierlei  Vierecke  von  Wichtig- 
keit sind,  so  werden  dieselben  durch  Figur  8 
und  9  noch  besonders  zur  Anschauung  gebracht: 
Figur  8  gibt  dasselbe  Viereck  AB  CD 
in  doppelter  Auffassung:  als  Viereck  dritter 
Art  (III)  und  zweiter  Art  (II).  Im  ersten 
Fall  liegt  Punkt  A  nach  der  einen,  im  zweiten 
nach  der  andern  Richtung  im  Unendlichen,  und 
die  Rückführung  aufs  gewöhnliche  Viereck  der 
zugehörigen  Art  entsteht,  wenn  man  den  Schnitt 
der  Parallelen  aus  der  angegebenen  Richtung 
ins  Endliche  hereinverlegt.  Ebenso  gibt  Figur  9 
das  gleiche  Viereck  ABCD  in  doppelter 
Auffassung :  als  Viereck  zweiter  Art  (II)  und 
erster  Art  (I)  mit  gleicher  Unterscheidung  der 
Richtung  nach  D  oo ,  wie  vorhin  für  A  od. 
Wieder  entsteht  das  gewöhnliche  Viereck  der 
zugehörigen  Art  durch  konvergente  Strahlen 
statt  der  parallelen  Geraden  gegen  die  ange- 
gebene Richtung  hin. 

Erkl.  25.  Man  beachte  in  Figur  7  die 
wichtige  Thatsache,  dass  wenn  ein  Punkt  IIx 
einen  zugeordneten  Punkt  Kx  ergeben  hat,  auch 
zu  diesem  Punkt  Kx,  wenn  er  später  als  Hy 
aufgefasst  wird,  derselbe  Punkt  als  K^  zu- 
geordnet erscheint,  welcher  zuvor  Hx  gewesen. 
Man  könnte  glauben,  dass  diese  Beziehung  eines 
besondern  Beweises  bedürfte;  doch  ist  dem  nicht 
so;  vielmehr  ist  diese  Thatsache  des  sogenannten 
„doppelten  Entsprechens"  je  zweier  Punkte 
eine  selbstverständliche  Folge  der  Definition  har- 
monischer Punkte  und  des  Satzes  1.  Vergleiche 
man  zu  dem  Zwecke  z.  B.  das  Viereck  BCA^D^, 
durch  welches   H^    und  K^ ,   und   das   Viereck 


3.  Rückt  iZg  von  7^^  einwärts  gegen 
E  zu,  so  rückt  A^  von  B  einwärts  gegen 
E  TM,  2)3  von  C  einwärts  gegen  E  zu, 
K^  rückt  von  i^  an  auswärts  gegen 
den  unendlich  fernen  Punkt  der  Ge- 
raden EF. 

4.  Für  eine  bestimmte  Lage  des 
Punktes  H^  zwischen  E  und  F  sind 
A^  und  D^  gerade  soweit  von  B  und  C 
abgerückt,  dass  BD^  parallel  EF  wird, 
dass  also  der  Schnittpunkt  K^  zum 
unendlich  fernen  Punkte  der  Ge- 
raden EF  wird. 

5.  6.  7.  Eückt  -ö.,,., ,  von  H^  noch 
weiter  gegen  E  hin,  so  rücken 
A^^ ,  g ,  -  und  i>5 , 6 , 7  soweit  gegen  E  hin, 
dass  BD.^,^,^  die  Gerade  jE'i^  auf  der 
andern  Seite  wieder  trifft,  folglich  rückt 
Punkt  -^5,6,7  aus  dem  Unendlichen 
herein  gegen  E  hin. 

8.  Fällt  i?g  in  den  Punkt  E,  so 
fallen  auch  ^g  und  D^  beide  in  F,  folg- 
lich BD  in  BF,  und  K^  fällt  eben- 
falls in  den  Punkt  E. 

9.  Rückt  i/y  über  den  Punkt  E 
hinaus,  so  rücken  A,^  und  D^  auf 
ihren  Trägern  BE  bezw.  CE  über  E 
hinaus,  die  Gerade  BD^  trifft  jEi^  inner- 
halb, und  Punkt  K,^  rückt  von  E  aus 
einwärts  gegen  F  hin:  das  Viereck 
ABCD  ist  von  der  ersten  Art  zur 
dritten  Art  der  Figur  4  übergegangen. 

10.  Für  eine  bestimmte  Lage  des 
Punktes  i^^,,  wird  C  H^Q  parallel  mit 
EAB,  A^Q  wird  zum  unendlich  fernen 
Punkte  von  EAB,  D^^  ist  Schnittpunkt 
von  EDC  mit  der  Parallelen  zu  EAB 
durch  F,  K^^  fällt  einwärts  von  A"., 
gegen  F  hin:  das  Viereck  ABCD  geht 
aus  der  dritten  Art  in  eines  der  zweiten 
Art  (siehe  Figur  4)  über. 

11.  Für  eine  bestimmte  weitere  Lage 
des  Punktes  H^^  rückt  A^^  auf  EBA 
aus  dem  Unendlichen  wieder  soweit 
gegen  B  herein,  dass  FA^^  parallel  ECD 
wird,  also  i)^,  zum  unendlich  fernen 
Punkte  von  ECD,  und  BD^^  ebenfalls 
parallel  ECD;  Punkt  A'jj  liegt  einwärts 
von  Ajo  gegen  F  hin:  das  Viereck 
ABCD  geht  aus  der  zweiten  Art  wieder 
in  eines  der  ersten  Art  über. 


üeber  die  harmonischen  Gebilde. 
Figur  8. 

c      Jb: 
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Figur  9. 


BCAfDo,.  durch  welches  H^  und  K^  einander 
zugeordnet  werden:  Von  den  Diagonalen  des 
Vierecks  BCA^D,  geht  eine  durch  H^  und 
eine  durch  K^.  "Folglich  muss  nach  Satz  1 
nicht  nur  in  jedem  Viereck,  von  dem  je 
zwei  Gegenseiten  durch  E  und  F  und  eine 
Diagonale  durch  i/j  geht,  die  andere  Dia- 
gonale durch  jBT,  gehen,  —  sondern  auch 
in  jedem  Viereck,  von  dem  je  zwei  Gegen- 
seiten durch  E  und  F  und  eine  Diagonale 
durch  K^  geht ,  die  andere  Diagonale 
durch  H^  gehen.  Ein  solches  Viereck  letzt- 
genannter Art  ist  aber  BCA^D^,  also  muss 
BD,  durch  /J,  gehen. 

Erkl.  26.  In  Figur  7  sind  absichtlich  solche 
Punkte  als  H  gewählt,  welche  mit  schon  vorher 
verwendeten  Punkten  K  zusammenfallen,  um 
die  Häufung  der  Geraden  nicht  allzustark  wer- 
den zu  lassen.  Auf  Grund  der  Ueberlegung  in 
voriger  Erkl.  25  könnte  man  allerdings  sagen, 
dass  die  erstmalige  Konstruktion  für  alle 
Punkte  zwischen  E  nud  F  die  zweitmaligeu 
Konstruktionen  für  äussere  Punkte  schon 
liefere,  also  diese  unnötig  mache.  Doch  würden 
dann  die  einzelneu  Besonderheiten  äusserer 
Punkte,  wie  //„.^j^//,.,  und  die  Uebergänge 
der  Vierecke  I,  III,  II  verloren  gehen.  Uin- 
ffekehrt  sind  eben  dadurch  innerhalb  EF  mehr 
Punkte  H.^H^H.  aufgetreten,  als  für  diese 
Strecke  allein  erforderlich  gewesen. 


12.  Rückt  Punkt  //,o  ins  Unend- 
liche auf  -EF,  so  wird  CH^.^  parallel 
EF,  ^12  ist  von  A^^  gegen  B  herein- 
gerückt, D,2  aus  dem  Unendlichen 
gegen  C  hereingerückt,  und  K^.^  erhält 
eine  bestimmte  Lage  zwischen  E 
und  F. 

13.  Rückt  Punkt  H  aus  dem  Unend- 
lichen von  der  andern  Seite  wieder 
gegen  Punkt  /'  heran,  so  erhält  man 
wieder  dieselbe  Punktfolge,  wie  oben 
von  H^  bis  H^,^. 

Aus  den  sämtlichen  Fällen  geht  die 
Bestätigung  der  Antwort  auf  Frage  5 
hervor,  dass  jeweils  das  eine  Paar  zu- 
geordneter Punkte  innen  und  aussen 
getrennt  ist  durch  die  beiden  Punkte 
des  andern  Paares.  Als  besondere  Einzel- 
heit entnimmt  man  aus  den  Fällen  2. 
und  3.  die  Aussage: 

Wenn  irgend  zwei  von  vier 
harmonischen  Elementen  in  ein  ge- 
meinsames Element  zusammen- 
fallen, so  muss  auch  noch  ein  drittes 
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Erkl.  27.  Fasst  man  die  Punkte  H  bezw.  K 
als  Punktreihen  h  bezw.  Ä;  desselben 
Trägers  auf,  und  bezeichnet  der  Reihe  nach 
C  als  S,,  EBA  als  t,,  F  als  S«,  ECB  als  ^2. 
B  als  Sa,  so  erkennt  man  in  Figur  7  die  Zu- 
ordnung : 

Ä  7\  -5.  A  ^  Ä  ■Sn  Ä  ^2  7\  ^2  7\  ^- 

Und  man  hat  auf  demselben  Träger  EF 
zwei  projektivisch  verwandte  Punkt- 
reihen h'nni  k,  in  denen  je  zwei  Punkte- 
paare einander  doppelt  entsprechen, 
nämlich  die  H,K,  =  H,K^,  H^K^  =  K,^H,^, 
H, K,  =--  K,,  II,,  ,H,K,  =  K,, H,, ,  H, K,  =  K,  U, 
und  mit  zwei  selbstentsprechenden 
Doppelpunkten  F=iH.,  =  K.,,  E=Hg  =  K^. 
Eine  solche  Zuordnung  der  Punkte  eines 
und  desselben  Trägers  tritt  später  als  sehr 
•wichtige  Beziehung  auf  unter  dem  Namen 
„involutorische  Reihe",  Involution, 
oder  Paarung  (auch  Spiegelung,  oder 
„Punktsystem").  


von  den  vier  Elementen  in  dasselbe 
g-emeinsame  Element  fallen. 

Dabei  sind  eben  in  Fig.  7  die  zwei  Punkte 
eines  Paares  von  beiden  Seiten  her  in 
den  von  ihnen  eingeschlossenen  Punkt 
des  andern  Paares  hineingerückt. 


Frage  8.    Was  versteht  man  unter 
vier  harmonischen  Strahlen? 


Erkl.  28.  Die  vier  harmonischen  Strahlen 
bilden  die  Projektion  der  vier  harmoni- 
schen Punkte  aus  dem  Punkte  S;  und  dem- 
entsprechend sind  nicht  nur  die  vom  Scheitel 
ausgehenden  Halbstrahlen  als  harmonische 
Geraden  aufzufassen,  sondern  die  ganzen  Ge- 
raden. Daher  hat  man  am  gleichen  Scheitel 
mehrfache  Auswahl  für  vier  zusammenzuneh- 
mende Halbstrahlen.  Bezeichnet  man  nämlich 
für  den  Augenblick  mit  cfhk  die  vier  zuerst 
gewählten  Halbstrahlen,  mit  e'f'h'k'  ihre  vier 
Scheitelstrahlen,  so  bilden  die  acht  Gruppen 
efhk,  fhke',  hke'f,  ke'f'h', 
e'f'h'k',  f'h'k'e,  h'k'ef,  k'efh 
jedesmal  eine  Gruppe  von  vier  harmonischen 
Halbstrahlen:  alle  wegen  derselben  vier  har- 
monischen Punkte  ABCD  und  mit  Zu  Ordnung 
derselben  Geradenpaare,  vergl.  unten  Figur  11, 
Seite  16. 

Erkl.  29.  Die  nebenstehende  Definition  von 
vier  harmonischen  Geraden  ist  auf  der  schon 
behandelten  Beziehung  von  vier  harmonischen 
Punkten  aufgebaut.  Man  könnte  aber  die  har- 
monischen Strahlen  auch  selbständig  definieren, 
indem  man  zu  den  Untersuchungen  der  sämt- 
lichen Fragen  2  bis  7  die  dualistischen  Sätze 
aufstellte.  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  beiderlei 
Betrachtungsweisen  dasselbe  Ergebnis  lie- 
fern müssen  (vergl.  die  Aufgaben  4  u.  ff.  der 
Aufgabensammlung  am  Schlüsse  dieses  Teiles). 
Eine  dritte  Definition,  die  wieder  dasselbe  Er- 
gebnis liefert,  ist  endlich  die  auf  der  metri- 
schen Beziehung  aufgebaute  (vergl.  den  näch- 
sten Abschnitt  2  dieses  Buches). 


Antwort.  Unter  vier  harmoni- 
schen Strahlen  versteht  man  vier 
gerade  Linien  von  einem  Punkte 
(als  Scheitel  S)  nach  vier  harmoni- 
schen Punkten. 

Wie  diese  vier  harmonischen  Punkte 
in  zwei  Paare  zugeordneter  Punkte  ge- 
teilt werden,  so  teilen  sich  auch  die  vier 
harmonischen  Strahlen  in  zwei  Paare 
zugeordneter  Strahlen;  und  da  die 
Punkte  jedes  Paares  durch  die  Punkte 
des  andern  Paares  getrennt  werden,  so 
werden  auch  die  Strahlen  des  einen 
Paares  getrennt  durch  die  Strahlen 
des  andern  Paares.  Entsprechend  den 
Beziehungen  der  harmonischen  Punkte 
sind  ferner  auch  die  Strahlen  des 
einen  Paares  zugeordneter  Strahlen 
gleichwertig  mit  den  Strahlen  des 
andern  Paares;  die  Zuordnung 
beider  Paare  ist  eindeutig  festgelegt, 
wenn  ein  Strahl  einem  andern  zuge- 
ordnet wird;  und  durch  drei  gege- 
bene Strahlen  ist  ein  vierter  Strahl 
als  zugeordneter  vierter  harmoni- 
scher Strahl  dann,  aber  auch  nur 
dann  eindeutig  bestimmt,  wenn 
noch  angegeben  ist,  w^elchem  der 
vier  Strahlen  der  vierte  Strahl 
zugeordnet  sein  soll.  Und  wenn 
von  vier  harmonischen  Strahlen  irgend 
zwei  in  dieselbe  Gerade  zusammen- 
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fallen,  so  muss  auch  noch  ein  dritter 
von  den  vier  harmonischen  Strahlen 
in  dieselbe  gemeinsame  Gerade  fallen 
(siehe  Satz  2). 


Frage  9.  Welches  ist  die  Funda- 
mentaleigenschaft der  harmonischen 
Strahlen,  und  wie  wird  dieselbe  bewiesen? 


Erkl.  30.  In  Fig.  10  haben  die  Schnitt- 
gerade  q^  und  die  Schnittebene  t.,  zum  Vier- 
kant S(A^B^  C\D^)  dieselbe  Lage  wie  7,  und 
fj,  so  dass  auch  das  Viereck  J.^B.yC.^D.-,  die- 
selbe Gestalt  erhält  wie  AjB^C\D.  Beides 
könnte  aber  auch  anders  gewählt  sein:  Durch 
dieselbe  Gerade  3,  könnte  man  die  Ebene  f^ 
so  legen,  dass  die  Kanten  S(A^B^C\D^)  zum 
Teil  oder  sämtlich  in  ihren  Verlängerungen  über 
S  hinaus  getroffen  würden;  und  die  Gerade  3, 
selbst  könnte  so  gelegt  werden,  dass  die  Ver- 
bindungsgeraden S(EjF^H^K^)  zum  Teil  oder 
sämtlich  iu  ihren  Verlängerungen  über  .S'  hin- 
aus getroffen  würden.  In  beiden  Fällen  entsteht 
dennoch  als  Schnittfigur  der  Ebene  t.,  mit  dem 
Vierkant  .S'  (A^ByC^D^)  stets  ein  Viereck 
AnB.jC^D,  in  irgend  einer  der  drei  Gestalten 
(vergl.  Figur  3  und  4),  von  welchem  je  zwei 
Gegenseiten  durch  E.^  F.^,  zwei  Diagonalen  durch 
H  und  K  gehen,  d.  h.  in  jedem  Fall  sind 
EoFoHoKo  vier  harmonische  Punkte. 


Figur  10. 


Antwort.  Die  wichtigste  Eigenschaft 
der  harmonischen  Stralilen  ist  ausgespro- 
chen iu  dem  Satze: 

Satz  2.     Vier   h  a  r  m  (j  n  i  s  c  h  e 
Strahlen  werden  von  jeder  Ge- 
raden  in   vier   harmonischen 
Punkten  geschnitten. 
Zum  Beweise  schliesst  man   sich  an 
das  schon  in  der  Antwort  auf  Frage  4 
und  Figur  5  verwendete  Hilfsmittel  der 
räumlichen  Auffassungsweise  an: 
Sind  E^  F^  H^  Ä',  in  Figur  10  vier  durch 
das  Viereck  ^1^1 6\Z)  auf  der  Geraden 
q^  erzeugte   harmonische  Punkte,  eflik 
deren  vier  Verbindungsstrahlen  mit  dem 
Scheitel  5',  und  E,F,H.,K,  die  Schnitt- 
punkte einer  beliebigen  Schnittgeraden  7^ 
mit  efhk.  so  denkt  man  sicli  die  Ebene  £, 
als   Doppelebene ,    und    ihre  beiden 
Blätter  drehbar  um  die  Gerade  q^  oder 
E^F^H^Ky    als    Achse.      Diese    beiden 
Blätter,  deren  eines  als  e^  das  Viereck 
A^B^C^D,    deren    anderes    als   tj    den 
Punkt  S  und  die  Strahlen  efhk 
nebst  der  Schnittgeraden  -£"2-^2 
enthält,   dreht  man  dann  um 
die   Achse    ^^    etwas    ausein- 
ander und  projiziert   nun  von 
S  aus  das  Viereck   A^B^C^D^ 
durch  ein  Vierkant.    Legt  man 
jetzt  durch  die  Gerade  q^  eine 
ganz    beliebige  Ebene  e^,   so 
schneidet  diese  das  Vier- 
kant ^{A^B^C^D^)  in  einem 
Viereck     A.,B.,C.D,.     von 
welchem  je    zwei    Gegenseiten 
durch  E.^  und  F.,,  zwei  Diago- 
nalen durch  H.^  und  K.,  gehen. 
Daher  werden  auf  q.^  durch  das 
Viereck  A.,B.,C.,D,  die  Punkte 
E.,F,,H.,K.,    genau    ebenso    als 
vier  harmonische  Punkte 
erzeugt,  wie  auf  7,  durch  das 
Viereck   A^B^C\D^   die   Punkte  E,F, 
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Erkl.  31.  In  Figur  11  sind  die  acht  ver- 
schiedenen Lagen  einer  Schnittgeraden  gegen 
vier  harmonische  Strahlen  dargestellt:  Die  vier 
harmonischen  Strahlen  efhk  und  ihre  Verlänge- 
rungen e'f'h'k'  sind  erzeugt  durch  die  vier 
harmonischen  Punkte  E^  F,  H^  K^ ;  und  infolge 
dessen  sind  acht  Gruppen  von  je  vier  harmoni- 
schen Punkten  vorhanden,  nämlich: 
auf  ehfk  Jifke'      j      fke'h' 

die  Punkte 

^1  -^1  ^1  -^1      ^2  ^2  ^2  ^2  I  ^'s  ^3  ^3  ^; 

Jeweils  die  Schnittgeraden  q^q-^,  q-iq^^i  q&qT, 
q^q^^  schneiden  vier  entgegengesetzte  Strahl- 
richtungen und  haben  daher  gleiche  Anordnung 
der  vier  Punkte;  sonst  aber  ist  jeder  Punkt 
einmal  aussen  und  einmal  innen. 


k  e'  h'  f     I    e'  h'  f  k' 

k,e,h,f,\e,h,f,k. 


:Ji'f'k'e't 

H.  Fa  Ka  Er., 


f  k'  e  h 
F,K,E,H, 


k'  ehf 

jKJEa  HaFa 


Figur  11. 


Frage  10.  AVas  für  eine  wichtige 
Folgerung  ergibt  sich  ans  dem  vorigen 
Satze? 

Erkl.  32.  Man  kann  die  nebenstehende  Aus- 
sage auch  in  sehr  verschiedener  Weise  in  Worte 
fassen : 

a)  Werden  vier  Strahlen  eines  Punktes  von 
einer  Geraden  in  vier  harmonischen  Punkten 
geschnitten,  so  werden  auf  jeder  Geraden 
vier  harmonische  Punkte  durch  die  vier  Strahlen 
ausgeschnitten. 

b)  Wenn  in  beliebig  aufeinanderfolgenden 
perspektivisch  liegenden  Gebilden  einmal  vier 
bestimmte  Elemente  (Punkte  oder  Strahlen)  eine 
harmonische  Gruppe  bilden,  so  bilden  jedes- 
mal die  vier  entsprechenden  Elemente  eine 
harmonische  Gruppe. 


Antwort.  Ans  dem  vorigen  Ergebnis 
erhält  man  die  Folgernug,  dass  eine 
Gruppe  von  vier  harmonischen  Punkten 
aus  .jedem  Punkte  ausserhalb  ihres  Trä- 
gers durch  eine  Gruppe  von  vier  har- 
monischen Strahlen  projiziert  wird  und 
auch  auf  jeden  weiteren  Träger  wieder 
als  eine  Gruppe  von  vier  harmonischen 
Punkten  projiziert  wird.  Daher  ist  jede 
Gruppe  von  vier  Elementen,  welche  zu 
einer  Gruppe  von  vier  harmonischer. 
Elementen  perspektivisch  liegt,  wieder 
eine  harmonische  Gruppe. 

Nun  wurde  aber  die  projektivische 
Verwandtschaft  aufgebaut  aus  einer 
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c)  Aus  einer  harmonischen  Gruppe  von 
Elementen  ergeben  sich  durch  Projizieren  und 
Schneiden  immer  wieder  harmonische  Gruppen. 

d)  In  projektivischen  Gebilden  entsprechen 
vier  harmonischen  Elementen  immer  wieder 
vier  harmonische  Elemente. 


Erkl.  33.  3Ian  kann  auch  aus  der  Plani- 
metrie den  Begriff  des  ..geometrischen  Orts" 
herübernehmen  als  Inbegriff  der  Gesamtheit  der 
Lagen  eines  Punktes  oder  der  Durchgangs- 
punkte einer  Geraden  und  erhält  dann  den 
dualistischen  Doppelsatz: 

Der  geometrische  Ort  für 


den  vierten  harmoni- 
schen Punkt  zu  den 
drei  Schnittpunkten 
einer  beliebigen  Gera- 
den mit  drei  bestimmten 
Strahlen  eines  Punktes 
ist  die  vierte  harmoni- 
sche Gerade  durch  die- 
sen Punkt  zu  den  drei 
gegebenen  Geraden. 


die  vierte  harmonische 
Gerade  zu  den  drei  Ver- 
bindungsgeraden eines 
beliebigen  Punktes  mit 
drei  bestimmten  Punk- 
ten einer  Geraden  ist 
der  vierte  harmonische 
Punkt  auf  dieser  Ge- 
raden zu  den  drei  ge- 
gebenen Punkten. 


Aufeinancleifolge  von  Projektionen  in 
p  e  r  s  p  e  k  t  i  V  i  .s  c  h  e;  r  L  a  g  e  befindlicher 
Gebilde  nach  dem  Musterbeispiel: 

h  K  Si  f\  ti  A  S^^t^y^Ss  •••  vi.3.  w. 

Folglich  muss  nicht  nur  in  perspek- 
tivisch liegenden,  sondern  auch  in 
schief  liegenden  pro jektivisch 
verwandten  Gebilden  die  har- 
monische Beziehung  eine  kon- 
stante sein  (man  sagt,  die  harmoni- 
sche Beziehung  sei  eine  Invariante 
für  die  projektivische  Verwandtschaft). 
Und  man  erhält  die  Aussage: 

Satz  3.  Die  harmonische  Be- 
ziehung zwischen  vier  belie- 
bigen Elementen  bleibt  bei 
jeder  projektivischen  Ver- 
wandtschaft erhalten  als  harmo- 
nische Beziehung  zwischen  den  vier 
entsprechenden  Elementen: 
Punkten  oder  Geraden. 


Frage  II.  Welche  Umkehr ung 
gestattet  das  vorige  Ergebnis? 

Erkl.  34.  Die  beiden  Gruppen  von  harmo- 
nischen Elementen  können  sein:  zwei  Gruppen 
von  je  vier  harmonischen  Punkten,  zwei  Gruppen 
von  je  vier  harmonischen  Strahlen,  oder  eine 
Gruppe  von  vier  harmonischen  Punkten  und 
eine  Gruppe  von  vier  harmonischen  Strahlen. 
Jedesmal  kann  eine  Vermittlung  durch  andere 
Strahlenbüschel  und  Punktreihen  hergestellt 
werden,  wodurch  zu  den  vier  gegebenen  ersten 
Elementen  die  vier  gegebenen  zweiten  Ele- 
mente als  projektivisch  verwandt  zugeordnet 
werden.  Auf  Grund  der  Lösung  der  Aufgaben 
17  bis  20  der  Aufgabensammlung  kann  diese  pro- 
jektivische  Verwandtschaft  sogar  jeweils  nicht 
nur  auf  eine  einzige,  sondern  auf  mehrfache 
Weise  entstehen,  je  nachdem  man  zwei  beliebige 
Elemente  und  gleichzeitig  die  beiden  andern 
miteinander  vertauscht. 

Erkl.  35.  Sind  die  Elemente  der  beiden 
Gruppen  bezeichnet  durch  Ä,  B^  C,  Z),  und 
A^B^C^D.^.,  so  kann  nach  dem  früheren  jeden- 
falls projektivisch  bezogen  werden  A^B^C\  auf 
A.^B.X'.,.  Da  nun  i),  das  vierte  harmonische 
Element  zu  A^  B^  C\  sein  soll,  so  ist  jede  durch 
Projektion  entstehende  Gruppe  wieder  eine  har- 
monische, also  wird  auch  das  zu  A.,B.^C.,  hinzu- 
tretende vierte  projektivische  Element  D  kein 
anderes  sein  können  als  deren  viertes  harmoni- 
sches Element  D.^.  Es  war  demnach  unwesent- 
lich, ob  man  nur  die  drei  Elementenpaare  A^  ß,  C, 
und  A.,B.,C.^  zuordnete,  oder  gleich  zu  jedem 
das  vierte  harmonische  zugesellte. 


Antwort.  Als  eine  Umkehrung  des 
vorigen  Ergebnisses  kann  man  den  Satz 
aussprechen,  dass  zwei  ganz  beliebige 
Gruppen  von  je  vier  harmonischen 
Elementen  stets  projektivisch 
sind,  d.  h,  dass  je  vier  beliebige  har- 
monische Elemente  sich  stets  in  per- 
spektivische Lage  bringen  lassen,  oder 
dass  sich  eine  Keiheufolge  von  Projek- 
tionen auffinden  lässt,  durch  Avelche  die 
eine  Gruppe  von  harmonischen  Elementen 
in  die  andere  projektivisch  übergeführt 
wird. 

Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung 
beruht  auf  der  Möglichkeit,  dass  drei 
beliebig  gegebene  Elemente  stets  mit 
einer  zweiten  Grui>pe  von  drei  andein 
beliebigen  Elementen  in  projfktivische 
Beziehung  gebracht  werden  kcinnen. 
Dann  muss  dem  \ierten  harmonischen 
Element  zu  den  ersten  dreien  jeden- 
falls ein  bestimmtes  ^•iertes  Element  zu 
den  zv>eiten  dreien  entspreclieu.  Da  al)er 
in  den  projizierenden  Strahltnibüscheln 
bezw.  Punktreihen  jenes  vierte  harmo- 
nische Element  der  ersten  Gruppe  iumier 
durch  ein  viertes  harmonisches  Element 
weiterprojiziert  wird,  so  nniss  auch  das 
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zuletzt  entstehende  vierte  Element  das 
rierte  harmonische  zu  der  Gruppe  der 
drei  andern  sein  (vergl.  auch  die  andere 
Beweisführung  in  Aufgabe  19  der  Auf- 
gabensammlung am  Schlüsse  dieses  Teils). 

Erkl.  36.  Die  Ergebnisse  der  beiden  Antworten  auf  Frage  10  und  11  sind  auch  benutzt 
worden  zu  einer  ganz  andern  Einführung  des  Begriffes  der  p  roj  ekti  vischen  Ver- 
wandtschaft. Während  nämlich  in  diesem  Buche  zwei  Gebilde  als  projektivisch  bezeichnet 
werden,  wenn  dieselben  durch  eine  Reihe  von  perspektivischen  Vermittlungsgebilden  ineinander 
übergeführt  werden,  so  kann  nunmehr  auch  die  andere  Definition  Platz  greifen,  dass  zwei 
Gebilde  projektivisch  verwandt  heissen.  wenn  ihre  Elemente  so  geordnet 
sind,  dass  je  vier  harmonischen  Elementen  des  einen  Gebildes  stets  wieder 
vier  harmonische  Elemente  des  andern  Gebildes  entsprechen.  Auf  Grund  der 
vorliegenden  Beweisführungen  erkennt  man,  dass  diese  beiden  Definitionen  gleichbedeutend 
sind,  indem  einerseits  zweierlei  harmonische  Gruppen  stets  projektivisch  sind,  imd  andererseits 
projektivische  Gebilde  zu  einer  harmonischen  Gruppe  stets  wieder  harmonisch  sind. 


Frage  12.  Zu  welcliem  wichtigen 
Schluss  führen  die  bislierigen  Ueber- 
leo-ung-enV 


Erkl.  37.  Bei  der  Einführung  des  Begriffes 
der  projektivischen.  Verwandtschaft  werden  bloss 
die  Träger  von  Pnnktreihen  bezw.  Scheitel  von 
Strahlenbüscheln  willkürlich  gewählt,  und  dann 
werden  diejenigen  Elemente  als  zugeordnete 
bezeichnet,  welche  eben  als  erste  und  letzte  in 
der  Reihe  der  Projektionen  entstanden.  Nun- 
mehr aber  soll  ohne  Rücksicht  der  Zwischeu- 
elemente  auf  dem  ersten  und  letzten  Träger 
bezw.  durch  den  ersten  und  letzten  Scheitel 
eine  Anzahl  von  Elementen  als  zugeordnete 
willkürlich  ausgewählt  werden,  so  dass  da- 
durch auch  jedem  andern  Element  ein  ganz 
bestimmtes  zugeordnet  werde.  Die  nebenstehende 
Antwort  zeigt ,  dass  man  willkürlich  als  zuge- 
ordnet Avählen  darf,  aber  auch  zur  Festlegung 
der  projektivischen  Verwandtschaft  wählen 
muss,  ein  erstes  Eiementenpaar  A^^A.,,  ein 
zweites  Elementenpaar  B^  B»  i;nd  auch  noch 
ein  drittes  Elementenpaar  C^C\.  Dann  aber  darf 
einem  vierten  Elemente  D^  nicht  mehr  ein  be- 
liebiges viertes  Element  Z*,,  zugeordnet  wer- 
den. Vielmehr  tritt  hier  die  harmonische 
Beziehung  in  ihrer  grundlegenden  Bedeu- 
tung ein:  dieselbe  Aufeinanderfolge  harmoni- 
scher Zuordnungen  ,  welche  zii  A^  B^  C'j  das 
Element  D^  liefert,  muss  auch  zu  ^.3-^2 ^'2  ^^'^ 
Element  D.^  liefern. 

Erkl.  38.  Man  kann  die  Frage  aufwerfen, 
ob  es  denn  überhaupt  stets  möglich  ist ,  dass 
eine  solche  Aufeinanderfolge  harmonischer  Zu- 
ordnungen existiert,  durch  welche  ein  ganz  be- 
liebiges viertes  Element  D  aus  den  gegebenen 
drei  Elementen  ABC  hervorgeht.  Diese  Frage 
wird  durch  genaue  Untersuchungen  bejaht.  Denn 
aus  drei  gegebeneu  Elementen  kann  man  durch 
stets  abgeänderte  Zuordnung  der  Paare  unbe- 
grenzt viele  neue  Elemente  hinzugewinnen.  Tnd 


Antwort.  Man  erhält  aus  den  vor- 
liegenden Erörterungen  die  grundlegen- 
den Folgerungen  über  die  Art  und  Weise 
der  Festlegimg  einer  projektivischen  Ver- 
wandtschaft zweier  Grundgebilde. 

Satz  4.  Die  notwendige  und 
zugleich  hinreichende  Vor- 
aussetzung für  die  Festlegung 
der  projektivischen  Bezieh- 
ung zweier  Grundgebilde  ist  die 
willkürliche  Zuordnung  von 
drei  Elementen  des  einen  Ge- 
bildes zu  dreien  des  andern. 

Beweis. 

Notwendig  ist  diese  Voraussetzr 
ung,  d.  h.  weniger  als  drei  Elemente 
genügen  nicht  zur  Festlegung  einer  pro- 
jektivischen Verwandtschaft,  weil  zu  je 
zwei  gegebenen  Elementenpaaren  A^A^ 
und  B^B^  ein  beliebiges  drittes  C^C^ 
hinzugenommen  werden  konnte,  so  dass 
A^B^C^1\  A^B^C.^  wurde. 

Hinreichend  ist  die  Voraussetzung, 
d.  h.  mehr  als  drei  Elemente  dürfen 
nicht  willkürlich  geAvählt  werden,  weil 
zu  einem  bestimmten  vierten  Element 
des  ersten  Gebildes  auch  immer  ein  be- 
stimmtes viertes  des  zweiten  Gebildes 
zugehört.  Nimmt  man  nämlich  als  viertes 
Element  im  ersten  Gebilde  gerade  das 
vierte  harmonische  zu  den  drei  ersten, 
so  darf  das  zugeordnete  auch  im  zweiten 
Gebilde  durchaus  kein  anderes  sein,  als 
eben  wieder   das  vierte  harmonisclie  zu 
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wenn  umgekehrt  das  Element  D  nicht  zu 
erhalten  wäre,  so  könnten  auch  alle  die  un- 
begrenzt vielen  nicht  erhalten  werden,  welche 
dadurch  neu  gewonnen  werden,  dass  man  das 
Element  D  zu  je  zweien  der  ersten  hinzunimmt 
und  jeweils  die  vierten  harmonischen  konstruiert. 
Die  wirkliche  Auffindung  und  Beweisführung 
gehört  zu  den  sog.  Aufgaben  zweiten  Grades. 

Erkl.  39.  Auf  Grund  der  nebenstehenden 
Ausführungen  wird  bei  allen  Projektivitäts- 
beziehungen  die  Zuordnung  stets  bestimmt 
durch  drei  Elementenpaare,  d.  h.  durch  die  An- 
gabe je  dreier  Elemente  des  einen  und  des  an- 
dern Gebildes,  welche  einander  zugeordnet  sein 
sollen.  Man  wählt  also  ganz  beliebig  drei 
Punkte  Ä^B^C\  auf  einem  Träger  und  ordnet 
ihnen  zu  drei  ebenfalls  ganz  beliebig  ge- 
wählte Punkte  A.,B.,C^  auf  dem  zweiten  Träger, 
bezw.  drei  beliebige  Strahlen  eines  Büschels. 
Die  Grundlage  für  dieses  Verfahren  bildet  aber 
die  harmonische  Beziehung  unter  je  vier  Ele- 
menten; und  hierin  liegt  die  äusserst  wichtige 
Bedeutung  der  harmonischen  Beziehung  in  der 
rein  projektivischen  Geometrie:  Was  in  der 
messenden  Geometrie  oder  auch  in  der  me- 
trischen Behandln ngsweise  der  synthe- 
tischen Geometrie  durch  irgend  eine  Mass- 
grösse  bezw.  einen  Zahlenwert  geleistet 
werden  kann,  das  bedarf  in  der  rein  geome- 
trischen Auffassungsweise  einer  anderweiti- 
gen Festlegung  einer  engeren  Beziehung  unter 
den  Elementen  eines  Gebildes:  und  diese  Rolle 
fällt  hier  der  harmonischen  Zuordming  von  je 
vier  Elementen  zu. 

Erkl.  40.  Das  obige  Ergebnis  lässt  sich  auch  von  einer  ganz  andern  Seite  betrachten: 
Da  durch  Zuordnung  dreier  Paare  von  Elementen  zweier  projektivischen  Gebilde  eine 
bestimmte  Zuordnung  sämtlicher  Paare  von  Elementen  der  beiden  Gebilde  festgelegt 
wird,  so  können  zwei  auf  gleichem  Träger  liegende  projektivisch  verwandte  Gebilde  höchstens 
zwei  zugeordnete  Elementenpaare  gemeinsam  haben;  denn  lägen  drei  Elemente  des  einen  in 
den  drei  zugeordneten  Elementen  des  andern,  so  müssten  sämtliche  Elemente  des  einen  mit 
den  entsprechenden  Elementen  des  andern  identisch  liegen,  da  ja  jedes  vierte  harmonische  des 
einen  auch  mit  dem  vierten  harmonischen  des  andern  zusammenfallen  müsste.  Zwei  projek- 
tivische  Gebilde  mit  gemeinsamem  Träger  (Punktreihen  auf  derselben  Geraden,  Strahlenbüschel 
durch  denselben  Scheitel  u.  s.  w.)  können  also  gemeinsam  liegend  besitzen:  kein  Elementenpaar, 
oder  ein  Elementenpaar,  oder  zwei  Elementenpaare.  Wären  drei  Elementenpaare  gemeinsam, 
so  wären  beide  Gebilde  gar  nicht  mehr  verschieden,  sondern  durchweg  identisch  oder  kongruent. 


den  drei  ersten.  Ist  das  vierte  Element 
im  ersten  Gebilde  nicht  durch  einmalige, 
sondern  erst  durch  mehrmalige  Aufein- 
anderfolge harmonischer  Zuordnungen 
aus  den  drei  ersten  entstanden,  so  darf 
auch  das  vierte  Element  im  zweiten  Ge- 
bilde kein  anderes  sein,  als  dasjenige, 
welches  durch  die  genau  entsprechende 
Aufeinanderfolge  harmonischer  Zuord- 
nungen aus  den  dortigen  drei  ersten 
Elementen  herv»  -rgelit.  Stimmt  mit 
diesem  Element  das  etwa  willkürlich 
gewählte  vierte  Element  gerade  überein, 
so  war  es  eben  nicht  mehr  willkürlich, 
aber  aucli  nicht  nötig,  sondern  durch 
die  andern  schon  bestimmt;  stimmt  es 
nicht  überein,  so  wird  dadurch  unmög- 
lich gemacht,  eine  projektivische  Ver- 
wandtschaft unter  beiden  Grui)pen  von 
Elementen  herzustellen. 


2.  Ueber  die  Massbeziehungen  tiarmonisclier  Gebilde. 


Frage  13.  Wie  gelangt  man  in  der 
metrischen  Behandlimgsweise  der  syn- 
thetischen Geometrie  zum  Begriff  der 
li  a  r  m  0  n  i  s  c  h  e  n  G  e  b  i  1  d  e  ? 

Erkl.  41.  Unter  sechs  unabhängigen  Werten 
Hessen  sich  im  allgemeinen  fünfzehn  Einzel- 
gleichheiten ansetzen.  Infolge  der  nahen  Bezieh- 
ungen unter  den  sechs  Werten  des  Doppelver- 
hältnisses wird  aber  ihre  Vielseitigkeit  sehr 
beschränkt.     Man  kann  nämlich  gleich  setzen: 


Antwort.  In  der  metrischen  Be- 
handlungsweise  bildet  den  Ausgangs- 
punkt für  das  Auftreten  der  harmoni- 
schen Gebilde  die  Lehre  von  den 
D  o  p  p  e  1 V  e  r  h  ä  1 1  n  i  s  s  e  n.  Während 
nämlich  im  allgemeinen  Falle  das  Doppel- 
verhältnis unter  denselben  vier  beliebigen 
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1)  ;.  =  —  :  dann  wird  von  selbst 


1  -  A  = 


;. 


und 


1  —l 


/.  —  1 


Mau  findet  zur  Bestimmung  des  dazu  erforder- 
lichen Wertes  von  ).  jedesmal  die  Gleichung 
;.2  =  1 ,  also  die  zwei  Längen  P.  =:  1  oder 
;,  =r — 1.  Im  ersten  Falle  sind  die  sechs 
Werte : 


). 


). 


1  — ;.  ;.  —  1 ' 

also  1,  1,  0,  ex,  0,  00.    Im  zweiten  Falle  wird 


\—l 


also  sechs  Werte:    —  1,   —  1,  2,  — -,  2,  — . 
2)   P.  =  1  —  /. ;  dann  wird  von  selbst 


1 


1  — ;. 


und 


;. 


;. 


Man   erhält   für  den  Wert  von  ).  jedesmal   die 
Gleichung  2).  =  1,  also  die  sechs  Werte: 


X  =  -  =  l 


;., -  =  2 


und 
2.  - 


1,  -  1. 


=  -l=T^'«^^^'¥'''i' 


3)  }.= 


X 


dann  wird 


T=l-'- 


;.  —  1 


X  '    ;.  -  1 

folglich  entstehen  je  drei  gleiche  Werte: 
1 


;. 


=  — - —  und 


;. 


;.  —  1 


Die  Gleichung  für/,  wird  jedesmalA^  —  ;.-j-l  — 0, 
so  dass: 


also  erscheinen  die  sechs  Werte : 

1  +  i     1  qi  /     1  zp  /     1  -f  /     14-/     1 


;.     '  "     "■       1  — ;. 
Man  erhält  als  Gleichung  l  {).  —  2)  =  0,  folglich 


Elementeu  in  seclis  yerscliiedenen  Werten 
gebildet  werden  kann,  nämlicli  (s.  Ant- 
wort anf  Frage  35  n.  36  des  I.  Teils): 

'■'  r  ^-'•'  T^T-  -^'  T^TT' 
so  entsteht  offenbar  eine  ganz  besonders 
merkwürdige  Bezielnmg  unter  den  vier 
Elementen,  wemi  infolge  ihrer  gegen- 
seitigen Lage  von  diesen  sechs  Werten 
einige  ideutiscli  werden.  Dabei  stellt  sich 
als  einzig  wichtiger  von  realer  Bedeu- 
tung derjenige  Fall  heraus,  in  welchem 
A  =  —  1  ist.  Der  Vergleich  mit  den 
übrigen  Werten  lässt  dabei  gleichzeitig 
entstehen : 

1     ,     .      „      ;.  —  1 


1 


1  —  2  = 


1  — ;.       2       ;.  —  1 
Statt  der  im  allgemeinen  verschiedenen 
sechs  Werte  hat  man  also  nunmehr  nur 
nocli  die  drei  verschiedenen  Werte: 

Jede  Gruppe  von  vier  Elemen- 
ten, deren  Doiipelverhältnis  den 

Wert  —  1  (oder  bei  anderer  Zuordnuna- 
2  oder  ^\  hat,  nennt  man  vier  har- 
monische Elemente. 

Xun  bleibt  nach  den  Sätzen  9  in 
Antwort  auf  Frage  42  des  I.  Teils  schon 
das  Doppelverhältnis  von  vier  belie- 
bigen Elementen  bei  allen  Projektio- 
nen unverändert,  und  auch  die  Projek- 
tivität  zweier  Gebilde  ist  schon  festgelegt, 
wenn  sie  ein  gleiches  Doppelverhält- 
nis von  sonst  beliebigem  Wert  haben. 
Daher  folgt  für  die  liarmoni sehen  Ge- 
bilde, welche  ja  laut  Definition  stets 
das  gleiche  Doppelverhältnis  (nämlich 
—  1)  besitzen ,  in  der  metrischen  Be- 
liandluugsweise  ganz  von  vornherein  die 
Eichtigkeit  der  in  den  Antworten  auf 
Frage  1 0  und  1 1  geometriscli  erwiesenen 
Sätze:  dass  nändieh  einerseits  die  har- 
monische Beziehung  zwischen 
vier  Elementen  bei  allen  Pro- 
jektionen bestehen  bleibt,  und 
andererseits,  dass  eine  Gruppe  von 
vier  harmonisclien  Elementen  zu 
einer  beliebigen  andern  Gruppe 
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die  zwei  Lösungen  A  =  0  oder  A  =  2.    Im  ersten 
Fall  werden  die  sechs  Werte 


;. 


;.  —  1' 

i-A  -  1 


1  — ;. ' 

also  0,  OD,  1,  1,  oc.  0.  Im  zweiten  Falle  entsteht: 


von  vier  liarmoni sehen  Elemen- 
ten stets  projektivisch  verwandt 
ist,  —  beides  gültig  für  Punkte  oder 
Strahlen  untereinander  oder  in 
"\^'echselbeziehung. 


0  = 


;. 


;.  -  1 


;.  —  1 


also  2. 


-1,   -1. 


Erkl.  42.  Wie  die  vorige  Erkl.  41  zeigt,  entstehen  aus  sämtlichen  Fällen  der  Gleichsetzung 
unter  den  sechs  Werten  des  Üoppelverhältnisses  für  besonders  ausgezeichnete  Lagen  der  vier 
Elemente  nur  die  drei  verschiedenen  Gruppen,    deren   erste  je   zweimal   die  Werte 

1,  0,  Go,  deren  zweite  je  zweimal  die  Werte  — 1,  2,  — ,  und  deren  letzte  je  dreimal  die 
Werte  -j-{l-\-V  —  l)  und  —  (l  —  y  —  l)  aufweist.  Demnach  ist  also  der  erste  Fall  über- 
haupt kein  allgemeiner,  denn  auf  Grund  der  Antworten  auf  Frage  35  und  36  des  I.  Teils  er- 
kennt man,  dass  die  Werte  1,,0,  gd  für  das  Doppelverhältnis  immer  nur  dann  auftreten,  wenn 
eines  der  vier  Elemente  mit  einem  der  drei  andern  zusammenfällt.  Der  dritte  Fall  zeigt  nicht 
wie  die  andern  drei  doppeltgleiche,  sondern  zwei  dreifachgleiche  Werte,  und  zwar  die  beiden 
konjugiert  komplexen  Werte  der  dritten  Wurzel  aus  —  1.  Diese  Lagebeziehung  (man  nennt 
sie  die  „aequianbarmonische")  ist  daher  durch  reelle  Elemente  gar  nicht  herstellbar  und  besteht 
demnach  ohne  vorerst  erkennbare  geometrische  Bedeutung.  —  Es   bleibt  nach  allem  als  einzig 

ausgezeichneter  reeller  Fall  des  Doppelverhältnisses  der  zweite  übrig  mit  den  Werten  —  1,2,—, 
nämlich  der  Ausdruck  der  harmonischenBeziehuug. 

Erkl.  43.  Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  je  nach  der  Behandlungsweise  des  Stoffes 
gewisse  Ergebnisse  sich  leichter  auf  die  eine  oder  auf  die  andere  Art  ergeben.  So  sind  die 
am  Schlüsse  obiger  Antwort  gegebenen  Aussagen  entstanden  als  einfachste  Folgerung  früherer 
Sätze,  während  dieselben  Ergebnisse  in'  der  rein  geometrischen  Behandlungsweise  erst  umständ- 
licher Erörterungen  bedurften.  Dies  hängt  hier  zum  guten  Teil  damit  zusammen ,  dass  dem 
Doppelverhältnis  zwischen  vier  Elementen  eine  absolut  geometrische  Analogie  nicht  gegenüber- 
steht, dass  also  der  vierte  Abschnitt  des  I.  Teils  für  die  metrische  Behandlung  auf  Grund  des 
Doppelverhältuisses  schon  ein  gutes  Stück  Vorarbeit  lieferte,  die  für  die  geometrische  I'urch- 
führung  erst  mittels  der  harmonischen  Beziehung  im  ersten  Abschnitt  des  IL  Teils  geleistet 
werden  konnte. 


Frage  14.  Welches  ist  nach  dem 
vorigen  der  metrische  Charakter  von  vier 
harmonisclien  Elementen  ? 


Erkl.  44.  Statt  vom  Doppelverhältnis  aus- 
zugehen, könnte  man  die  metrische  Auffassung 
auch  aus  der  geometrischen  hervorgehen  lassen, 
und  zwar  auf  Grund  der  beiden  Eigenschaften, 
dass  zwei  Gruppen  harmonischer  Elemente  stets 
projektivisch  sind;  und  dass  sie  eine  harmoni- 
sche Gruppe  bleiben,  wenn  die  Elemente  eines 
der  Paare  vertauscht  werden.  Die  erste  dieser 
beiden  Eigenschaften  besagt  nach  Satz  9  des 
I.  Teils,  dass  das  Doppelverhältnis  beliebiger 
harmonischen  Gruppen,  wenn  nur  die  Elemente 
entsprechend  geordnet  werden,  dasselbe  sein 
muss,  also  einen  konstanten  Wert  besitzt;  die 
zweite  lässt  diesen  Wert  finden.    Sind  nämlich 


Antwort.  L  Damit  das  Doppelver- 
hältnis von  vier  Elementen  den  ^^'ert 
—  1  habe,  muss  das  Teilungsverhalt- 
nis,  nach  welchem  der  Zwischenraum 
(Strecke  bezw.  Winkel)  des  ersten  und 
zweiten  Elementes  durch  das  dritte 
geteilt  wird,  gleich  dem  negativen 
Wert  desjenigen  Teilungsverhältnisses 
sein,  nach  welchem  dieselben  beiden 
ersten  Elemente  durch  das  vierte  ge- 
trennt werden.  Zugleich  lässt  das  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  beider  Werte 
erkennen,  dass  von  den  beiden  Elementen 
des  zweiten  Paares  (also  den  Teil- 
punkten  bezw.  Teil  strahlen)  stets  das 
eine  innerhalb,  tlas  andere  ausser- 
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AB  CD  vier  harmonische  Elemente,  so  sind  es 
auch  BACD.  Schreibt  man  für  beide  Gruppen 
das  Doppelverhältnis  an  in  der  entsprechenden 
Anordnung  {A  Cß  D)  =  (B  CA  D),  so  erhält  man : 
AB      AD   _  BA^  .    BD 
'Wc   '   DC    ~~    AC  '    DC 
Durch  Kürzung  mit  den  gleichen  Stücken  DC 
—  DC  und  AB  =  —BA  entsteht: 
AC-BD    ___. 


also  wirklich: 


BC-AD 


AC 
CB 


AD 


oder : 


DB 
AC:CB  —  —AD-.DB. 


3Ian  erkennt  hieraus  ausserdem,  dass  die  Gleich- 
wertigkeit der  Elemente  eines  Paares  eine  ganz 
ausschliessliche  charakteristische  Eigenschaft  der 
harmonischen  Gebilde  ist,  und  dass  dieselbe  also 
bei  keinem  andern  Werte  des  Doppelverhält- 
nisses, als  eben  dem  der  harmonischen  Gebilde 
möglich  ist. 


Erkl.  45.  Die  Definition  einerseits  der 
harmonischen  Punkte  und  andererseits  der 
harmonischen  Strahlen  kommt  auf  Grund 
der  Doppelverhältnisse  ganz  gemeinsam  zu 
Stande;  in  der  geometrischen  Behandlung  konnte 
man  ebenfalls  die  harmonischen  Strahlen  er- 
halten durch  Aufstellung  der  dualistischen  Er- 
örterungen zu  jenen  über  harmonische  Punkte. 
Solche  Ausführlichkeit  konnte  aber  oben  ver- 
mieden werden  durch  Grundlegung  des  Satzes  3, 
wonach  harmonische  Strahlen  selbst  entstehen 
als  Projektionen  harmonischer  Punkte  und  bei 
jedem  Schnitt  wieder  harmonischen  Punkten 
Entstehung  geben.  Für  diese  wichtigste 
Eigenschaft  kann  man  auch  metrische  Beweise 
aufstellen:  der  einfachste  ist  aber  schon  vor- 
handen in  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse 
in  projektivischen  Strahlenbüscheln  und  Puukt- 
reiheu  (vergl.  auch  Antwort  auf  Frage  20). 


halb  der  beiden  ersten  liegen  niuss 
(vergl.  die  Antworten  auf  Frage  35,  3 
und  36,  3  des  I.  Teils).  Man  erhält  so- 
mit die  in  der  Planimetrie  übliche  Defi- 
nition von  vier  harmonischen  Punk- 
ten als  solchen,  von  denen  je  zwei 
den  Abstand  der  beiden  andern 
innen  und  aussen  im  gleichen  Ver- 
hältnis teilen:  Unter  Feststellung 
der  Trennung  je  zweier  Elemente 
durch  die  zwei  andern  kann  man  also  das 
Vorzeichen  —  als  selbstverständlich  — 
weglassen  und  erlangt  die  Proportionen: 

AC:  CB  — AD:  DB  nml  CA  :  AD  ~  CB:BD 

für  Punkte,  bezw.  für  Strahlen: 

sin  (a  c)  :  shi  (c  h)  =  sin  (a  d)  :  sin  [d  b) 
sin  (cö) :  sin  (ad)  =  sin  (cb)  :  sm  (hd). 

2.  Man  erhält  hiernach  auf  Grundlage 
der  metrischen  Begründung  des  Begriifes 
harmonischer  ^Elemente  als  Fimdamental- 
eigenschaften  ebenso  wie  bei  der  rein 
geometrischen:  Eindeutige  Bestim- 
mung des  vierten  Elementes  durch  die 
drei  ersten  (s.  Antwort  auf  Frage  5,  4); 
Zusammenstellung  der  \ier  Elemente  zu 
zwei  zusammengehörigen  Paaren, 
so  dass  jedes  Paar  Elemente  durch  das 
andere  Paar  Elemente  getrennt  ist; 
sowie  eindeutige  Feststellung  dieser  Zu- 
ordnung durch  Wahl  eines  der  Paare 
(s.  die  Antworten  auf  Frage  5  und  8); 
verschiedene  Lagen  des  vierten  Elemen- 
tes je  nach  Lage  des  veränderlichen 
dritten,  wenn  die  beiden  Elemente  des 
ersten  Paares  festliegen  (siehe  die  Ant- 
worten auf  Frage  7,  sowie  35,  36  des 
L  Teils);  insbesondere  auch  Zusammen- 
fallen dreier  Elemente,  wenn  irgend 
zwei  zusammenrücken  (s.  Antwort  auf 
Frage  7).  Aus  Satz  6  des  I.  Teils  folgt 
ferner  wegen  der  Gleicliheit  von 

dass  die  Elemente  je  eines  Paares  so- 
wohl miteinander  als  auch  mit  dem  an- 
dei-n  Elemeutenpaare  gleichwertig  sind 
(s.  Antwort  auf  Frage  5  und  6),  denn 
das  Duppelverhältnis  /  =  —  1  bleibt 
bestehen  bei  einmaliger  Vertauschung 
zweier  zugeordneten  Elemente,  sowie 
bei  gleichzeitiger  Vertauschung  zweier 
Elementenpaare. 
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Vollständiges  Viereck. 

4  Ecken:  A,  B,  C,  D. 

6  Seiten:  a,  h,  c,  d,  e.  f. 

3  Nebenecken:  E,  F,  G. 
3  Verbindungsgeraden  dieser  Neben- 
ecken: g,  m,  n. 
X —  6  Schnittpunkte  der  Seiten  mit  letz- 
teren: H,  J,  K,  L,  M,  N  (zu  je  3 
auf  einer  von  4  Geraden  HJM. 
HLN,  IKN.  KLM). 


^ 


Vollständiges  Vierseit. 
4  Seiten:  «,  fc,  c,  d. 
6  Ecken:  A,  B,  C,  D,  E,  F. 
3  Nebenseiten:  e,  f,  y. 

3  Schnittpunkte   dieser  Nebenseiten : 

(?,  3/,  A\ 
6  Verbindungsgeradeu  der  Ecken  mit 

letzteren:   ä,  /,  A-,  /,  w,  n  (zu  je  3 

durch  einen  von  4  Punkten  liim, 

hl»,   ikn,  klm). 


Frage  15.  Wie  gelangt  man  aus  der  metrischen  Definition  von  liarmonischen 
Punkten  oder  Strahlen  zu  den  harmonischen  Eigenschaften  des  Vierecks  und 
Vierseits  ? 

Antwort.  Die  metrische  Definition  gewährt  folgende  dualistische  Durch- 
führung für  die  harmonischeu  Eigenschaften  des  vollständigen  Vierecks  und 
Vierseits. 


1.  Durch  die  Xebenecke  E  des  voll- 
ständigen Vierecks  AB  CD  (s.  Figur  12) 
gehen  die  drei  Strahlen  h,  d,  g  (zwei 
Seiten  und  eine  Verbindungsgerade  zweier 
Nebenecken)  und  schneiden  die  Seiten  e 
und  f  in  den  drei  Punkten  CAM  bezw. 
BDN.  Würde  man  also  zu  den  drei 
Strahlen  hdg  den  vierten  harmonischen 
zu  y  zugeordneten  Strahl  aufsuchen,  so 
müsste  dessen  Schnittpunkt  sowohl  auf 
e  als  auch  auf  f  den  vierten  harmoni- 
schen Punkt  zu  C,  A  und  M  bezw.  zu 
-B,  D  und  N  ergeben. 

2.  Durch  die  Nebenecke  F  gehen 
ebenso  drei  Strahlen  cag  und  schneiden 
dieselben  Seiten  e  und  f  in  den- 
selben drei  Punkten  C.43/bezw.  BDN. 
Würde  man  also  zu  den  drei  Strahlen 


1.  Auf  der  Nebenseite  f  des  vollstän- 
digen Vierseits  ah  cd  (s.  Figur  13)  liegen 
die  drei  Punkte  BDG  (zwei  Ecken  und 
ein  Schnittpunkt  zweier  Nebenseiten) 
und  werden  projiziert  aus  den  Ecken 
F  und  E  durch  die  drei  Geraden  can 
bezw.  hdm.  Würde  man  also  zu  den 
drei  Punkten  BDG  den  vierten  harmo- 
nischen zu  G  zugeordneten  Punkt  auf- 
suchen, so  müsste  dessen  Verbindungs- 
gerade sowohl  mit  -F  als  auch  mit  E  den 
vierten  harmonischen  Strahl  zu  c,  d  und 
n  bezw.  zu  c,  b  und  m  ergeben. 

2.  Auf  der  Nebenseite  e  liegen  ebenso 
drei  Punkte  CAG  und  werden  aus  den- 
selben Eckpunkten  F  und  E  durch 
dieselben  drei  Strahlen  can  bezw. 
bdm  projiziert.   Würde  man  also  zu  den 
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cag  den  vierten  harmonischen  zu  g  zu-  drei  Punkten  CAG  den  vierten  harnio- 

geordneten  Strahl  aufsuchen,  so  würde  nischen  zn  G  zugeordneten  Punkt  auf- 

auch  dieser  sowohl  auf  e  als  auch  auf  suchen,   so  würde  auch  dieser  sowohl 

/  wieder  den  vierten  harmonischen  Punkt  aus  F  als  auch  aus  E  wieder  durch  den 

zu  C,  A  und  M  bezw.  B,  D  und  N  aus-  vierten  harmonischen  Strahl  zu  c.  a  und  7i 

schneiden  müssen.  bezw.  h.  d  und  m  projiziert  werden  müssen. 

3.  Die  beiden  vierten  harmonischen  3.  Die  beiden  vierten  harmonischen 
Strahlen  zu  h,  d,  g  aus  E  bezw.  zu  c,  a,  g  Punkte  ziiBDG  auf  f  bezw.  zu  CAG  auf 
aus  E  liefern  also  einerseits  als  Schnitt-  e  liefern  also  einerseits  als  Verbindungs- 
punkt auf  e  denselben  vierten  harmo-  gerade  mit  F  denselben  vierten  har- 
nischen  Punkt  zu  CAM,  d.  h.  ihr  Schnitt-  monischen  Strahl  zu  can,  d.  h.  ihre  Ver- 
punkt  liegt  selbst  auf  e;  andererseits  als  bindungsgerade  geht  selbst  durch  E, 
Schnittpunkt  auf  f  denselben  vierten  andererseits  als  Yerbindungsgerade  mit 
harmonischen  Punkt  zu  BDX,  d.h.  ihr  E  denselben  vierten  harmonischen 
Schnittpunkt  liegt  selbst  auf  f.  Dem-  Strahl  zu  hdm,  d.h.  ihre  Verbindungs- 
nach  muss  der  Schnittpunkt  G  der  Ge-  gerade  geht  selbst  durch  E.  Demnach 
raden  e  und  /'  auch  der  Schnittpunkt  muss  die  Verbindungsgerade  g  der 
der  beiden  "sierten  harmonischen  Strahlen  Punkte  E  und  E  auch  Verbinduugs- 
sein;  und  demnach  ist  EG(ni)  der  vierte  gerade  der  beiden  vierten  harmonischen 
harmonische  Strahl  zu  bdg,  EG()i)  der  Punkte  sein;  und  demnach  ist  fg(N) 
vierte  harmonische  Strahl  zu  cag\  G  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  BDG, 
der  vierte  harmonische  Punkt  sowohl  eg(M)  der  vierte  harmonische  Punkt  zu 
auf  e  zu  ACM,  als  auch  auf  f  zu.  B D N.  CAG;  g  der  vierte  harmonische  Strahl 
Folglich  sind  auch  vier  harmonische  sowohl  aus  E  zu  acn,  als  auch  aus  E  zu 
Strahlen  z.  B.  die  Verbindungsgeraden  bdm.  Folglich  sind  auch  vier  harmo- 
mit  IJ,  nämlich  DC,  DA,  DG,  DM,  nische  Punkte  z.  B.  die  Schnittpunkte 
und  vier  harmonische  Punkte  ihre  mit  d,  nämlich  de,  da,  dg,  dn,  und  vier 
Schnittpunkte  mit  EE{g),  nämlich  harmonische  Strahlen  ihre  Verbindungs- 
EEMX,  und  wieder  deren  Projektions-  geraden  mit  G,  nämlich  efmti,  und  wie- 
strahlen aus  G-.efmn.  der  deren  Schnittpunkte  a.\if  g:EEMK 

4.  Man  erhält  also  auch  auf  Grund  der  metrischen  Definition  der  harmoni- 
schen Gebilde  die  harmonischen  Eigenschaften  des  vollständigen  Vierecks  bezw. 
Vierseits : 


Satz  5.  Die  Seiten  des  voll- 
ständigen Vierecks  mit  den 
V  e  r  b  i  n  d  u  n  g  s  g  e  r  a  d  e  n  seiner 
Nebenecken  bilden  in  jeder 
Nebenecke  je  vier  harmonische 
Strahlen  und  erzeugen  daher  vier 
harmonische  Punkte  auf  jeder  Seite 
des  Dreiecks  der  Nebenecken  (sowie 
auch  des  vollständigen  Vierecks  selbst). 


Satz  5a.  Die  Ecken  des  voll- 
ständigen Vierseits  mit  den 
Schnittpunkten  seiner  Neben- 
seiten bilden  au f  j  e  d  e  r  Neben- 
Seite  je  vier  harmonische 
Punkte  und  erzeugen  daher  vier 
harmonische  Strahlen  in  jeder  Ecke 
des  Dreiseits  der  Nebenseiten  (sowie 
auch  des  vollständigen  Vierseits  selbst). 


Erkl.  46.  Man  beachte  wohl,  dass  in  obenstehender  Durehfühniug  gar  keine  andern  Tor- 
aussetzungen über  die  harmonischen  Gebilde  gemacht  sind,  als  dass  zu  drei  Elementen  das 
vierte  Element  eindeutig  zugeordnet  sei  mit  Festhaltung  der  Paarung,  und  dass  harmo- 
nische Punkte  bezw.  Strahlen  bei  jeder  Projektion  nur  wieder  harmonische  Strahlen  bezw. 
Punkte  erzeugen.  Im  übrigen  ist  der  ganze  Beweisgang  vollständig  geometrisch  gehalten  (vergl. 
Antwort  auf  Frage  60  und  61  im  VI.  Teil  in  Kleyer-Sachs,  Ebene  Elementar-Geometrie).  Aber 
eben  jene  Voraussetzungen  sind  es,   welche  aus  der  metrischen  Definition  entnommen  werden 
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mussten.  Denn  gerade  ihre  Begründung  war  es,  welche  bei  der  rein  geometrischen  Definition 
der  harmonischen  Gebilde  durch  die  Zuhilfenahme  räumlicher  Beweismittel  bewerkstelligt  werden 
musste. 

Erkl.  47.  Umgekehrt  könnte  man  aber  etwa,  die  Möglichkeit  solcher  Gruppierung 
voraussetzend  (dass  zu  beliebigen  drei  Elementen  ein  viertes  eindeutig  zugeordnet  sei, 
und  dass  diese  Art  der  Zuordnung  bei  jeder  Projektion  erhalten  bliebe),  durch  obenstehende 
Betrachtungsweise  den  Nachweis  führen,  dass  im  Viereck  diese  Eigenschaften  erfüllt  sind.  Die 
Beweisführung  an  der  Figur  5  (siehe  Seite  5)  würde  dann  etwa  folgende  Gestalt  annehmen: 

Der  unbekannte  vierte  Punkt  (K)  zu  EFH  erzeugt  aus  B  zu  den  drei  Strahlen  B  E,  BF. 
BH  einen  unbekannten  BK,  aus  D  zu  den  drei  Strahlen  DE,  DF.  DH  einen  unbekannten 
DK.  Wegen  der  Eindeutigkeit  erzeugen  aber  BE.  BF,  BE,  BK  auf  AC  denselben  vierten 
Punkt  zu  ACH,  wie  auch  DE.  DF,  DH,  DK.  Folglich  müssen  BK  und  DK  durch  den- 
selben Punkt  G  auf  AC  gehen,  d.  h.  K  und  G  sind  die  Schnittpunkte  von  BD  mit  EF 
und  AC. 


Frage  16.  Wie  gelangt  man  um- 
gekehrt von  der  rein  geometrischen 
Definition  der  harmonischen  Gebilde  mit- 
tels des  Vierecks  zu  den  metrischen 
Eigenschaften  der  harmonischen 
Gebilde? 


Figur  14. 
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>ooK 


ooK 


—>oüK 


Erkl.  48.  Im  Deltoid  (siehe  Figur  14)  ist 
AB  —  AD  tmd  CB  —  CD:  folglich  AC  zu- 
gleich Mittelsenkrechte  von  BD  und  von  EF, 
"Winkelhalbierende  von  DCB  und  DAB  bezw. 
EAF.  Die  Parallelen  AK  \\  EF  \\  CK  \\  DB 
gehen  alle  nach  dem  unendlich  fernen  Punkte 
der  Geraden  EF;  AK  und  CK  halbieren  die 
Nebenwinkel  von  EAF  bezw.  ECF.  Vier  har- 
monische Punkte  sind  £FÄ^,  Z»(?£^,  CG  ^if; 
vier  harmonische  Strahlen  AE,  AH,  AF,  AK 
und  CE,  CH,  CF,  CK. 

Erkl.  49.  Man  erhält  an  dieser  Stelle  die 
äusserst  wichtige  Beziehung  zwischen  Mittel- 
punkt und  unendlich  fernem  Punkte 
der  Geraden  E F,  durch  welche  der  Mittelpunkt 
einer  Strecke  dertniert  wird  ganz  ohne  Ilück- 
sicht  des  gleichen  Abstandes  von  den  End- 
punkten der  Strecke.  Somit  wird  der  Mittel- 
punkt gewissermassen  von  seiner  metrischen 
Eigenschaft  (zwei  gleichlauge  Strecken  zu  bil- 
den) unabhängig  gemacht  und  in  gleiche  Linie 


Antwort.  Um  aus  der  Vierecks- 
definition der  harmonischen  Gebilde  die 
metrischen  Eigenschaften  derselben  ab- 
zuleiten, macht  man  zunächst  die  An- 
wendung der  allgemeinen  Figur  auf  die 
besonderen  Vierecke.  Von  diesen 
liefert  insbesondere  das  Deltoid  wich- 
tige Ergebnisse.  Bilden  nämlich  die  ^•ier 
Eckpunkte  des  Vierecks  der  ursprüng- 
lichen Figur  5  das  Deltoid  AßCD  in 
Figur  14,  so  ergibt  die  Symmetrie  der 
Figur  gegen  AC  als  Achse,  dass  H 
Mittelpunkt  von  EF,  K  der  unendlich 
ferne  Punkt  auf  EF.  Und  von  den  vier 
harmonischen  Strahlen  nach  EFHK  von 
A  und  C  aus  stehen  zwei  zugeordnete 
aufeinander  senkrecht  und  halbieren 
Winkel  und  Nebenwinkel  der  beiden 
andern.  Beide  Ergebnisse  sind  auch 
anwendbar  zur  Konstruktion  har- 
monischer Punkte  und  Strahlen. 
Man  erhält  demnach  die  Sätze: 

Satz  6.  Mittelpunkt  und  un- 
endlich ferner  Punkt  einer 
Strecke  bilden  zugeordnete 
harmonische  Punkte  mit  den 
Endpunkten  der  Strecke. 
Und  die  Anwendungen  dieses  Satzes 
für  Konstruktionen: 

Satz  6  a.  Werden  vier  harmonische 
Strahlen  geschnitten  durch  eine  Par- 
allele zu  einem  der  Strahlen,  so 
halbiert  dessen  zugeordneter  Strahl 
den  Abstand  der  Schnittpunkte 
des  andern  Strahlenpaares. 
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gestellt  mit  dem  unendlich  fernen  Punkt  einer 
Strecke.  Wie  dieser  als  ,,uneigentliclier  Punkt" 
der  Strecke  angesehen  werden  mag,  ebenso  der 
Mittelpunkt;  aber  auf  Grund  der  metrischen 
Beziehimg  sind  beide  ohne  Masseigen- 
schaften durch  rein  geometrische  Be- 
trachtungsweise verknüpft. 

Erkl.  50.  Verbindet  man  einen  ganz  be- 
liebigen Punkt  der  Zeichnungsebene  (s.  Fig.  14) 
mit  den  Punkten  EFHK,  so  müssen  nach  Defi- 
nition in  Antwort  auf  Frage  8  vier  harmonische 
Strahlen  entstehen.  Die  entstehende  Figur  kann 
angesehen  werden  als  ein  Dreieck  mit  Grund- 
seite EF,  von  dessen  Spitze  ausser  den  Seiten 
die  Schwerlinie  und  die  Parallele  zur  Grund- 
seite ausgehen  (s.  Satz  6  b).  —  Werden  umge- 
kehrt vier  harmonische  Strahlen  durch  eine 
Parallele  zu  einem  davon  geschnitten,  so  müssen 
nach  Satz  2  vier  harmonische  Punkte  entstehen. 
Wegen  der  Parallelität  liegt  aber  einer  dieser 
vier  Punkte  im  Unendlichen,  folglich  muss  dessen 
zugeordneter  der  Mittelpunkt  der  Strecke 
der  beiden  andern  sein  (siehe  Satz  6  a).  —  Und 
dieser  letztere  Umstand  liefert  wieder  den  Be- 
•weis  zum  Satz  7  a.  Denn  schneidet  man  jene 
vier  Strahlen  durch  eine  Senkrechte  zu  einem 
der  zugeordneten  Normalstrahlen,  so  wird  der 
andere  im  Unendlichen  geschnitten;  daher  ist 
der  Schnittpunkt  mit  dem  ersten  Normalstrahl 
Mittelpunkt  der  Grundseite  eines  Dreiecks:  und 
dessen  Mittelsenkrechte  geht  durch  die  Spitze 
und  halbiert  auch  den  Winkel  daselbst. 


Satz  6b.  Man  erhält  vier  har- 
monische Strahlen,  wenn  man 
einen  beliebigen  Punkt  verbindet  mit 
den  Endpunkten  einer  Strecke, 
ihrem  Mittelpunkt  und  ihrem  un- 
endlich fernen  Punkt. 

Satz  7.  Die  Halbierungsge- 
raden des  Winkels  und  Neben- 
winkels zweier  Geraden  bil- 
den zugeordnete  harmonische 
Strahlen  mit  den  \Yinkelschenkeln. 
Oder  mit  andern  Worten  bez\v.  um- 
gekehrt (vergl.  Erkl.  49): 

Satz  7  a.  Wenn  von  vier  harmo- 
nischen Strahlen  zwei  zugeordnete 
aufeinander  senkrecht  stehen, 
so  halbieren  sie  Winkel  und 
Nebenwinkel  der  andern  bei- 
den Strahlen. 

Satz  7b.  Man  erhält  vier  har- 
monische Punkte  durch  den  Schnitt 
jeder  Geraden  mit  zwei  beliebigen 
Strahlen  und  den  Halbierungs- 
geraden ihres  Winkels  und 
Nebenwinkels. 


Erkl.  51.  Die  Sätze  6  und  7  bezw.  6  a  und 
7  b  zeigen  nur  noch  teilweise  Erinnerungen  der 
Dualität:  denn  im  Strahlenbüschel  besteht  kein 
Element  von  so  absonderlichen  Massverhält- 
nissen wie  der  unendlich  ferne  Punkt  in  der 
Puuktreihe.  Lässt  man  aber  Mittelpunkt  einer 
Strecke  und  Halbierungsgerade  eines  Winkels 
einander  entsprechen,  so  treten  unendlich  ferner 
Punkt  und  senkrecht  zugeordneter  Strahl  eben- 
falls als  entsprechend  gegenüberstehende  Ele- 
mente auf.  Umgekehrt  erscheint  aber  auch  wieder 
in  der  Punktreihe  kein  Element  von  so  auf- 
fallenden Masseigenschaften  wie  im  Strahlen- 
büschel der  rechte  Winkel.  Daher  kann  bei  der 
Atifstellung  von  M  asseigenschaf  t  en  die 
Dualität  manchmal  ganz  verschwinden,  manch- 
mal (wie  oben)  nur  andeutungsweise  auftreten, 
und  nur  in  seltenen  Fällen  ganz  deutlich  zur 
Durchführung  gelangen. 

Erkl.  52.  Das  Deltoid  ist  keineswegs  das 
einzige  der  besonderen  Vierecke,  welches  obige 
Masseigenschaften  liefert,  bloss  treten  sie  dort 
am  einfachsten  zu  Tage.  Beim  Trapez  (siehe 
Figur  15)  rückt  der  Punkt  E  selbst  ins  Un- 
endliche, und  so  wird  F  der  Mittelpunkt  von 
If  und  K.  (Nach  planimetrischer  Beweisführung 
verhalten  sich 

HF:AB  =  FC:BC  =  FD  :  AD  —  FK:  AB, 
also    HF  =  FK).    Vier   harmonische   Punkte 


Figur  15. 


a>I]  F 


Figur  16. 


aoff 
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sind  auch  hier  H AG  C  und  DGBK.  Wird  das 
Trapez  ziim  AutiparaUelogramm,  so 
■weisen  die  Strahlen  aus  F  oder  G  die  im  Satz  7 
genannte  Eigenschaft  auf.  —  Beim  Paral- 
lelogramm (s.  Figur  16)  fällt  die  Gerade 
EFHK  selbst  ins  Unendliche,  so  dass  EFHK 
zu  vier  harmonischen  Punkten  auf  der  unend- 
lich fernen  Geraden  werden;  die  harmonischen 
Punkte  CGAHMnd  DGBK  liefern  wieder  den 
Satz  6.  Wird  das  Parallelogramm  zum  Rhom- 
bus bezw.  Rechteck,  so  zeigen  die  vier 
harmonischen  Strahlen  in  den  Ecken  bezw,  jene 
im  Punkte  G  die  Eigenschaft  des  Satzes  7. 


Frage  17.  AYie  erhält  man  aus  den 
Aw.igen  Ueberleg-ungen  die  Proportion 
für  die  harmonische  Teilung  unter 
vier  beliebigen  Punkten? 

Figur  17. 


^L' 


£rkl.  53.  Statt  der  Parallelen  zm  AE  durch 
F  kann  man  auch  benützen  die  Parallele  zu 
AH  durch  K,  zu  AF  durch  E  oder  zu  AK 
durch  H.  Jedesmal  erlangt  mau  dieselben  Pro- 
portionen, welche  besagen,  dass  Strecke  EF 
innen  durch  R  und  aussen  durch  K  im  gleichen 
Verhältnis  geteilt  ist,  und  ebenso  Strecke  HK 
innen  durch  F  und  aussen  durch  E  im  gleichen 
Verhältnis;  dabei  ist  letzteres  Teilungsverhältnis 
freilich  von  dem  vorigen  verschieden. 

Erkl.  54.  Um  zwischen  den  Teilungsverhält- 
uissen,  nach  denen  die  Strecken  EF  bezw.  RK 
einander  teilen,  einen  Zusammenhang  herzu- 
stellen, lässt  man  am  besten  jede  der  Strecken 
am  äussersten  Punkte  der  Zeichnung  anfangen: 
dann  fällt  jedesmal  der  äussere  Teilpunkt  jen- 
seits des  zweiten  Streckenpunktes ,  der 
innere  Teilpunkt  näher  dem  zweiten  als  dem 
ersten  Streckeupunkte.  und  das  Teilungsver- 
hältnis selbst  wird  (ohne  Rücksicht  auf  Vor- 
zeichen) jedesmal  grösser  als  die  Einheit. 
Bezeichnet  man  demnach  mit  x  das  Teilungs- 
verhältnis von  EF  durch  H  und  K,  mit  y  das 
Teilungsverhältnis  von  KR  durch  F  und  E, 
so  wird : 


Antwort.  Sind  EFHK  in  Figur  17 
vier  beliebige  harmonische  Punkte,  er- 
zeugt durch  das  Viereck  ^1^  CD,  so  sind 
ÄE,  AF,  AH,  AK  vier  harmonische 
Strahlen.  Legt  man  nun  durch 
einen  der  vier  harmonischen 
Punkte  EFHK  eine  Parallele  zu 
dem  Strahle  von  A  nach  dem  zu- 
geordneten Punkte  (in  Figur  1 7 
durch  F  Parallele  zu  AE).  so  wird 
diese  Parallele  von  den  \ier  Strahlen 
aus  A  geschnitten  in  vier  harmo- 
■  nischen  Punkten,  wovon  wegen  der 
Parallelität  einer  (L)  unendlich  fern 
liegt;  folglich  ist  der  Schnittpunkt 
des  zugeordneten  Strahles  AF, 
nämlich  F  selbst  der  Mittelpunkt  von 
MN,  oder  FM  =  FX.  Nun  entstehen 
wegen  der  Parallelität  ähnliche  Drei- 
ecke, nämlich: 

EARtss  FMR  und    EAK^  FNK, 

folglich : 

EH  :  FR  —  EA  :  FM 

und 

EK :  FK  =  EA  :  FN. 

Wegen  FM  =  FX  sind  aber  die 
rechten  Seiten  gleich,  folglich  auch  die 
linken,  und  man  hat: 

ER:FR=  EK-.FK, 

oder  auch: 

RE:EK=  HF:FK. 

Satz  8.  Von  vier  harmonischen 
Punkten  teilen  je  zwei  zuge- 
ordnete die  Strecke  der  beiden 
andern  innen  und  aussen  im 
gleichen  Verhältnis. 


ER 


KF 

'fr 


KE 
ER' 
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Erweitert   man    etwa   den   ersten  Ausdruck 
für  y  mit  E K.  so  wird: 

_  KF      EK  __   1  EK 

^  ~   EK  '   FR  ~  X   '   FR 

_  2^  KF^FR-^RE 

'"  X 


-K 


KF 


FR 
FR 


FR 


FR 


RE\ 

fr) 


1 


=  -(y  +  l+a;). 


Hieraus  kommt : 

X  ij  =:  y -\- l -\- X, 

also  nebeneinander: 

1,      x!/  —  x  =  !j-\-l, 

-1  y+l 


xy  —  y  =  X 


y  — 


Erkl.  55.  Die  folgende  Figur  18  bietet  Ge- 
legenheit, einige  Bestätigungen  dieser  Formeln 
zu  bilden:  In  der  ersten  bezw.  fünften  Zeile 
ist  zu  setzen: 
a?  =  2  : 1  --=  6  :  3  bezw.  =  4  :  2  =  12  :  6  =  2. 
also:  2-1-1 


x—\  y  —  1 

Somit  geht  je  das  eine  Teilungsverb ältnis 
symmetrisch  aus  dem  andern  hervor:  und  die 
gleiche  Grösse  beider  Teilungsverhältnisse 
kann  nur  eintreten  für  den  Wert: 

a;==y=  ■V/2'  +  l, 
d.  h.    für    die    symmetrische    Anordnung    der 
Strecken : 

ER  =  FK  —  2AU-RF. 


y  = 


=  3. 


2  —  1 

und  in  der  That  zeigt  die  Figur: 
3/  =  8  : 1  z=  6  :  2    bezw.    =  6  :  2  =  12 :  4  =  3. 
Setzt  man  umgekehrt  //  =  3,  so  folgt  wieder: 


3  +  1 


9 


3  —  1 
Ebenso  liefert  etwa  die  letzte  Zeile: 


also; 


y 


5:3 


20  :  12  = 


3' 


1 


T  =  4' 


nämlich : 

y  =--  12  :  3  =  20  :  5 ; 
und  rückwärts : 

-   ^  +  1    _   5 

^  -  "i^n:  -  3"- 


Frage  18.  Weshalb  heisst  die  Tei- 
lung die  harmonische? 

Erkl.  56.  Harmonisches  Mittel  zweier 
Grössen  ist  diejenige  Grösse,  deren  reciproker 
"Wert  das  arithmetische  Mittel  der  Eeciproken 
jener  zwei  Grössen  ist.  —  Harmonische 
Reihe  ist  eine  Reihe  von  Grössen,  deren 
Reciproke  eine  arithmetische  Reihe  bilden,  wo- 
bei also  jedes  Glied  harmonisches  Mittel  des 
vorhergehenden  und  folgenden  ist.  —  Stetige 
harmonische  Proportion  heisst  die  Gleich- 
setzung der  beiden  Differenzen  zwischen  dem 
Reciproken  des  Mittels  und  den  Reciproken  der 
beiden  gegebenen  Grössen.  So  ist  8  das  har- 
monische Mittel  von  6  und  12,  weil 


8  2  Vö         12/ ' 


und   dies    lässt    sich    schreiben   in   Gestalt   der 
harmonischen  Proportion : 

1111 


6 


12 


Antwort.  Die  Teilung  einer  Strecke 
im  gleichen  Verhältnis  innen  und  aussen 
heisst  die  harmonische,  weil  die  ge- 
teilte Strecke  zum  harmonischen 
Mittel  wird  zwischen  den  Abständen 
vom  Anfangspunkt  der  Strecke  nach  je 
einem  Teilpuukt,  oder  was  dasselbe  ist. 
weil  die  drei  vom  Anfangspunkt  der 
Strecke  ausgehenden  Abstände  eine 
stetige  harmonische  Proportion 
oder  eine  harmonische  Reihe  bilden. 

Zum  Beweise  drückt  man  in  der  Pro- 
portion für  die  harmonische  Teilung  alle 
Strecken  durch  die  Abstände  vom  An- 
fangspunkt aus. 

ER         EK 

gibt  dann: 


RF 


KF 


ER 


EK 


Sind  die  gegebeneu  Grössen  o  und  h,  so  ist 
für  das  harmonische  Mittel  m : 


oder 


also; 


---('-  +  -'1 


EF—ER         EK—EF 

Hieraus  folgt: 
ER-EK—ER-EF  =  EF-EK—ER-EK. 
2  ER-  EK  —  EF(ER  -}-  EK), 
2EREK 


2-a-h 


also: 

EF  = 
oder:  ER-\-EK 


wie  nebenstehend  für  EF  mit  ER  und  EK. 


EF         2  V  ^'-ff        -gAV 
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Der  Name  harmonisches  Mittel 

rührt  von  den  alten  Pythagoreern  her  und 

Erkl.57.  luFiguris  ist  sechsmal  dieselbe  Steht  im  Zusammenhang  damit,  dass  zu 

Strecke  harmonisch  geteilt,  und  zwar  nach  den   Tönen   zweier  Saiten  von  beliebig 

den  Verhältnissen:  gegebener  Länge  diejenige  dritte  Saite 

2:1,  3:2,  4:3,  allg.  n  :  {n  -  1);  den  am  besten  klingenden  Mittelton  gibt, 

3 : 1,  4  :  2,  5  :  3,  allg.  n  :  («  —  2).  dgreu  Länge  das  harmonische  Mittel  der 

Es  gibt  im  ganzen   nur   14  unabhängige  Längen   der   beiden    andern   Saiten   ist 

harmonische  leilungsverhältnisse,  in  denen  vier    /',i.,k;,;     „n^    ^i,.^;    QoUri.^     .^„o     r,i^i,.Kr^ 

ganze    Zahlen    unter    100    auftreten,    nämlich    ^^'^^     .         ^^^? ■  ?^^^?"     '^"'^     gleichem 

(vergl.    Kleyer- Sachs,    Lehrbuch    der    Ebenen    Stott  Und  von  gleicher  Spannung  VOrauS- 

Elemeutar-Geometrie,  VI.  Teil,  Aufgabe  145):    gesetzt). 

1:2=    3:6     i  4  :  5  =  36  :  45 


2  :  3  =  10  :  15  |  5  :  6  =  55  :  66 

3  :  4  =  21  :  28   j  5  :  7  =  30  :  42 
3  :  5  r=  12  :  20      6  :  7  =  78  :  91 


6:14=15:  35      14  :  22  =  63  :  99 
7:9     =  56  :  72  I   15  :  40  =  33  :  88. 

10  :  18  =  35  :  63  i 

12  :  21  =  44  :  77 


Mau  bestätigt  in  Figur  18  in  der  ersten 
Zeile  mit  den  Abständen  2,  3,  6  (von  links; 
bezw.  3,  4,  6  (von  rechts),  dass : 


bezw.: 
4  = 


2.2-6  .1  1  /l     ,     1\ 

4  2  \^3     '     6y 


2-3-6 
3  +  6 


Figur  18. 


-^ > 1 — K  Z:^-6:a 


J  S-fZZO 


Erkl.  58.     Bezeichnet  l  die  Länge,  n  die  Schwingungszahl  einer  Saite,  so  ist  nach 
akustischer  Theorie:  ■,        r— 

wo  p  die  Spannung  der  Saite  (in  Dynen),  ^  die  Masse  eines  Saitenstücks  von  1cm  Länge 
(in  Grammen)  bedeutet.  Da  nun  zu  zwei  Tönen  mit  Schwingungszahlen  «,  und  «._,  der  best- 
klingende   Zwischenton    derjenige    ist,    dessen   S  ch  winguugszahl    das    arithmetische 

Mittel  -^  («1 -f  "..)  ist,  so  muss  nach  obiger  Formel  zu  den  Tönen  zweier  Saiten  mit  Längen 

?!  und  /.,,  aber  mit  gleichen  Werten  p  und  ^u,  diejenige  Saite  den  bestklingenden  Zwischenton 
liefern,   deren   reciproke   Länge   das   arithmetische  Mittel   aus  den   reciproken  Längen 

—  und  —  ist,    d.h.    deren    Länge    das    harmonische    Mittel   aus   den  beiden   Längen 

l,  und  ?,"ist.  ~  Hat  man  z.  B.  wie  in  voriger  Erkl.  57    die  Längen   ^  =  2   und   1.^  —  ^,    so 

1.1. 
wären  die  Schwingungszahlen  der  Töne  proportional:  «,  mit  -—  und  «.,  ™it -g-,  also  ist  der  erste 

die  Duodecime  des  zweiten;  der  beste  Zwischenton,  wofür;*.,  proportional  ■ö'VY"'"^)  ~  T'  ^^^'"'^ 
die  Oktave  des  tiefern  Tons,  h^  —  2>\  und  ebenso  liefert  m  —        ,        =  3.     Ist  /,  =  3,  l,  —  6, 
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so  hat   man   Schwingnngszahlen   «,    und  «,   proportional  -—  und  -r-  imd  der  erste  Ton  ist  die 

o  6 ' 

Oktav  des  zweiten;  der  beste  Zwisehenton,  wofür  n^  proportional  —  (-^-|--^)  =  -r-.  ^M  die 

Quinte  des  tiefern.  /g  =  4 :  und  ebenso  entsteht  als  harmonisches  Mittel  von  3  und  6 : 

2-3-6 

'"=  3T6-  =  -^  = 
ähnlich  zwischen  der  Sext  die  Quart,  zwischen  der  Quint  die  Terz  u.  s.  w. 


Frage  19.  Welche  analoge  Beziehung- 
entstellt  unter  vier  harmonischen 
Strahlen? 

Erkl.  59.    Wenn: 

sin  {eh)    sin  (ek) 

sin{hf)  ~  "~  sin  (Je  f)' 
so  m\xss  von  den  Teil  strahlen  7;  und  k  stets 
der  eine  den  Innenwinkel,  der  andere  den 
Nebenwinkel  von  (ef)  teilen ;  also  zeigt  auch 
diese  Definition,  dass  bei  harmonischen  Strahlen 
wieder  jedes  Paar  zugeordneter  Strahlen  durch 
das  andere  Paar  zugeordneter  Strahlen  ge- 
trennt ist.  —  Weil  dabei  auch: 

sin  (he)    sin  (hf) 

sin  (ek)  sin  (fk)  ' 

so  erkennt  man,  dass  auch  bei  harmoni- 
schen Strahlen  je  zwei  zugeordnete  den 
Winkel  der  beiden  andern  innen  und 
aussen  im  gleichen  (Sinus-)  Verhältnis 
teilen.  —  Dagegen  besteht  zwischen  den  beider- 
lei Teilungen  wegen  der  irrationalen  Funktions- 
werte nicht  mehr  eine  so  einfache  rationale  Be- 
ziehung, wie  sie  in  Erkl.  54  für  die  Teilungen 
einer  Strecke  abgeleitet  wurde.  [Im  Falle  des 
Satzes  7  z.  B.  würde: 

_    sin  a    sin  (90  -|-  «)       _  -i  . 

sina  — s?«  (90  —  a) 

dagegen : 

sin  (90  —  «)  sin  (90  +  «) 

y  ^=  ^ = ^^ — 7-^ — -  ==   ctg  a] 

sin  a  —  sm  a 

Erkl.  60.  Bei  Zeichenwechsel  des  Winkels 
wechseln  die  ungeraden  Funktionen  .sm,  tg, 
ctg  ebenfalls  das  Zeichen,  die  einzige  gerade 
Funktion  cos  behält  gleiches  Zeichen.  —  Die 
Funktionen  cos,  tg,  ctg  sind  zwischen  90"  und 
ISC  negativ,  sin  positiv;  dagegen  im  dritten 
Quadranten  sin  und  cos  negativ,  tg  und  ctg 
positiv.  —  Für  Winkel  180  +  «  bleibt  das 
Funktionszeichen  dasselbe  wie  für  «,  für  Winkel 
90  +  «  geht  es  in  das  Zeichen  der  Kofunktion 
über.     Also : 


sin  (90  -j-  «)  =  -|-  cos  u 
cos  (90  If^  «)  :=  4-  sin  a 
tg  (90  +  tt)  —  +  ctg  cc 
ctg  (90  ^u)  =  +tgci 

(Vergl.  das  Lehrbuch  der  Goniometrie   von 
Kleyer.) 


sin  ( —  ß)  =  —  sin  « 

cos  ( —  «)  =  -}-  cos  tt 

tg  (—  «)  —  —tg  tc 

ctg  (—tt)  —  —  ctg  a 


Antwort.  Da  das  Doppelverhältnis 
von  vier  Strahlen  ah  cd  angegeben  wird 
durch  den  Quotienten: 


(ahc  (1)  = 


sin  (a  c)      sin  (a  (?) 


sin  (c  b)      sin  (d  b)  ' 

und  bei  harmonischen  Strahlen  der  Wert 
des  Doppelverhältnisses  gleich  —  1  ist. 
so  erhält  man  für  die  durch  die  Punkte 
EFHK  gehenden  Strahlen  efhk  das 
Doppelverhältnis  : 


(efhk) 


1  = 


sin  (eh)      sin  (ek) 


oder: 


oder: 


sin  (eh) 
sin  (hf) 

sin  (he) 


sin  (h  f)      sin  (k  f) 

sin  (ek) 
sin  (kf) 

sin  (h  f) 


sin  (ek)  sin  (fk) ' 

Drückt  man  auch  hier  alle  Winkel 
durch  die  Winkel  der  Strahlen  mit  dem 
Anfängsstrahl  e  aus,  so  wird  (stets  unter 
Berücksichtigung  der  Vorzeichen  je  nach 
der  Drehungsrichtung  des  AMukels): 

<^(hf)=.(he)  +  (ef), 
^(fk)  =  (fe)-{-(ek), 


also: 

sin  (eh) 
sin  (ek) 


sin[(he)  +  (ef)] 


sin[(fe)^(ek)] 

sin  (h  e)  cos  (ef)  -\-  cos  (h  e)  sin  (e  f) 

sin  (fe)  cos  (ek)  -j-  cos  (fe)  sin(ek)  ' 

Hieraus  entsteht: 

sin  (eh)  sin  (fe)  cos(ek)  -{-  sin  (eh)  cos  (fe)  sin  (ek) 
=  sin  (e  k)  sin  (h  e)  cos  (ef)-\-  sin  (ek)  cos  [he)  sin  (ef). 

und  durch  Zusammenfassung  nach  den 
Funktionen  des  Winkels  ('-/)  ^  —  (fe), 

sin  (180  +  «)  =:  +  si)i  a 

cos  (180  +  a)  =  —  cos  cc 

/5r(180  +  «)  =  Tt9t' 

ctg(lSO-\-a)  —  -\-ctgci. 
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Erkl.  61.  Das  nebenstehende  Ergebnis  zeigt, 
dass  zwar  nicht  für  die  Winkel  selbst,  auch 
nicht  für  die  in  der  Proportion  und  im  Doppel- 
verbältnisse  auftretenden  Sinusfunktionen,  wohl 
aber  für  die  Tangenten  die  Beziehung  besteht, 
dass  die  ig  des  geteilten  Winkels  (ef)  har- 
monisches Mittel  ist  zwischen  den  Tan- 
genten der  Winkel  des  Anfangsstrahles  e  mit 
den  beiden  Teilungsstrahlen  h  und  k.  Denn 
tg  {ef)  entsteht  aus  den  tg  {eh)  und  tg  {eh), 
wie  in  Antwort  auf  Frage  18  EF  aus  EH 
und  EK.  Die  Gleichung  der  reciproken  Werte 
nimmt  allerdings   eine   etwas  veränderte  Form 

an.  weil  durch  dg  ersetzt  wird. 

Erkl.  61a.    Die  Formel: 

et 9  (ef)  =  -^  [ctg  (eh)  -f  cfg  {e  Je)] 

gilt  laut  Ableitung  für  beliebige  vier  harmonische 
Strahlen  in  der  Weise,  dass  deren  Anfangs- 
strahl  einen  kleinsten,  einen  mittleren  und 
einen  grössten  Winkel  in  gleicher  Drehungs- 
richtung bildet  mit  den  drei  übrigen  Strahlen, 
und  dass  die  fg  des  mittleren  Winkels  (zwischen 
dem  Anfangsstrahl  iiud  dem  zugeordneten  Strahl) 
harmonisches  Mittel  ist  zwischen  den  Tangenten 
der  beiden  andern  Winkel  (zwischen  dem  An- 
fangsstrahl und  den  nicht  zugeordneten  Strah- 
len). Nun  kann  aber  nach  Erkl.  28  und  31  und 
Figur  11  bei  vier  harmonischen  Strahlen  jeder 
als  Anfangsstrahl  gewählt  werden,  indem  jeder 
Strahl  nicht  nur  nach  seiner  einen  Richtung, 
sondern  auch  in  Richtung  seines  Scheitelstrahls 
genommen  werden  kann.  Dadurch  erhält  man 
die  Beziehung  nebenstehender  Antwort  in  vier 
verschiedenen  Anordnungen,  nämlich  <^{ef)  als 
Winkel  der  zugeordneten  mit  Anfang  in  e  oder 
in  /',  und  <^(hk)  als  Winkel  der  zugeordneten 
mit  Anfang  in  k  oder  h.  Man  erhält  also  nach 
Figur  19  zunächst  für  dieselben  Strahlen 
efhk: 

1.  mit  Anfangsstrahl  e  die  Gleichung: 

ctg  (e  /■)  ==  Y  [ctg  {e  h)  +  ctg  {ek)l 

2.  mit  Anfangsstrahl  k  die  Gleichung: 
ctg  {k'h)  =  —  [ctg  {kf)  +  ctg  {ke)] ; 

dann: 

3.  für  die  Strahlen  fhek'  mit  Anfangsstrahl  f 
die  Gleichung: 

ctg  {fe)  =  y  [ctg  (fh)  +  ctg  (fk-)] 

^jj3  =^^[ctg(fh)-ctg{kf)l 

4.  für  die  Strahlen  ht'ke'  mit  Anfangsstrahl  h 
die  Gleichung: 

ctg  {hk)  =  -^  [ctg  (hf)  +  ctg  {he')] 
z=—[ctg{hf)-ctg{eh)]. 


für  welchen  sm{ef)  =  —sin{fe).  aber 
ro.s'  {el)^=-\-  cos  (Je)  ist : 
—  sin  {e  f)  sin  {e  h)  cos  {e  k)  —  sin  {e  f)  cos  {e  h)  sin  {e  k) 
==.  —  cos  {ef)  sin  {eh)  sin  (ek) 
—  cos  {ef)  sin  {eh)  sin  {ek), 

also: 

sin  {e  f)  [sin  {e  h)  cos  {e  k)  -\-  cos  {e  h)  sin  (e  k)] 

=:  2  COS  {ef)  sin  {eh)  sin  (ek). 

Dividiert  man  beide  Seiten  mit  sin  (ef) 
und  mit  2sm{ph)sin(ek),  so  entstellt: 


1  fs/« 
^\jin 


{e h)  cos  {e k)      cos  {e h)  sin 


2  [_sin{eh)sin{ek) 

oder: 


+ 


sin  {eh)  sin 


{ek)~\_cos{ef) 
{ek)\~  sin{ef) 


ctg  {ef) 


[ctg  {eh)-]- ctg  {ek)]. 


Dies  gibt  analog  der  Antwort  auf 
Frage  18: 

tg{ef)  2ltg{eh)^  tg{ek)\ 

oder : 

t,(,f)-    2tg{eh)tg(ek) 
^^  '  ^  —   tg{eh)-\-tg{ek)' 

Also  ist  die  trigonometrische 
Tangente  des  geteilten  Winkels 
(ef)  auch  das  harmonische  Mittel 
der  Tangenten  von  (eh)  und  (ek), 
die  Kotangente  von  (ef)  das  arith- 
metische Mittel  der  Kotangenten 
von  (eh)  und  (ek),  wie  bei  den  Punkten 
die  Strecke  EF  das  harmonische  Mittel 
von  EH  und  EK  war. 


Figur  19. 
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Erkl.  62.     Die  Beziehung: 

ctg  (f  f )  =  -^  [ctg  (ch)  -\-  ctg  (eJc)] 

liefert  auch  den  algebraischen  Beweis  für  die 
Aussage  des  Satzes  7  bezw.  7  a.   Denn  wenn  man 

1.  den  <^  (e/)  =  90°  setzt,  so  wird: 

ctg(ef)  =  ctg  90''  =--0, 
folglieh: 

ctg  (e  h)  =  —  ctg  (ek), 

und  hiernach  entweder: 

^{eh}^  -iek), 
also: 

(ke)  =  (eh), 
oder: 

(eh)  =  180  -  (ek). 

Beides  ergibt  aber  an  der  Figur  das  gleiche 
Ergebnis,  dass  nämlich  die  Strahlen  h  und  k 
gleiche  Winkel  bilden  einerseits  mit  f,  ander- 
seits mit  e.     Setzt  man  umgekehrt: 

2.  ich)  =  -ö^^^^'  ^^  ^^^^''^' 

ctg  (ef)  =  Y  ['^^  ^  +  '*^  "^"^'4 
Nun   ist   bei   Umsetzung  nach   dem   halben 
Winkel : 


(ef) 


ctg  (ef)  = 


cos  (ef) 
sin  (e  /■) 


siii^ 


(ef) 
2 


1  (ef) 


^tg^ 


Folglich   wird  eben   diese  linke   Seite   wie   vorhin: 
1         (ef)         1         (ef)    ,    1 


1     ,     (ef) 

T^'^-2- 


(ef)  1  (ef) 


2 


ctg  (ek), 


und  unter  beiderseitigem  Fortfall  von  -^ctg  wird 


cfg(ek)  = 
also  wieder: 


,,m  =  .,Mo-  w) 


[-+^} 


(e  ;fc)  =z  90  -1- 


(ef) 


90  + (eh), 
d.  h.  der  Strahl  k  senkrecht  auf  dem  Strahl  7;. 


Frage  20.  Wie  erlangt  man  die 
Haupteigenschaft  der  harmonischen 
Strahlen,  wenn  bloss  die  Definition 
der  harmonischen  Punkte  durch 
die  Proportion  der  harmonischen  Teilung 
vorausgesetzt  wird? 

Erkl.  63.  Das  erste  Ergebnis  der  neben- 
stehenden Ueberlegung,  dass  CB=^DB,  ist 
als  Beweis  des  Satzes  6  anzusehen  auf  Grund 
der  in  der  obigen  Frage  genannten  Voraus- 
setzung. Der  Satz  würde  dann  auszusprechen 
sein  in  der  Form  des  Satzes  6a,  dass  nämlich 
zwei  gleiche  Abschnitte  entstehen  auf  einer 
Parallelen  zu  einem  von  vier  harmonischen 
Strahlen. 


Antwort.  Die  Haupteigenschaft  har- 
monischer Strahlen,  dass  sie  nämlich  auf 
jeder  beliebigen  Geraden  vier  harmonische 
Punkte  ausschneiden,  kann  folgender- 
massen  bewiesen  werden.  Es  seien  in 
Figur  20  ÄBPQ  vier  harmonische 
Punkte,  definiert  durch  die  Proportion 
ÄP:PB  =  AQ:QB;  und  die  vier 
Strahlen  SÄ,  SB,  SP,  SQ  treff'en  eine 
beliebige  andere  Gerade  in  den  Punkten 
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Erkl.  64.  Die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
folgt  jeweils  aus  der  Gleichheit  der  drei  Winkel 
(als  gemeinsame  Winkel  und  korrespondierende 
bezw,  als  Scheitelwinkel  und  Wechselwinkel).  — 
Dass  wegen  CB~  DB  auch  C B'  ~  D' B'  sein 
muss,  folgt  aus  dem  planimetrischen  Satze,  dass 
eine  Transversale  durch  eine  Ecke  eines  Drei- 
ecks jede  Parallele  zur  Gegenseite  im  gleichen 
Verhältnis  teilt,  wie  die  Gegenseite  selbst.  Es 
verhält  sich  nämlich : 

CB-.C'B'  z=  SB:  SB' 
und  ebenso : 

BD-.B'D-  =  SB:  SB', 
also  allgemein : 

CB:C'B'  =  BD:B'D' 
oder : 

CB:BD  —  C'B'  :B'D'. 

Ist  also  insbesondere  dies  Verhältnis  =  1. 
so  ist  gleichzeitig : 

CB  =  BD  und  C'B'  =  B'D'. 


Erkl.  65.  Die  vorliegende  Antwort  auf 
Frage  20  bildet  gewissermassen  den  Abschluss 
der  Identitätsbeweise,  durch  welche  ge- 
zeigt wird,  dass  die  nach  den  verschiedensten 
Behandlungsweisen  als  harmonische  definier- 
ten Gebilde  doch  sämtlich  identisch  sind :  Jn  den 
Antworten  auf  die  Fragen  1.3  bis  15  erhielt  man 
aus  der  Definition  mit  Doppelverhältnissen  die 
Proportion  der  harmonischen  Teilung  und  die 
Viereckseigenschafteu  (dualistisch);  in  den  Ant- 
worten auf  die  Fragen  16  und  17  lieferten  um- 
gekehrt die  Viereckseigenschaften  die  Proportion 
und  sonstige  metrische  Beziehungen;  Antwort  auf 
Frage  20  zeigt,  dass  die  Proportion  allein  ge- 
nügt, um  die  Lehre  der  harmonischen  Strahlen 
zu  begründen.  Im  Folgenden  können  also  je- 
weils nach  Bedarf  die  am  besten  geeigneten 
Grundlagen  zur  Untersuchung  ausgewählt  wer- 
den fvergl.  auch  Aufgabe  58  der  Aufgaben- 
sammlung am  Ende  dieses  Teiles). 


A'B'P'Q'.  Dann  zieht  man  diircJi  die 
entsprechenden  Punkte  B  und  B'  Par- 
allelen mit  dem  zu  SBB'  zugeordneten 
Strahl  SA.  Hierbei  entstehen  wegen  der 
Parallelen  die  ähnlichen  Dreiecke: 


1.  ÄPSis:  BPC, 

folglich : 

AP:PB  =^  AS:CB; 

2.  AQS  !^  BQD, 
folglich : 

ÄQ:QB  -  AS:DB; 

hier  sind  aber  wegen  der  Definition  der 
Punkte  ABPQ  die  linken  Seiten  ein- 
ander gleich,  daher  auch  die  rechten: 

AS:  CB  —  AS:  DB, 
d.h.:  CB  =  DB. 

Hiernach  ist  der  Strahl  SBB'  Mittel- 
linie im  Dreieck  SCD,  und  folglich 
wegen  der  parallelen  Grundseiten  auch 
im  Dreieck  CCD'-,  also  ist  auch: 

C'B'  =  D'B'. 

Nun  sind  aber  weitere  ähnliche  Drei- 
ecke an  der  Schnittlinie  A'B'P'Q': 

3.  A'P'S  ^  B'P'C, 

folglich : 

A'P':P'B'  =  A'S:C'B': 

4.  A'  Q'  S  7^  B'  Q'  D'. 

folglich : 

A'Q':Q'B'  =  A'S:  D'B'. 

Hier   sind   aber   wegen   des  voiigen 
Ergebnisses   die   rechten   Seiten    ein- 
ander gleich,  daher  auch  die  link-  <  , 
und   man   erhält   so   auch    für   die   \  '• 
Punkte    A'B'P'Q'    die    Proportion    «I 
harmonischen  Teilung : 

A'P':P'B'  =  A'Q'  -.Q'B'. 
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Frage  21.  Welche  Beziehungen 
zwischen  vier  harmonischen  Elementen 
ergeben  sich  durch  Berücksichtigung 
derjenigen  Werte  ihres  Doppelverhält- 
nisses, welche  nicht  der  negativen  Ein- 
heit gleich  sind? 


Erkl.  66.  Die  Werte  des  Doppelverbält- 
uisses,  welche  gleich  1  —  l  sind,  gehen  aus  den 
mit  l  gleichwertigen  hervor  durch  Vertauschung 
des  Mittelgliedes,  also  (aicd),  (bdac),  (cadb), 

(dbca);  die  gleich  _  sind,  durch  Ver- 
tauschung des  zweiten  und  vierten  Gliedes, 
oder  ersten  und  dritten,   also   (adcb),  (bcda), 

(cbad),  (dabc);  die  gleich  ^- —  bezw.  gleich 

sind,   durch  Vertauschung  erst  zweier 

zugeordneten  und  dann  der  mittleren  bezw, 
erst  der  mittleren  und  dann  zweier  zugeord- 
neten, also  {(idbc),  (bcad),  (ebda),  (dacb) 
bezw,  (acdb),  (bdca),  (cabd),  (dbac).  Und 
wenn  man  für  alle  sechzehn  Fälle  die  Produkte 
aufstellt,  so  entsteht  achtmal  die  eine  und  acht- 
mal die  andere  der  beiden  Gleichheiten,  wie 
nebenstehend. 


Erkl.  67.  Das  Formelergebnis  in  Satz  9 
und  9  a  der«  nebenstehenden  Antwort  lässt  sich 
folgendermassen  umsetzen  in  die  Angabe  in 
Satz  9b  über  Teilungsverhältnisse.    Setzt  man: 

AD-CBz=  i-AB-CD. 


so  entsteht: 


oder: 


AB  AB 


BC 


BA 
AD 


—  2- 


DC 

BC 
CD 


ebenso  liefert: 


AC-BD  =  —AB-CD 


die  Beziehung: 


oder: 


AB 
BD 

BA 

AC 


2. 


AC 

~cW 

BD 

DC  ' 


Antwort.    Von   den  sechs  im   all- 
gemeinen   verschiedenen    Werten    des 
Doppel  Verhältnisses   sind  bei   den  har- 
monischen Gebilden: 
1 


1  — ;. 

1 


1  — ;.        ;.  —  1       2 
Wenn  mau  die  letzteren  beiden  in  Rück- 
sicht zieht,  so  entsteht  in  jedem  Falle 
dieselbe  einzige  Beziehung: 

1 


AD-CB  =  AC-BD 


AB-CD, 


bezw.  für  die  Winkelfunktionen: 

sin  (a  d)  si»  (c  b)  =  sin  (a  c)  sin  (b  d) 

=z  —  sin  (a  b)  sin  (c  d). 

Setzt  man  nämlich: 

{ACBD)  =  (ADBC)  =  2, 

bezw. :  , 

{ACDB)  =  {ADCB)  —  -^, 

SO  erhält  man: 


AB     AD 


BC 
bezw. : 

AD 


DC 


AB 


2   und 


AB      AC 


BD      CD 


=  2, 


1         ,    AC 

--  und 


AB 


DC       BC  2  CD      BD  2 

Bildet  man  die  Produktengleichheiten, 
so  entstellt  jedesmal  in  irgend  einer 
umgestellten  Form  der  Faktorenstrecken 
das  Produkt  AB-CD;  und  dasselbe  er- 
hält als  Gegenwert  in  den  beidemale 
vor  anstehenden  Fällen : 

2-AD-CB, 

in  den  beidemale  nachstehenden 
Fällen:  2- ACBD. 

Diese  Produkte  ÄD-CB  =  AC-BD 
sind  nun  hier  nichts  anderes  als  die  aus 
der  Proportion  der  harmonischen  Teilung 
hervorgehenden  Produkte  der  äusseren 
und  inneren  Glieder. 

Da  aber  für  die  Sinus  der  Winkel 
der  Strahlen  und  die  Teilstrecken  der 
Punkte  ganz  die  gleichen  Proportionen 
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Analog  entstehen  in  den  Simisquotieuten: 


oder 


und  ebenso: 


oder 


sin  (a  h) 
sin  (bc) 

sin  (b  a) 
sin  {a  d) 

sin  (a  b) 
sin{bd) 

sin  (ba) 
sin  (o  c) 

Nun   ist    aber 


=  2- 


AB 


BC 


sin  (a  d) 
sin  {d  c) 

sin  (bc) 
sin  (cd) 

sin  (a  c) 
sin  {cd) 

sin  (hd) 
sin  (d  c) 

bezw. 


sin  (a  b) 
sin  (b  c) 


das 


Teilungsverhältnis  der  Strecke  A  C  oder  des 
Winkels  {ac)  durch  Punkt  B  oder  Strahl  &,  und 
ebenso  die  andern;  also  erhält  man  die  andere 
Ausdrucksweise  des  nebenstehenden  Satzes  9  b. 
Dabei  ergibt  die  gegenseitige  Lage  der  Ele- 
mente auf  Grund  der  Betrachtungen  in  den 
Antworten  auf  die  Fragen  33  und  34  des 
I.  Teiles,  welches  der  beiden  Teilungsverhält- 
nisse  den  grösseren  und  welches  den  kleineren 
Wert  hat. 


Erkl.  68.  Vier  harmonische  Punkte  bilden 
immer  eine  geschlossene  Gruppe  mit  zwei 
äussersten  und  zwei  mittleren  Punkten ;  bei 
vier  harmonischen  Strahlen   dagegen   kann   für 

die    Gruppierung    jede    der    in    Erkl.   31    und    ,  ^  i       •  j  a      j       i  •       /         i 

Figur   11    betrachteten   Anordnungen    gewählt    ^^^^^r  111  anderer  AusdrUcksweiSB  (verg-l 
werden,    ohne   dass   die  Gültigkeit   der  neben-    Erkl.  67): 


gelten,  so  erhält  man  für  diese  gleichen 
Produkte    der  Strecken  bezw.  der  Sinus 
einen  neuen   Wert,   nämlich  wie   oben 
gleich    dem    halben    Produkt    aus    der 
grössten     und    mittleren    Strecke    der 
Punkte  bezw.  aus  den  Sinuswerten  des 
grössten  und  des  mittleren  A\'inkels  der 
Strahlen.     Betrachtet  man   als  benach- 
barte Elemente  jeweils  AC ,  CB,  BD 
und  (durch  den  unendlich  fernen  Punkt 
vereinbar)  AD,  so  erhält  man: 
*      Satz   9.      Bei   vier   harmonischen 
Punkten    sind    die   beiden   Produkte 
der  Streckenlängen  zwischen  je  zwei 
benachbarten  Punktepaaren  einander 
gleich  und  gleich  dem  halben  Pr<»dukt 
der  Streckenlängen  zwischen  getrenn- 
ten Punktepaaren. 

Satz  9  a.  Bei  vier  harmonischen 
Strahlen  sind  die  beiden  Produkte 
der  Sinus  der  Winkel  zwischen  je 
zwei  benachbarten  Strahlenpaaren 
einander  gleich  und  gleich  dem  halben 
Produkt  der  Sinus  der  Winkel  zwischen 
getrennten  Strahlenpaaren. 


stehenden  Sätze  irgend  beeinflusst  wird. 

Erkl.  69.  Als  Bestätigung  nebenstehender 
Sätze  von  vier  harmonischen  Punkten  nehme 
man  etwa  aus  Figur  18  die  letzte  Zeile;  man 
findet  (siehe  Satz  9) : 

AD-CB  =  20-3,  AC-BD  —  5-12, 
AB-CD  =  8-15, 
erstere  beiden  gleich  60,  letzteres  120. 

Ebenso  entsteht  (siehe  Satz  9  b): 
Teilung  von  AC  durch  B  im  Verhältnis  8 
AD  durch  B  im  Verhältnis  8 
B  C  durch  A  im  Verhältnis  8 
BD  durch  A  im  Verhältnis  8 
Hier  ist  also  jedesmal  das  erste  Teilungs 
Verhältnis  das  doppelte  des  zweiten. 


Satz  9  b.  Der  Abstand  zweier  nicht 
zugeordneten  von  vier  harmonischen 
Elementen  (Strecke  bei  Punkten, 
Winkel  bei  Strahlen)  wird  durch  die 
beiden  andern  Elemente  geteilt  nach 
zwei  Teilungsverhältnissen ,  wovon 
das  eine  den  doppelten  AVert  des 
andern  hat. 


:  3,  durch  D  im  Verhältnis  20  :  15  :==  4  :  3  : 

:  12  =  2  :  3,  durch  C  im  Verhältnis  5:15  =  1:3: 

:  5,  durch  I)  im  Verhältnis  12  :  15  =  4 :  5: 

:  20  =  2  :  5,  durch  C  im  Verhältnis  3  :  15  =  1:  5. 


Erkl.  70.      Zur  Bestätigung  der  Sätze  von  vier  harmonischen  Strahlen   kann   man   wieder 
den  Spezialfall  der  Erkl.  62  wählen.     Setzt  man: 

^  {ac)  -.=  {cb)  =  et,     {bd)  =  90  —  «, 
so  wird  in  Satz  9  a : 

sin{ad)sin{cb)  =  sin  (90 -{- a)  sin  et  =  sin  u- cos  a, 
ferner : 

sin  {a  c)  •  sin  {b  d)  =  sin  «  sin  (90  —  «)  =i:  sin  a  cos  a 
und 

sin  (a  b)  sin  {c d)  =  sin  2 « •  sin  90**  =^  2  sin  «  cos «, 
also  das  Doppelte  des  vorigen.    Wird  gesetzt  (vergl.  Erkl.  68) : 

<^{ac)  =  ß,  <^{cb)  =  {bd)  =  9()-ß. 
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so  wird : 
ferner : 
und 


sin  {a  d)  sin  (c  h)  =  sin  (180  —  /?)  sin  (90  —  /?)  =  sinß  cosß, 
si?t(ac)sin(bd)  =  sinß  sin  (ßO  —  ß)  =  sinß  cosß 


sin(ab)  sin(cd)  —  sin  90^* sin  (180  —  2 ß)  =  sin2ß  =z  2sinßcos^ 
Ebenso  entsteht  für  Satz  9b  nach  dem  ersten  Beispiel: 
Teilung  von  -^{ac)  durch  h  im  Verhältnis  sin2a:  sina  =  2 cos«, 

durch  d  im  Verhältnis  sm  (90 -]-«):  s/n  90  =  cosa\ 
<^(ad)  durch  b  im  Verhältnis  sm 2«  :s/» (90  —  a)  =  2sina, 

durch  c  im  Verhältnis  sina  :  sin90  =  sina; 
<^(bc)  durch  a  im  Verhältnis  sin2a:sina  =  2  cos  et, 

durch  d  im  Verhältnis  sm(90 — ■a):sm90  =  cosa; 
<^  (irf)  durch  a  im  Verhältnis  sin2a  :  sin(90  -j-  «)  =  2sina, 
durch  c  im  Verhältnis  sina:  sin^Q  c=  sm«. 


Frage  22.  Welche  Beziehungen  ent- 
stehen, wenn  man  die  Punkte  berück- 
sirhtigt,  welche  die  Strecken  zwischen 
zwei  zugeordneten  von  vier  har- 
monischen Punkten  halbieren? 


Fio-ur  21. 


M 


B 
-o- 


N 


Erkl.  71.  Ist  A  B  die  zu  teilende  Strecke, 
so  sind  PQ  die  Teiliiuukte,  also  PQ  die  ^Strecke 
der  Teilpuukte,  oder  die  Teilputiktestrecke. 
Wird  umgekehrt  QP  als  geteilte  Strecke  be- 
trachtet ,  so  werden  B  und  A  innerer  und 
äusserer  Teilpunkt,  also  BA  die  Teilpunkte- 
strecke. Alles,  was  bewiesen  wird  für  die 
Punkte  A  und  B  und  ihren  Mittelpunkt  M  in 
Bezuu^  auf  P  und  Q,  kann  also  ohne  einen  Beweis 
auch  niedergeschrieben  werden  —  bloss  in  ver- 
änderter Bezeichnungsweise  derselben  Figuren- 
elemeute  —  als  gültig  für  die  Punkte  Q  und  P 
und  ihren  Mittelpunkt  N  in  Bezug  auf  ii  und  A. 
In  den  beiden  ersteii  Fällen  ist  ilie  Uebertragung 
nebenstehend  bereits  durchgeführt,  im  dritten 
und  vierten  entstehen : 

QB-PB  —  BA-BN, 
QA-PA  =  BA-JSA, 
QB-PB-\-  QA-PA        ß~Ä^. 

Der  Inhalt  der  Sätze  1'  ■  I  '  idoibt  dabei 
völlig  ungeändert. 


Erkl.  72.  Die  Untersil  .iiü  -ler  Strecken 
nach  Ri' htung  und  Vor  .hen  durch  ihre 
Schreibung  wurde  bereit-  ii  Erkl.  115  des 
I.  Teiles  behandelt.  :  r  (.ic.^etze  über  Pro- 
portionen, welche  im  Nelieisiehenden  augewandt 


Antwort.  Es  seien  die  vier  har- 
monischen Punkte  zur  Erhöhung  der 
Deutlichkeit  und  zur  leichteren  Unter- 
scheidung der  Zugehörigkeit  der  Paare 
für  die  jetzige  Betrachtung  statt  mit 
ÄBCD  bezeichnet  mit  ÄBPQ,  der 
Mittelpunkt  von  Aß  mit  Af,  der  Mittel- 
punkt von  PQ  mit  N. 
1.  Dann  ist: 

AP  =  AM-]-3IP, 

PB  -  PM-\-  MB, 

AQ  =  AM-]-  MQ, 

QB  —  QM-\-MB. 

Die  ursprüngliche  Definition: 

AP  _  _  ji£  _  ÄQ^ 

PB  ~        QB  ~  BQ 

wird  dann  zu: 

AM+MP  _  AM-{-MQ 
PM-\-MB  ~~  BM-{-MQ' 

Verfährt  man  mit  dieser  Proportion 
nach  dem  Lehrsatz,  dass  aus  a:b=zc:d 
auch  folgt: 

a-\-b   _    c-{-d 
a  —  b  c  —  d'' 

SO  entsteht: 

AM-\-MP-^PM-\-MB 

TM-\-  MP—  PM—  MB 

_   AM-^MQ-\-BM-\-MQ 
~   AM-\-MQ—  BM—  MQ' 

Hier  aber  ist : 

AM  =  MB  =  —BM, 

also : 


AM^MB  =  AM  —  BM  =  AB 
=  2AM=  2BM, 
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sind,  können  folgendermassen  kurz  zusammen- 
gestellt und  bewiesen  werden : 


Hat  man  a:b  =  c:d  oder 


=  -^,   so  er- 
d 


gibt  zunächst  beiderseitige  Multiplikation  mit  — 

c 

dieVertauschbarkeit  der  inneren  Glieder  —  =  — 

d 


Ferner    folgt 
Gleichung : 


durch    Addition    von 


c 

+  1 


die 


y±^ 


oder 


a  +  fc   c^d 

b       "~       d      ' 
also  durch  Gliedervertauschung: 

b   a  +  fc   a~\-b   a  —  b 

d  0  +  ^   ""    c  -\-  d  c  —  d' 

Und  hieraus  wieder  mit  Gliedervertauschung: 
a-\-b         c-\-  d 


a  —  b 

Ebenso  folgt  aus  —  = 


+  '  =  T  +  l' 

b-\-d 


Endlich  liefert 


c 

a 

c 

a  -\-  c 
c 

a-\-c 

b-\-d 
a 
V 
b 
a 

b 


c  —  d 
b_ 

d  ' 


a 

b-\-a   _ 


_   a 

~  T' 

auch: 


+  1, 

d-\-c 
c 

c 

a-\-b  c-\-  d' 

Alles  sind  nur  spezielle  Fälle  der  allgemeinen 
Sätze  von  der  sog.  „korrespondierenden  Addition 
und  Subtraktion", 


und  reciprok: 


dagegen : 
also : 


MP  —  —  PM. 


MP-\-PM=0, 
MP—PM—  2MP. 

Demnach  entsteht  oben: 

2 AM  _  2MQ 
2MP   ~  YaM' 

also: 

MPMQ  —  AM-  =  MB^  =  ^JB^. 

4 


Auf  dieselbe  Weise   entsteht,   wenn 
man  von  PQ  ausgeht: 

NA- NB  =  QN^  —  yp-  =  ^QP^. 


2,  Aus  der  vorigen  Schlussgleichung 
ergibt  sich  die  Proportion: 
MP       AM 


AM 

MQ' 

Verfährt  man  mit  dieser  Pr 

oportion 

nach  dem 

Lehrsatz, 

dass 

aus 

a 

c 

auch  folgt 

a-\-c 
fc  +  d  ~ 

a 

c 

1' 

so  entsteht  links: 

AM-^Mf 
AM+MQ 

> 

-  oder 

AP 
AQ' 

was  nach 

Definitionsgleichung  auch : 

PB 

Also  wird: 

BQ- 

MP 

AM 

AP 

PB 

AM 

und  auch: 

-   MQ  - 

_   MP  _ 
■~   MB   ~ 

AQ 

MB 
MQ' 

'   BQ 

MP 
MQ 


Demnach  muss  es  zu  gleichen  Werten 
führen,  ob  man  von  diesen  gleichen 
Grössen  die  eine  mit  einer  andern,  oder 
mit  sich  selbst  multipliziert.  Geschieht 
ersteres  mit  den  beiden  ersten,  so  folgt: 

Mpy  _  f  AM\ 

Im)  -\mq) 


( 

\mb)      \mq) 


2     \aq)      \bq) 


Vertauscht  man  wieder  AMPBQ  mit 
QNBPA,  so  entsteht  auf  gleiche  Weise: 


NB 
NA 


(  NB  Y  _  (QNy 

\qn)  -\na)  _(QDY^(11X- 

\NP )    "  \NA  J 
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Erkl.  73.  Das  Ergebnis  MB'  —MP-MQ 
besagt,  dass  die  Hälfte  der  geteilten 
Strecke  mittlere  Proportionale  ist 
zwischen  den  Abständen  des  Mittel- 
punktes von  je  zwei  harmonischen 
Teilpunkten  der  Strecke,  oder  dass  das 
Eechteek  aus  den  Abständen  je  zweier  Teil- 
punkte vom  Mittelpunkt  der  geteilten  Strecke 
gleich  ist  dem  Quadrat  der  halben  Strecke. 
Diese  Eigenschaft  ist  nächst  der  Proportion  der 
harmonischeu  Teilung  die  wichtigste  aller  metri- 
schen Beziehungen  unter  vier  harmonischen 
Punkten.  Sie  wird  daher  ebenso  wie  jene  auch 
geradezu  zur  Definition  der  harmonischen 
Punkte  benutzt.  Und  zwar  ergibt  sie  besonders 
einfach  die  verschiedenen  Lagen  des  vierten 
Punktes,  wenn  man  zwischen  zwei  festen  Punkten 
den  dritten  wandern  lässt.  Denn  da  das  obige 
Quadrat  stets  gleichgross  bleibt,  so  muss  an 
dem  Rechteck  die  eine  Seite  stets  gross  sein, 
wenn  die  andere  klein,  und  umgekehrt;  sie 
wird  unendlich  gross ,  wenn  die  andere  Null 
wird,  und  umgekehrt ;  beide  Teilpunkte  müssen 
stets  auf  der  gleichen  Seite  des  Mittelpunktes 
der  geteilten  Strecke  liegen  u.  s.  w.  Man  ver- 
gleiche hiezu  besonders  auch  Figur  7  (auf  Seite  1 1), 
woselbst  nach  diesem  Gesetze  stets  H^F  oder 
K^,E'^  —  H^Hn-H^Kn  oder  —  K^.K»  -K^^H,, 
sein  muss  für  jeden  beliebigen  Wert,  welchen 
man  dem  Index  n  beilegen  mag. 

AP 
Erkl.  74.   Ist  -^r^  =  ^^  so  ist  nach  Erkl.  54: 


3.  Entnimmt  man   der  letzten  Ent- 
wicklung die  Proportion: 
MP  _  PB 

AM  ~  BQ 

und  verföhrt  damit  nach  dem  Lehrsatz, 
dass  aus  y  =  -|-  auch  folgt : 


QB 

BP 


PB 
QA 
PA 


=  y 


~x  —  \ 


und  dadurch  liesse  sich  der  Schluss  des  Satzes  10 
auch  ausdrücken  nach  dem  Teilungsverhältnis 
der  ursprünglichen  Strecke  durch  die  Teil- 
punkte. —  Aus  denselben  Formeln,  welche 
diesem  Satze  10  zu  Grunde  liegen,  ergeben 
sich  auch  hiezu  merkwürdige  Beziehungen  über 
die  Teilungen  der  an  Figur  21  entstehenden 
Strecken  untereinander:  Im  gleichen  Verhältnis, 
nach  welchem  die  Teilpunktes  trecke  QP 
durch  die  ursprünglichen  Streckenpunkte  geteilt 

also  —:r- 1,  werden  auch  geteilt  durch 

jeweils  denselben  Punkt  M  als  Teilpunkt: 
innerlich  die  Strecken  JPund  Q Ä,  äusser- 
lich  die  Strecken  ßPund  QB.  Tnd  im  gleichen 
Verhältnis,  nach  welchem  die  ursprüngliche 
Strecke  AB  durch  die  Teilpunkte  geteilt  wird 
(also  x),  werden  auch  geteilt  durch  jeweils  den- 
selben Punkt  iV  als  Teilpuukt:  innerlich  die 
Strecken  AQ  und  QB,  äusserlich  die  Strecken 
AP  und  PB. 

Erkl.  75.  Es  ist  immer  ein  bemerkenswerter 
Fall,  wenn  man  für  zwei  unbekannte  Grössen, 
wie  hier  MP  und  MQ,  die  Werte  von  Pro- 
dukt und  Quotient  kennt.  Denn  mau  kann 
dann  leicht  beide  Grössen  selbst  berechnen  als 
Wurzel  aus  Produkt  bezw.  Quotient  der  ge- 
gebenen Werte.    Soll  hier  z.B.  eine  gegebene 


so  entsteht: 

c  +  cV 

MP 

PB 

oder : 

AM^MP  ~ 

PB-j-BQ 

MP 

Pli 

also: 

AP   ~ 

PQ' 

AP-PB  ■=z 

PQMP 

oder : 

AP-BP^ 

PQ-PM. 

Ebenso  entsteht 

aus  der  Proportion 

MQ 

AQ 

BM  ~ 

PA 

nach 

demselben  Voi 

^gange : 

MQ 

AQ 

oder : 

BM-\-MQ 

PA-j-  AQ 

MQ 

AQ 

also : 

BQ    - 

PQ' 

AQ-BQ  = 

PQ-MQ. 

4.  Bildet  man  endlich  die  Summe  der 
beiden  letzten  Gleichungen,  so  folgt: 

AP-BP^AQ-BQ  -  PQ{PM-\-MQ)  —  PQ^. 
Man  erhält  also  die  Sätze: 

Satz  10.  Die  Abstände  zweier 
harmonischen  Teilpunkte  vom 
Mittelpunkt  dei-  geteilten 
Strecke  ergeben  als  Produkt 
das  Quadrat  der  Hälfte  dieser 
Strecke;  und  als  Quotienten 
das  Quadrat  des  Teilungsver- 
hältnisses der  Teilpunkte- 
strecke durch  die  Strecken- 
punkte. 

Satz  11.  Die  beiden  Teil- 
strecken (deren  Quotienten  das 
Verhältnis  der  harmonischen  Teilung 
angeben)  ergeben  jeweils  dasselbe 
Produkt  als  wie  die  Teilpunkte- 
strecke  mit   dem   Abstand   des 
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MS'rso*baflr''°  '"  *'*''"™  ''"■■       ««^.Yf  ^"^''  ,  TeUpunktes    vom 

Mittelpunkt    der    geteilten 
MP-MQ  =  ~.  Strecke.  —  Die  Summe  beider 

MP       /x  —  W"  Produkte  ist  g-leich  dem  Quadrat 

IZÖ"  ~  (  X  -i- 1  )"'  ^^^  Teilpunktestrecke, 

also  durch  Multiplikation  beider  Gleichungen: 

">     x-\-l 


durch  Division  beider  Gleichungen 
.x  +  1 


Af^ 


2     x-1 


Frage  23.  Welche  analogen  Beziehungen  entstehen,  wenn  man  die  Strahlen 
in  und  n  berücksichtigt,  welche  den  Winkel  zwischen  zwei  zugeordneten 
von  vier  harmonischen  Strahlen  halbieren? 

Antwort.  Denkt  man  sich  in  Figur  21  die  Punkte  AB,  PQ  mit  einem 
äusseren  Punkte  durch  Gerade  verbunden,  so  kann  man  bezeichnen  mit  a,  h 
die  Strahlen  des  ursprünglichen  ^^'inkels.  mit  p,  q  die  Teilungsstrahlen,  und 
ferner  mit  m  und  n  die  Halbierungsstrahlen  der  Winkel  (ab)  und  (pq).  (Vergl. 
Figur  22  bei  der  folgenden  Antwort  auf  Frage  24,  sowie  Erkl.  83.) 

1.  Dann  ist : 

<^(ax>)  =z  (am)-{-(mp),    <^(j)'b)  =  (pm) -\-(mb): 
-^(aq)  =  (am)  +  (w  q),   <^{qh)  ■=  (q  vi)  -f  (m6), 


<5;(«»i)  =  ()}ih)  :=  —  (nia)  =  — (b»i), 
sin  (am)  =  —  sin(nta), 


und 

also  z.  B. : 

ebenso : 

tg{am)  =  — tg{ina)  oder  ctg  (am)  :=  — ctg(ma),   aber  cos  (am)  =.  cos(ma). 

Hiernach  wird  die  ursprüngliche  Definitionsgleichung: 

sin(ap)   sin(aq)  sin(aq) 

sin(ph)  sin(qb)  sin(bq) 

zu: 

sin  [(a  m) -\- (m  p)]   sin[(ani)  -\-  (mq)] 

sin  [(p  m)  -\-  {m  b)]  sin  [(fe  m)  -j-  (»« ?)]  * 

Durch  Entwicklung  der  Sinus  der  Summe  nach  der  Formel: 

sin  (a  -\-  ß)  =  sin  u  cosß  -\-  cosu-sinß 

entsteht : 

sin  (a  m)  cos  (mp)  -\-  cos  (u  m)  sin  (mp)    sin  (o  m)  cos  (m  q)  +  cos  (a  m)  sin(mq) 

sin(pm)cos{m  b)  -\-  cos  (p m)  sin  (m  b)    ~   sin  {b  )n)  cos  (m q)  -)-  cos  (b  tn)  sin  (ni  q)  ' 

Dividiert  man  Zähler  und  Nenner  beiderseits  mit: 

cos  (am)  =  cos(bm)  =.  cos(mb), 
so  folgt: 

tg  (a  m)  cos  (m  p)  -\-  sin  (m p)    _  fg  (a  m)  cos  (mq)  -\-  sin  (m  q) 
sin  (p  m)  4-  cos  (p m)  tg  (m  b)   ~    tg(b  m)  cos  (mq)  +  sin  (m  q) ' 

Dividiert  man  nochmals  Zähler  und  Nenner   links   mit   cos{mp)  =  cos(j)m), 
rechts  mit  cos{mq)  ^  ros (qm),  so  entsteht: 

tg(am)-}-tg(mp)    _    tg(am)-\- tg(mq) 
iff(pm)  +  tg(mb)   ~    tg(bm)-\- tg(mq)' 
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Führt  man  jetzt  für  (am)  bezw.  (hm)   stets  +{mb)  ein   und  für  Q:»m)  auch 
—  (mp),  so  wird: 

tg(mb)-\-tc/(mp)    _    tg{mq)-\- tg^ml) 
tg  (m  h)  —  ig  (mp)  fg  (m  q)  —  tg  (w;  h)  ' 

Verfährt  man  mit  dieser  Proportion  nach  dem  Lehrsatze,  dass  aus  y  = -^ 
auch  folfft   ^     ,   =  ^      ,  ,  so  erhält  man : 

°      a  —  0  c  —  «  ' 

2tg(nib)    2fg(tnq) 


2  tg  {mpi)  2  tg  {m  b)  ' 

also: 

tg  (mp)  •  tg  (m  q)  —  tg^-  {m b)  —  tg^ {am)  =  tg^  -^. 

Und  ebenso  entsteht  mit  Vertauschung  der  amphq  mit  qnbpcc 

tg{na)-tg{nb)  =  tgHnp)  =  tgHqn)  =  tg^^^- 

2.  Aus  der  vorigen  Definitionsgleichung  ergibt  sich  nach  dem  Lehr- 
Satze,  dass  aus  —  =  —  auch  folgt       '      =     _     =  —  =  — ,  die  Proportion : 

sin  {ap)    sin  (p  b)    sin  {api)  +  sin  (^J  b) 

sin(aq)         sin(bq)  sin  {a  q)  ^  sin  (b  q) ' 

Nun  ist  aber: 

a)  sin  (ap))  -\-  sin  {p  b)  =  sin  {ap)  —  sin  (bp)  =  sin  [(am)  -|-  {mp)]  —  sin  \_(bm)  -\-  {mp)] 

{a7n)-{- {m2))-\- (bni) -\- (mp)        .     {am)-\-(m2))  —  {bm)  —  (mp) 

—  ^  COS  TT •  Slft — 

2  (mp)        .    2{am)  x    •    /      x 

=:  2  cos — -  •  sm — -  =  2  cos  (mp)  sin  (a  m), 

ß)  sin  {ap)  —  sin  (lib)  z=z  sin  (ap)  -\-  sin  (bpi)  nach  demselben  Vorgange  gleich  2s/«  (mj))  cos  (am), 
y)  sin  (a  q)  -{-  sin  (b  q)  =  siti  [(«  m)  -\-  (m  q)]  -\-  sin  [(bm)  -\-  (m  q)] 

-    .     (a m)  4-  (m  q) -\-  (b  m)  -\-  (m  q)  (a m)  -j-  (m  q)  —  (b  m)  —  {m  q) 

—  A  StH — •   COS TT 

„    .    2(mq)  2(am)         ^    ■    .      .        /      v 

=  2  sin --=^  •  cos  — - — —  =  2  stn  (mq)  cos  (am), 

8)  sin{aq)  —  sin{bq)  auf  gleiche  Weise  gleich  2  cos  (mq)  sin  (am). 

Man  hat  also: 

sin  (ap)         sin  (p  b)  a  ß 


und  zwar: 
und  ebenso: 


sin  (a  q)  sin  (bq)  y  J ' 

2  cos  (mp)  sin  (am)  ,      ,  cos  (tnp) 

^    '^       ^      '    =tg{am)-        ^    ^' 


y  2  sin  (m  q)  cos  (a  m)  sin  (m  q) 

ß          2  sin  (mp)  cos  (am)               ,      ^    sin(mp) 
J—  ^^ i LJ. }: 1-  :^  cig  (fl  wj) 1 ±-L, 

(T     2  cos  (m  q)  sin  (a  m)  cos  (m  q) 


Demnach  muss  es  zu  gleichen  Werten  führen,  ob  man  von  diesen  gleichen 
Grössen  die  eine  mit  einer  andern  oder  mit  sich  selbst  multipliziert.  Geschieht 
ersteres  mit  den  beiden  letzten,  so  fällt  tg  {am) -dg  {am)  =  1  fort,  und  es  entsteht: 

cos  {mi))-sin  (mp))  2  sin  (mp)  cos  (mp)    sin  2(mp) 


sin  (tn  q)  ■  cos  (m  q)  2  sin  (m  q)  cos  (m  q)  sin  2  (m  q) 

Und  dies  wird  nach  voriger  Ueberlegung: 

sin  2  (mp)    f  sin  (ap)  1-  f  sin  (j)  b)  1- 


sin  2(mq) 


[sin  (ap)  1- r  67«  (p  b)  1- 
sin  (aq)  \  Isin  (bq)  J 
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3.  Entnimmt  man  der  letzten  Entwicklung  die  Beziehung: 

{ap)  -\-  {hp)  =  (am)  +  {mj))  +  (6m)  +  (m;;)  =  2  (mp)  -f  (a  m)  ~{mh)  =  2  (mp), 

SO  erhält  man  zuerst: 

sin  2  (mp)  —  sin  \(ap)  +  (bp)], 

folglich  entsteht  durch  Entwicklung  von  sm[(a/))-j-(6p)]: 

sin  2  (mp)  =  sin  (ap)  cos  (bp)  -\-  cos  (ap)  sin  (bj)) 

•    /      N    •    /i    \[<^os(bp)    ,     cos  (an)! 
=  sm  (ap)  sm  (bp)  [-jj^  +  ^-^J  -  siu  (ap)  sin  (bp)  [ctg  (hp)  +  ctg  (ap)], 

also  nach  Antwort  auf  Frage  19  und  Erkl.  80: 

sin  2  (mp)  =  sin  (ap)-sin  (bp)-2ctg  (qp). 

Und  somit  wird  unter  gleichzeitiger  Vertauschung  von  (tnj))  und  (qp)  mit  —  (jym) 
und  —iijq):  j 

sin  (aj))  sin  (bp)  =  -^^9  {pq.)-sin  2  (pm). 


Ebenso  muss  entstehen: 

(a  q)  -^(bq)  =  (a  m)  -{-(mq)-^  (b  m)  +  (m  q)  =  2(mq)-^  (a  m)  —  fwi  b)  —  2  (m  q), 

folglich: 

sin  2  (mq)  =  sin  [(a  q)  -f  (bq)] 

=z  sin  (a  q)  cos  (b  q)  4-  cos  (a  q)  sin  (b  q)  =  sin  (a  q)  sin  (b  q)     ^^^    ,  '^'  4-  '^^^^"'i' 

\_sin(bq)        sin(aq)\ 

=  sin  (o q)  sin  (b  q)  [ctg  (b  q)  +  ctg  (a q)]  =  sin  (a q)sin(bq)-2  ctg  (p q). 

Also  "v\ird  auch: 

sin  (a q)  sin  (bq)  =:  -^tg  (p q)  sin  2  (m  q). 


4.  Bildet  man  endlich  die  Summe  der  beiden  letzten  Gleichungen,  so  folgt: 

sin  (ap) sin  (bp)  -\-  sin  (o q)  sin  (bq)  =  —  tg  (p q)  [sin  2(pm)-{- sin  2  (m q)] 

1       ,      -,  „    .    2(pm)  +  2(mo)  2(üm)  — 2(mo)  ,      .    .  .      .        r,       . 

=  -2^^  ^^'  2^  ■  ^  *'"  2  ■  ''^^  2  "^  '^  ^^  ^^  '"  ^^  ^^  "^^  ^^P  "'^  ~  ^"'^^^ 

sin  (pq)       .    ,      .         r/       n        /       nt  •  o  /      n    cos  [(w;j)  +  (m  q)] 

—  -Sin  (7J<7)cos  [(j^m)  —  (m q)j  =z  sm- (j) q) •  -t  /    >    v     aj 


cos  (/)  2)  cos  (^^  g) 

•  o  ,-      .cos  [(mp)  +  (»» 2)1  .  o  ^      N    cos  (mp)  cos  (m  q)  —  sin  (mp)  sin  (m  q) 

=  sin^ipq) r.  ) — ^T^  =  sin-(pq) j-^^ ) — ^-^ -^^ — ^^ — i^ 

cos  [(mp)  —  (m  q)\  cos  (mp)  cos  (m  q)  -f-  sin  (mp)  sin  (m  q) 

.  o,       ^    1  —  fff(mp)tg(niq)  .  „,      ^    1  —  tg-(am)    ,         ,    „,,   „„ 

=  sn^(pq)-  ,    ,     ^^    ^  '  '^^    ^     =  stn^(pq)-  ,    ,     '^ „) '-  (vergl.  Erk  .  80) 

^^^^    1  +  tg  (mp)  tg  (mq)  ^^  ^'    1  +  tg^  (am)    "^      ^  ' 

■=.  sin^  (p  q)  •  cos  2  (a  m)  =  sin^  (j)  q)  cos  (a  b). 

Also  wird: 

sin  (ap))  sin  (bp)  +  sin  (aq)  sin  (bq)  =  sin-  (pq)  cos  {ab). 

Erkl.  76.  In  vorstehenden  Entwicklungen  treten  mehrfach  die  in  Erkl.  72  genannten  Sätze 
über  Proportionen  auf,  und  die  in  Erkl.  15^6  des  I.  Teiles  dieses  Lehrbuches  sowie  in  Erkl.  60 
zusammengestellten  Beziehungen  über  die  Vorzeichen  der  geraden  (cos)  und  ungeraden  Funk- 
tionen [sin,  tg,  ctg)  beim  Wechsel  des  Vorzeichens  des  WüSiels,  also  z.  B.: 

sin  (ptn)  =  —  sm  (j^P)^  aber  cos  (pm)  ^=  cos  (mp)  u.  s.  w. 
Ausserdem   gelangen   zur  Anwendung   die  Formeln  über  Funktionen   der  Summen   und   über 
Summen  der  Funktionen,  nämlich: 

sin  («  +  /*)  =  ■*"*  "  ^"^  ß  i  c^*  "  *'"  /*'    c^*  ("  i  Ä  ^^  ^0^  acos  ß^  sin  «  sin  ß, 
sowie : 

('  +  ß  a~  ß  ,  ^        ^         "-{-ß  a—  ß 

sin  a  -f-  sm  /?  =  2  sin  — ^ —  cos  — — ^,  cos  a  -\-  cos  ß  r=  2  cos  — - —  cos  — ^ — , 

H-\-  ß  a  —  ß  r^    .     ß  —  f*      .     ß-\- " 

sin  a  —  sin  ß  =:  2  cos  — ^-^-  sm  — - — ,  cos  u  —  cos  ß  =  2  sm  — - —  sm  — - — . 

Man  sehe  über  diese  trigonometrischen  Foi-meln  Kleyers  Lehrbuch  der  Goniometrie. 
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Erkl.  77.     Die  Gleichung: 

«  (oft) 
tg(mp)tg(mq)  =  tff^  ~^ 

erlaubt  die  Bestimmung  der  Lage  des  Strahles  q  hei  festen  Strahlen  a  und  b  und  beweglichem 
Strahle  j^  ii  noch  vorteilhafterer  Weise,  als  die  ursprüngliche  Definitionsgleichung: 

sin{ac)    sin  (ad) 

sin  (cb)  sin  (bd)  ' 

welche  den  Strahl  d  zweimal  enthält,  und  auch  einfacher  als  die  Gleichung  in  Antwort  auf  Frage  19: 

cfl/  (ef)  =  Y  [^^^  (^^*)  +  ^"^^  (^^)]   ^^^^-  ^^^^  ^^y  ("  ^)  =  y  '-^^^  ^^-^^''  "^  ^'^  ^"^'*^' 
Fällt  nämlich: 

1.  /?  in  o,  <^  (?Hj;)  =  —  ~H^'  ^'^  muss  auch  tg(mq)  =  —  tg  -^J-^  sein,  <^(??j2)  =  180 — — , 

d.  h.  q  fällt  in  die  Verlängerung  von  a ; 

2.  p  zwischen  a  und  m, ^-- —  >  {mp)  >  0,  so  muss  —  tg  — ~-  <^  tg  (tn  g)  <^  +  oo  ,   also 

<^  (m  q)  zwischen  180  —  — —^  und  90«,  d.  h.  q  liegt  zwischen  der  Verlängerung  von  a  und  dem 

Halbierungsstrahl  des  Nebenwinkels  von  (a&); 

3.  p  in  m,   {mp)  ^0,    tg  (mp)  =  0,   also  tg (mq)  =  co ,  <^  («13)  =  9Go,  d.  h.  wenn  7J  den 
Winkel  (ab)  halbiert,  so  halbiert  q  dessen  Nebenwinkel  (vgl.  Satz  7) ; 

A.  p  zwischen  m  und  b,  0<[(»(/))<^ — - — ,   0  <Cfg  {'>'P)  <^tg     „     ;  also  auch: 
X  >  <^  (m  q)  >  tg  -^,    90o  >  (m  2)  >  ^"  ^^ 


d.  h.  g»  zwischen  der  Halbierungsgeraden  des  Nebenwinkels  und  dem  Strahle  b ; 

r         -7        V,  /      N        («ft)    .    /      X        .    (oft)      1  1         ,      .  (ab)    ^      ^        (ab) 

5.  p  m  b,    <^  (mp)  —  —^,  tg  (mp)  =  tg—^,  also  auch  tg  (mq)  =  tg  ^-^,  (mq)—  ^, 

q  ebenfalls  in  6.  Während  also  der  eine  der  zugeordneten  Strahlen  den  Winkel  (ab) 
durchläuft  in  der  Richtung  von  a  über  die  Winkelhalbierende  nach  b,  so  durchläuft  der  zu- 
geordnete Strahl  den  Nebenwinkel  in  der  entgegengeseszten  Drehungsrichtung  von  der 
Verlängerung  des  Schenkels  a  über  die  Winkelhalbierende  des  Nebenwinkels  und  ebenfalls 
zum  Sehenkel  ft.  Fällt  der  eine  bewegliche  Strahl  in  einen  der  festen  Strahlen,  so  fällt  der 
andere  in  denselben  Strahl. 

ErkL  7S.    Aber  auch  zur  wirklichen  ziffernmässigen  Berechnung  von  Winkeln  harmonischer 
Strahlen  ist  die  Gleichung: 

tg  (mp)  tg  (mq)  =  tg"-  -^ 

den  beiden  andern  Gleichungen  bedeutend  vorzuziehen,  weil  man  sofort  anschreiben  kann: 

tg(mq)  —  tg"^-^ — ctg  (mp). 

Man  hat  also  eine  einfache  und  logarithmi erbare  Beziehung  für  tg(mq),  wenn  (ab')  und  (m2)) 
gegeben  sind.  Beides  war  bei  der  ersten  der  andern  Gleichungen  gar  nicht  der  Fall,  bei  der 
zweiten  nicht  in  logarithmierbarer  Form. 

Erkl.  79.    Die  zweite  Entwicklung  obenstehender  Antwort  konnte  man  auch  ihren  Ausgang 
nehmen  lassen  vom  Ergebnis  der  ersten.     Diese  liefert: 

tg'i  (am)  =  tg  (mp)  tg  (tn  q), 

also: 

tg(mp)  tg  (am)  sin(mr>)  cos  (mq)  tg(am) 

oder  — 


tg  (a  m)  tg  (m  q)  cos  (nip>)  tg  (a  m)    ~~  sin  {m  q) 

folglich  auch  durch  Vertauschung  der  beiderseitigen  Faktoren: 

sin(mp)  ,      .  cos(mp) 

~4--ctg  (am)  =      .   \      \  ■tg(am). 

cos(mq)  sin(mq) 

K  ß 

So  findet  man,  dass  —  =  -r-  (Seite  40)  ist:  dann  muss  aber  nachträglich  noch  bewiesen  werden, 
dass  beides  auch  gleich  ist: 
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sin  (ap)    sin(pb) 

sin  (o  q)  sin  (b q)  ' 

und   dazu   braucht   man   doch  wieder   die  Zerlegung  der  Winkel  (ap)  =  (am)-^- (mjj)  und  die 

Proportion  — ; — -  u.  s.  w. 
c  -{-  d 

Erkl.  80.    Das  Ergebnis  der  Antwort  auf  Frage  19  war: 

et  ff  (e/)  =  4  ['^'^  (^^)  +  ^'^  («^-)] ; 
es  lautet  in  der  hier  angenommenen  Bezeichnungsweise: 

ctg  (ab)  =  —  [ctg  (ap)  +  ctg  (a 3)], 
und  kann  mit  "Vertauschung  der  Elementepaare  a  und  b  bezw.  q  und  p  auch  geschrieben  werden: 

ctg  (qp)  =  —  [ctg  (q  b)  +  ctg  (q  a)]. 
Nach  Erkl.  61a  hat  man  aber  hierza  auch  noch  die  zwei  andern  Gleichungen: 

ctg  (b a)  =  —  [ctg  {bp)  +  ctg  (b q)]  und  ctg  (p q)  =  —  [ctg  (p a)  -\-  ctg  (p b)]. 

Ausserdem   finden   in   der  dritten  und  vierten  Entwicklung   der   vorigen  Antwort  Anwendung 
die  Formeln: 

sin  2  «  =  2  sin  a  cos  a, 
sowie: 

cos  [(p  m)  —  (»(  g)]  =  cos  [ —  Onj))  —  On  q)]  z=.  cos  [-\-  (mp)  -J-  (/«  q)] 
und 

cos  ipq)  =  cos  [ipm)  -{-  (wg)]  =  cos  [—  (pm)  —  {mq)\  =  cos  [{»12))  —  (»»2)]- 
Endlich  wird  verwendet  die  Entwicklung: 

sin-  « 
1  —  tg'^  a  cos-  u  cos^  et  —  sin-  a 


1  -\-  tg-  u  11' '""  "  ^'^^^  "  ~t"  *'""  '^ 

cos-  u 

Hier  ist  aber  der  Nenner  cos"^  u  -{-  sin-  «  =  1.  der  Zähler  cos-  a  —  sin-  «  =  cos  2«,  also  hiemach: 

1  —  tg^iam)  ^  ,       .  ,    ^. 

- — ; — ^— ^ =  cos  2  (am)  =  cos  (a  b). 

l-]-tgH((>n)  ^      ^  -     ^ 

Erkl.  81.     Vergleicht   man  die  Ergebnisse   der  vorstehenden   Antwort   auf  Frage   23    mit 

denen  der  vorhergehenden  Antwort  auf  Frage  22,  so  findet  man  ein  regelmässiges  Entsprechen 

der  Beziehungen,  nämlich: 

in  Antwort  auf  Frage  22:  in  Antwort  auf  Frage  23: 

1.  zwischen   den  Strecken  MP.   MQ.  -^AB,       1.  zwischen   den  Winkeln  {mp\  (niq),  —(ab), 

bezw.  .V^,  NB,  -jrQP;  bezw.  (na),  (nb),  -^(qp); 

2.  zwischen  den  Strecken  MP,  MQ  und  AP.    2.  zwischen  den  Winkeln  (mp),  (mq)  und  (ap), 
AQ:  PB,  BQ;  (aq):  (pb),  (bq); 

3.  zwischen  den  Strecken  AP,  BP:   PQ,  PM,    3.  zwischen  den  Winkeln  (aj;>,  (fcj:));  (pq),(pm), 

bezw.  AQ,   BQ;   PQ,  MQ;  bezw.  (aq).  (bq);  (pq),(mq); 

4.  zwischendenStrecken^P,  BP,  ^^,  £Q:  PQ.   4.  zwischen  den  Winkeln  (ap),  (bp),  (aq),  (bq); 

(pq),  (ab). 
Man  sieht  also,  dass  die  Dualität  zwar  nicht  ganz  verloren  gegangen  ist,  aber  doch  sich 
auf  das  Auftreten  der  gleichen  Elemente  in  beiderlei  Beziehungen  beschränkt.  Während  aber 
dort  stets  die  Längen  der  Strecken  in  die  Formeln  eintreten,  so  rindet  man  hier  nicht 
die  Winkel  selbst,  sondern  in  verschiedenen  Zusammenstellungen  Sinus  der  Winkel, 
Tangenten  der  Winkel,  auch  Cosinus;  aber  doch  fast  immer  trigonometrische  Funktionen 
der  Winkel  derselben  Gruppen  von  Elementen  wie  zuvor  für  die  Strecken. 

Erkl.  82.    Fasst  man  die  Ergebnisse  in  Worte,  so  erhält  man   als  Gegenüberstellung  zu 
den  Sätzen  10  und  11: 

Satz  10a.    Die  Winkel  zweier  harmonischen  Teilstrahlen  mit  dem  Hal- 
bierungsstrahl des  geteilten  Winkels  ergeben  als  Produkt  ihrer  Tangenten 
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das  Quadrat  der  Tangente  der  Hälfie  dieses  Winkels;  und  als  Quotienten  der 
Sinus  der  doppelten  Winkel  das  Quadrat  des  Teilungsverhältnisses  des 
Teilstrahlen  winkeis  durch  die  ursprünglichen  Winkelstrahlen. 

Satz  IIa.  Die  Sinus  der  beiden  Teilwinkel  (deren  Sinusquotienten  das  Verhältnis 
der  harmonischen  Teilung  ergehen)  ergeben  jeweils  dasselbe  Produkt,  als  wie  die 
halbe  Tangente  des  Teilstrahlen  winkeis  mit  dem  Sinus  des  doppelten 
Neigungswinkels  zwischen  dem  gewählten  Teilstrahl  und  dem  Halbierungs- 
strahl des  geteilten  Winkels.  —  Die  Summe  beider  Produkte  ist  gleich  dem  Produkt 
aus  dem  Quadrat  des  Sinus  des  Teilstrahlenwinkels  mit  dem  Cosinus  des  geteilten  Winkels. 


Frage  24.  Zu  was  für  Ergebnissen 
führt  die  Einbeziehung  der  Strecke  der 
beiden  Halbierungspunkte  MX 
bezw.  des  Winkels  der  beiden  Hal- 
bierungsstrahlen nu)  in  die  Unter- 
suchung? 


Figur  22. 


Antwort.  1.  Führt  man  die  Strecke 
MX  in  die  Rechnung  ein.  so  entsteht 
aus  der  Gleichung: 

Älr  =  MF-MQ 

in  Antwort  1  auf  Frage  22  die  folgende: 

Tm^  =  (MX-\-  NP)  (MN-{-  NQ), 
also: 
jJl^  =  MN^-{-  MN-  N  P+  MN-  NQ  +XP-  NQ 

—  MN^-\-  MN  {NP-{-  NQ)  +  NP-  NQ. 

Nun  ist  (siehe  Figur  21): 

NP  =QN==—  NQ, 

also: 

NP  +  NQ  =  0, 

und  ferner: 


NP-NQ  =  —  NP^ 
Dadurch  wird: 


-QN 


oder 


AM-  —  MN^  —  QN^ 


AM-^QN""  z=  MN' 


Erkl.  83.  In  Figur  21  sind  die  Punkte  AB, 
PQ,  MN  angegeben,  nicht  aber  die  Strahlen  at, 
pq,  mn.  Nun  sind  für  die  Strahlen  ah,  pq  in 
der  Figur  22  vier  Verbindungsstrahlen  eines 
ganz  beliebigen  Punktes  5  der  Ebene  mit  ABPQ 
zu  wählen,  nicht  aber  für  7nn  auch  dessen 
Verbindungsgerade  mit  MN.  Vielmehr  könnten 
die  Halbierungsstrahleu  mn  nur  in  dem  Aus- 
nahmefall die  Projekt ionsstrahlen  für  M  und 
N  sein,  dass  gleichzeitig  ASB  und  PSQ  gleich- 
schenklige Dreiecke  wären;  dies  ist  aber  ganz 
allgemein  unmöglich  und  kann  auch  im  Grenz- 
fall nur  erfüllt  werden,   wenn  S  als  unendlich 


Hiefür  kann  man  auch  schreiben: 

oder  endlich  durch  beiderseitige  Multi- 
plikation mit  4  und  Ersetzung  von  QP' 
durch  YQ': 

(2  MNf-  =  1b^  +  ¥q^. 


2.  Führt  man  den  Winkel  (mu)  in 
die  Gleichung  der  Antwort  1  auf  Frage  23 
ein,  so  liefert  die  Gleichung: 

tff^  (a  1»)  —  tg  (»tp)  tg  (m  q) 

die  folgende: 
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ferner  Schnittpunkt  der  in  J/  und  ^V  auf  A  Q 
errichteten  Senkrechten  gewählt  wird.  Dabei 
wird  der  Strahlenbüschel  SA,  SB,  SP,  SQ,  SM, 
SN  ein  Parallelstrahlenbüschel  senkrecht  zur 
Geraden  AB,  und  dies  ist  der  einzig  mögliche 
Fall,  dass  m  und  n  durch  die  Puukte  M  und  N 
hindurchgehen.  Dann  aber  kann  von  Winkel- 
grössen  in  diesem  Büschel  nicht  mehr  gesprochen 
werden. 

Erkl.  84.  Der  Schluss  der  zweiten  Ableitung 
in  nebenstehender  Antwort  könnte  auch  gemacht 
werden,  indem  man  die  Gleichung: 

tg-(am)  = -— — -- — — 

als  Proportion  behandelt: 

tg^(am)  :  1  =  u.  s.  w., 
und  diese  Proportion  als: 

a  -.b  ^  c  :  d 
umgestaltet  nach: 

h  —  a   d  —  c 

h  -\-  a  d  -\-  c' 

Dadurch  entsteht  sofort: 
1  -  tg'Jjam-) 
1  -|-  tg'^  (rt  »0 
_  1  —  tg^-{mn)  tg'-(qn)  —  tg^-{mn)  +  tg^gn) 
—  1  _  tg^{nin)  tg^ign)  +  tg''-{mn)  —  tg^iqn) 
_     [1  -  tg2(mn)][l-\-tg2(qH)] 
--  [l-^tgHmn)][l-tgHqn)]' 
und  weiter  wie  nebenstehend. 

Erkl.  85.  L'eber  die  Dualität  der  beiden 
Ergebnisse  nebenstehender  Antwort  gilt  dasselbe, 
was  in  Erkl.  81  ausgeführt  wurde;  als  Einzel- 
heit erscheint  dabei  die  gleichzeitige  Umwand- 
lung von  dem  Quadrat  von  QP  in  das  von  PQ, 
und  von  dem  Cosinus  Yonlqp')  in  den  von  (/>(;r). 
Beidemale  bringt  die  Umkehruug  der  Strecke 
bezw.  des  Winkels  keinen  Vorzeichenwechsel 
des  Ergebnisses,  weil  einmal  das  Quadrat,  das 
andere  Mal  der  Cosinus  als  gerade  Funktionen 
bei  rmkehrung  des  Arguments  gleichen  Wert 
behalten. 

Erkl.  86.  In  Worten  ausgedrückt  nehmen 
die  nebenstehenden  Ergebnisse  folgende  Form  an: 

Satz  12.  Die  Summe  der  Quadrate 
einer  harmonisch  geteilten  Strecke 
und  der  Strecke  der  Teilpunkte  ist 
gleich  dem  Quadrat  der  doppelten 
Strecke  der  Halbierungspunkte  bei- 
der Strecken. 

Satz  12a.  Das  Produkt  der  Co- 
sinuse  eines  harmonisch  geteilten 
Winkels  und  des  Winkels  der  Teil- 
strahlen ist  gleich  dem  Cosinus  des 
doppelten  Winkels  der  Halbierungs- 
strahlen beider  Winkel. 


tg-  (a  m)  =  tg  [(m  n)  -|-  {np)\  ■  tg  [(mi  » ,  -j-  ^_«  q)] 
=  tsk[(m  >i)  +  (qn)]  tg  [(mn)  —  (qn)] 
_  tgOnn)-\-tg(qn)    tg(mn)  —  tg{qn) 


also: 


\  —  tg{mn)tg(qn)   \-{-tg{)nn)tg{qn)'' 
tg'^imn)  —  tg^  (q n) 


tg^  (a  m)  = 

1  —  (g-  (mn)  tg-  (qn) 

Bildet  man  Summe  und  Differenz  jeder 
Seite  dieser  Gleichung  mit  der  Grösse 
Eins,  so  wird: 

l  +  <^2  (am) 

_  1  —  tg^(»i  71)  tg^  {q  n)^tg-{m  n)  —  tg'^jqn) 
\  —  tg'i{mn)tg^{qn) 

^  [l-{.fg2(„u,)][l-tgHqH)] 
l  —  tg- {mn)  tg-^  {qn)         ' 
1  —  tg-  {am) 

_  1  —  tg^  {m  n)  tg"-  {q  n)  —  tg^  {m  n)  +  tg2  {q  n) 

l  —  tg^{mn)tg^{qn) 
^  [l-tg2{mn)][l-\-tg2(qn)] 
l  —  tg2{mn)tg2{qn) 

Durch  Division  der  letzten  dieser 
beiden  Gleichungen  durch  die  erste  ent- 
steht unter  Wegfall  des  gemeinsamen 
Nenners : 


l  —  tg"-{mn)      14-^^2(2«) 


l  —  tg2{a,n)    _ 

1  -f-  tg^  [a  m)  1  +  tg'^  {m  n)       1  —  tg^  (q  n) 

oder  mit  Umstellung: 

1  —  tg^  {a  m)      1  —  tg^^  {q n)    _    1  —  tg"-  (m  n) 
l-\-fg^{ani)  "l-^tg^(qn)    ~~    l-{-tg^mn}  ' 

also  mit  Anwendung  der  letzten  Formel 
in  Erkl.  SO: 

cos2{ani)-cos2(qn)  =  cos2{nt)t). 

Da  nun  hierin: 

2 {am)  =  ab,    2{qn)  =l  qp  z^  — pq, 

aber : 

cos{pq)  =  cos[—{pq)], 

so  kann  man  dieses  Ergebnis  auch  in 
der  Form  schreiben : 

cos  2 {m »)  =  <^öa-  ( «  b)-cos  {pq). 
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3.  Ueber  die  Erzeugung  von  Kurven  durch  projektivisch  verwandte 

Figur  23. 


Figur  24. 


Frage  25.  Auf  welche  beiden  Arten 
kann  man  sich  eine  Kurve  überhaupt 
entstanden  denken? 

Erkl.  87.  Die  einfachsten  Beispiele  für  neben- 
stehende Definitionen  bilden  die  Punktreihe  erster 
Ordnung  und  der  Strahlenbüschel  erster  Klasse. 
Im  ersten  Falle  ist  die  Gerade  selbst  die  Kurve, 
im  zweiten  Falle  der  Punkt;  in  beiden  Fällen 
sind  Gerade  und  Punkt  auch  Träger  der  Ge- 
bilde im  bisherigen  Sinne.  Die  Durchlaufung 
der  Punktreihe  erster  Ordnung  geschieht  bloss 
durch  Verschiebung  des  Punktes  ohne 
Kichtungsänderung  dieser  Verschiebung,  d.  h. 
ohne  Drehung  des  Punktes  um  sich  selbst 
während  der  Verschiebung;  die  Durchlaufung 
des  Strahlenbüschels  erster  Klasse  geschieht 
bloss  durch  Drehung  der  Geraden  ohne 
Wechsel  des  Drehungspunktes,  d.  h.  ohne  Ver- 
schiebung der  Geraden  in  sich  selbst  während 
der  Drehung. 

Erkl.  88.  Der  Begriff  der  stetigen  Auf- 
einanderfolge ist  für  Punktreihen  ohne 
weiteres  aus  der  Anschauung  klar,  indem  man 
sich  eben  (s.  Fig.  23)  jeden  folgenden  Punkt  un- 
endlich nahe  beim  vorhergehenden  vorstellt. 
Ebenso  muss  man  sich  auch  beim  Strahlen- 
büschel (siehe  Figur  24  u.  25)  jeden  einzelnen 
Strahl  als  unendlich  nahe  benachbart  einerseits 


Antwort.  1.  Eine  Kurve  kann  man 
sich  erstens  entstanden  denken  als  eine 
stetige  oder  ununterbrochene,  sonst 
aber  vollständig  beliebige  Aufeinander- 
folge  von  Punkten,  oder  als  Weg  eines 
veränderlichen  Punktes.  Die  Kurve  ist 
in  diesem  Falle  erzeugt  als  Punktreihe 
von  beliebiger  Ordnung,  als  Punkt- 
kurve oder  Ordnungskurve;  ihre 
Elemente  sind  die  einzelnen  Punkte, 
welche  auf  der  Kurve  liegen;  die 
Kurve  ist  Träger  der  Punktreihe  oder 
der  geometrische  Ort  des  Punktes. 

2,  Eine  Kurve  kann  man  sich  aber 
zweitens  auch  entstanden  denken  als 
eine  stetige  oder  ununterbrochene,  sonst 
aber  beliebige  Aufeinanderfolge 
von  Geraden,  oder  als  Einhüllungs- 
figur oder  Enveloppe  eines  veränder- 
lichen Strahles.  Die  Kurve  ist  in  diesem 
Falle  erzeugt  als  Strahlenbüschel  von 
beliebiger  Klasse,  als  Strahlenkurve 
oder   Klassen  kurve;   ihre   Elemente 
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seinem  vorhergehenden  und  anderseits  seinem  sind  die  einzelnen  Strahlen  oder  Geraden, 

folgenden  vorstellen.     }simmt  man  dazu  Mass-         1  1,      j  •       t-  1        ••  1  1 

Vorstellungen  zu  Hilfe,   so  wird  man  dem  un-  ^^^J^    ^'^    1\"^'V^    berühren,    oder 

endlich  kleinen  Längenabstand  zwischen  zwei  Welche     die     Kurve     einhüllen,     oder 

benachbarten  Punkten  der  Punktreihe   gegen-  welche  in  Stetiger  Aufeinanderfolge  sich 

üb  erstellen  einen  unendlich  kleinen  Neigung  3-  der  Kurve  anschmiegen:   die  Kurve 

Winkel  zwischen  zwei  benachbarten  Strahlen  :^i.  rrr.A~^y,    ,i«„    Cf^„T,i^»,Kfi.«i,„i„       1 

des  Strahlenbüschels.    Vermeidet  man  die  Mass-  l^t  Trager    des   Strahlenbuschels    oder 

beziehungen,  so  führt  man  die  neu  einzuführende  1^  Übertragenem  .Sinne  auch  Avieder  der 

stetige  Aufeinanderfolge  der  Strahlen  eines  geometrische  Ort  des  Strahles. 
Strahlenbüschels  von  beliebiger  Klasse  zurück 
auf  die  als  bekannt  anzunehmende  stetige  Auf- 
einanderfolge von  Punkten  der  Punktreihe,  in- 
dem man  die  Strahlen  als  stetig  aufeinander- 
folgend auffasst,  wenn  ihre  Schnittpunkte 
auf  einer  heliebigen  Schnittgeraden  und 
zugleich  die  Schnittpunkte  je  zweier  aufeinander 
folgenden  Büsehelstrahlen  stetig  aufeinander- 
folgen, wohl  auch  wenn  ihre  Berührungspunkte 
mit  einer  Ordnungskurve  stetig  aufeinander- 
folgen. Erkl.  90.     In  der  Zeichnung  ergibt  sich 

ein  merkbarer  Unterschied  für  Ordnungskurve 
Erkl.  89.  Schon  früher  (im  I.  Teil  dieses  und  Klassenkurve.  Während  nämlich  die  Ord- 
Lehrbuches)  wurde  genannt,  dass  Ordnung  nungskurve,  dargestellt  durch  einen  kontinnier- 
einer  Punktkurve  die  Anzahl  der  Punkte  ist,  liehen  Linienzug,  ihre  sämtlichen  Punkte  zur 
welche  sie  mit  einer  Punktreihe  erster  Ordnung  Anschauung  bringt,  so  kann  man  nicht  sämtliche 
gemeinsam  haben  kann,  also  die  Höchstzahi  Strahlen  der  Klasseukurve  zeichnen,  sondern 
ihrer  Schnittpunkte  mit  einer  beliebigen  muss  immer  Zwischenräume  lassen,  solange  die 
Geraden;  dagegen  Klasse  einer  Strahlenkurve  Geraden  als  getrennte  aufgefasst  werden  sollen, 
die  Anzahl  der  Strahlen,  welche  sie  mit  einem  ]n  Figur  23  kann  man  jeden  Punkt  der  ganzen 
Strahlenbüschel  erster  Klasse  gemeinsam  haben  Kurve  als  gegeben  ansehen;  in  Figur  24  und  25 
kann,  also  die  Höchstzahl  ihrer  Tangenten  aus  erfordert  es  schon  weit  mehr  Aufmerksamkeit, 
einem  beliebigen  Punkte.  Soll  die  Art  andere  als  die  gezeichnet  vorliegenden  Strahlen 
einer  Kurve  ohne  Unterscheidung  zwischen  des  Büschels  einzutragen.  (Nur  beim  Strahlen- 
Punkt-  und  Strahlenoehilde  bezeichnet  werden,  büschel  erster  Klasse  besteht  auch  hiefür  gleiche 
so  gebraucht  man  das  Wort  Grad.  —  Beide  Leichtigkeit  wie  für  die  Punktreihe.)  Hat  man 
Unterscheidungen  werden  hinfällig,  wenn  die  gar  zwei  verschiedene  Kurven,  so  sind  die 
Anzahl  der  abzuzählenden  Elemente  unend-  Schnittpunkte  als  gemeinsame  Punkte  zweier 
lieh  wird,  z.  B.  bei  einer  Spirallinie  sowohl  kontinuierlich  gezeichnet  vorliegenden  Punkt- 
Ordnung  als  Klasse.  Solchen  Kurven  kann  kein  reihen  ohne  weiteres  aus  der  Zeichnung  erkenn- 
bestimmter Grad  zugeschrieben  werden;  sie  wer-  bar;  dagegen  die  gemeinsamen  Tangenten  als 
den  dann  in  der  geometrischen  Auffassung  wie  gemeinsame  Elemente  der  beiden  Strahlenbüschei 
in  der  analytischen  als  transcendent  be-  erfordern  auch  in  diesem  Falle  besondere  Kon- 
zeichnet, struktion. 


Frage  26.  Wie  lässt  sich  üeb  er  ein  Stimmung  herstellen  zwischen  den 
beiden  vorigen  allgemeinen  Erzeugungsweisen  einer  Kurve? 

Antwort.  Man  kann  von  den  beiden  vorigen  Erzeugungsweisen  einer  Kurve 
entweder  je  eine  auf  die  andere  zurückführen,  oder  beide  gleichwertig  neben- 
einanderstellen : 

1.  Ist  die  Kurve  als  Punktreihe  entstanden,  und  verbindet  man  einen  ihrer 
Punkte  der  Reihe  nach  mit  jedem  andern,  so  entsteht  als  Verbindungsgerade 
jedesmal  eine  Sehne  der  Kurve.  Verbindet  man  aber  den  Kurvenpunkt  mit  dem 
unendlich  nahe  benachbarten,  so  erhält  man  eine  Gerade,  welche  die  Kurve  in 
diesen  beiden  unendlich  naheliegenden,  also  zusammenfallenden  Punkten 
trifft:  Dies  ist  aber  eine  Tangente  der  Kurve.  Und  eine  solche  ist  in  jedem 
Punkte  der  Kurve  vorhanden,  so  dass  die  Gesamtheit  der  Tangenten  der  Kurve 
auch  hier  eine  ebensolche  stetige  Aufeinanderfolge  bilden  muss,  wie  die 
ihrer  Punkte.  Demnach  kann  man  sich  auch  umgekehrt  die  Punktkurve  erzeugt 
denken  nicht  nur  als  Gebilde  ihrer  Punkte,  sondern  auch  als  Einhüllungsfigur 
ihrer  Tangenten. 
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2.  Ist  die  Kurve  als  Strahlenbüschel  entstanden  (siehe  Figur  25),  und  bringt 
man  einen  der  Strahlen  der  Eeihe  nach  zum  Schnitt  mit  jedem  andern,  so 
entsteht  als  Schnittpunkt  jedesmal  ein  Punkt  ausserhalb  der  Kurve.  Schneidet 
man  aber  den  Büschelstrahl  mit  dem  unendlich  nahe  benachbarten,  so  erhält 
man  einen  Schnittpunkt,  von  welchem  an  die  Kurve  nur  diese  beiden  unendlich 
naheliegenden,  also  zusammenfallenden  Tangenten  möglich  sind:  Das  ist 
aber  ein  Punkt  der  Kurve  selbst.  Und  ein  solcher  Kurvenpunkt  ist  auf 
jedem  Büschelstrahle  vorhanden,  so  dass  die  Gesamtheit  der  Kurvenpunkte 
wieder  eine  ebenso  stetige  Aufeinanderfolge  bilden  muss,  wie  die  ihrer 
Tangenten.  Demnach  kann  man  sich  auch  umgekehrt  die  Strahlenkurve  erzeugt 
denken  nicht  nur  als  Gebilde  ihrer  Tangenten,  sondern  auch  als  Linienzug 
ihrer  Berührungspunkte. 

3.  Endlich  erscheinen  beide  Erzeugungsweisen  der  Kurven  als  gleichwertig 
nebeneinander;  wenn  man  dieselben  dualistisch  gegenüberstellt  und  demnach 
auffasst : 

die  Ordnungskurve  als  Punktreihe  die  Klassenkurve  als  Strahlenbüschel 
beliebigen  Grades,  wobei  jedem  erzeugen-  beliebigen  Grades,  wobei  jedem  erzeugen- 
den Punkte  der  Punktkurve  ein  er-  den  Strahle  der  Strahlenkurve  ein  er- 
zeugender Strahl  der  Strahlenkurve  zu-  zeugender  Punkt  der  Punktkurve  zu- 
gehört, gehört. 

Erkl.  91.     In  den  vorstehenden  Ueberlegungen   sind   die  wichtigen  Erklärungen   enthalten 
über  Kurven  p  unkt  und  Tangente  einer  Kurve.     Hiernach  ist: 
Kurvenpunkt  einer  Kurve  entweder  Tangente  einer  Kurve  entweder 

1.  einer  der  die  Kurve  erzeugenden  Punkte  1.  einer  der  die  Kurve  erzeugenden  Strah- 
der  Punktreihe,  len  des  Büschels, 

oder  oder 

2.  der  Schnittpunkt  zweier  unend-  2.  die  Verbindung sgerade  zweier 
lieh  nahe  benachbarten  Tangenten  unendlich  benachbarten  Punkte  der 
der  Klassenkurve,  Ordnuugskurve, 

«.oder  endlich  oder  endlich 

3.  ein  Punkt,  durch  welchen  eine,  aber  auch  3.  eine  Gerade,  auf  welcher  einer,  aber  auch 
nur  eine  einzige  der  die  Kurve  berührenden  nur  ein  einziger  der  die  Kurve  bildenden 
Geraden  (Büschelstrahlen)  hindurchgeht.  Punkte  (Kurvenpunkte)  liegt. 

Erkl.  92.  In  Erweiterung  des  letzteren  Gedankens  stellt  man  ferner  schon  für  einen  eng- 
begrenzteu  Teil  (ein  Bogenstück)  einer  Kurve  die  Unterscheidungen  auf: 

1.  Ein  Punkt,  durch  welchen  keine  Tangente  1.  Eine  Gerade,  auf  welcher  kein  Kurven- 
hindurchgeht, liegt  innerhalb  der  Kurve;  punkt  der  Kurve  liegt,  liegt  ganz  ausserhalb 
alle  Strahlen  durch  diesen  Punkt  schneiden  die  der  Kurve;  durch  jeden  Punkt  dieser  Geraden 
Kurve.                                                                        geheu  Tangenten  der  Kurve. 

2.  Ein  Punkt,  durch  welchen  eine  einzige  2.  Eine  Gerade,  auf  welcher  ein  einziger 
Tangente  der  Kurve  hindurchgeht,  liegt  auf  Kurvenpunkt  liegt,  berührt  die  Kurve  (als 
der  Kurve  (als  Kurvenpunkt).  Tangente). 

Legt  man  durch  diesen  Punkt  eine  Gerade         Wählt  man  auf  dieser  Geraden  einen  Punkt 

alsTräger  einer  Punktreihe,  so  bildet  der  Kurven-  als  Seheitel  eines  Strahlenbüschels,  so  bildet  die 

punkt  einen  Grenzpunkt  in  der  Punktreihe,  auf  Tangente  einen  Grenzstrahl  im  Strahlenbüschel, 

dessen  einer   Seite  die  Punkte  innerhalb,   auf  auf  dessen  einer  Seite  die  Strahlen  ausserhalb 

dessen  anderer  Seite  die  Punkte  ausserhalb  der  der  Kurve  verlaufen,  auf  dessen  anderer  Seite 

Kurve  liegen.  die  Strahlen  die  Kurve  schneiden. 

3  Ein  Punkt,  durch  welchen  zw  ei  Tangenten         3.  Eine  Gerade,  auf  welcher  zwei  Punkte 

dt-r  Kurve   hindurchgehen',  liegt  ausserhalb  der  Kurve  liegen,  schneidet  die  Kurve:  die 

der  Kurve:  der  Strahlenbüschel,  welcher  diesen  Punktreihe,  welche  diese  Gerade  zum  Träger  hat, 

Punkt  zum  Scheitel  hat,  wird  durch  die  beiden  wird   durch  die  beiden  Kurvenpunkte  in  zwei 

Tangenten  in  zwei  Winkelräume  getrennt,   in  Streckenräume  getrennt,   in   deren    einem   alle 

deren  einem  alle  Strahlen  die  Kurve  schneiden,  Punkte  ausserhalb  der  Kurve  liegen,  während 

während  im  anderen  alle  Strahlen  ausserhalb  der  im   anderen   alle  Punkte  innerhalb   der  Kurve 

Kurve  liegen.  hegen. 
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Erkl.  93.  Auch  die  Durchlaufungen  der  Panktreihe  und  des  Strahlenbüschels  von  be- 
liebigem Grade  (vergl.  Erkl.  87)  können 'dualistisch  gegenübergestellt  werden  unter  Anwendung 
unendlich  kleiner  Strecken  und  Winkel,  und  zwar  tritt  bei  jeder  der  beiden  Erzeugungsweisen 
beiderlei  Art  von  unendlich  kleinen  Grössen  auf.  Wird  nämlich  einerseits  die  Punkt  kurve 
durchlaufen,  so  wird  der  veränderliche  Funkt  verschoben:  aber  nach  jeder  Verschiebung  um  eine 
unendlich  kleine  Strecke  auf  der  die  Richtung  der  Verschiebung  angebenden  Geraden  wird  diese 
Gerade  auch  wieder  um  einen  unendlich  kleinen  Winkel  um  den  Punkt  gedreht,  so  dass  jede 
der  aufeinanderfolgenden  unendlich  geringen  Verschiebungen  des  Punktes  in  einer  von  der 
vorhergehenden  unendlich  wenig  verschiedenen  Richtung  erfolgt.  Wird  anderseits  die  Strahlen- 
kurve durchlaufen,  so  wird  der  bewegte  Strahl  gedreht:  aber  nach  jeder  Drehung  sm  einen 
unendlich  kleinen  Wiukel  um  den  als  Drehungsmittelpunkt  dienenden  Punkt  wird  dieser  auch 
wieder  um  eine  unendlich  kleine  Strecke  auf  der  Geraden  verschoben,  so  dass  jede  der  auf- 
einanderfolgenden unendlich  geringen  Drehungen  des  Strahles  um  einen  vom  vorhergehenden 
unendlich  wenig  entfernten  Drehungspunkt  erfolgt. 

Frage  27.  Wie  entstehen  Kurven  als  Erzeugnisse  projektivischer 
Gebilde? 

Autwort. 

1.  Hat  man  zwei  projektivisch  ver-  1.  Hat  man  zwei  projektivisch  ver- 
wandte Punktreihen  in  schiefer  Lage  wandte  Strahlenbüschel  in  schiefer  Lage 
und  verbindet  jeden  Punkt  der  und  bringt  jeden  Strahl  des  einen 
einen  mit  dem  zugeordneten  Punkt  zum  Schnitt  mit  dem  zugeordneten 
der  andern,  so  erhält  man  eine  stetige  Strahle  des  andern,  so  erhält  man 
Aufeinanderfolge  von  Verbindungsgera-  eine  stetige  Aufeinanderfolge  von  Schnitt- 
den,  und  zwar  einen  Strahlenbüschel  punkten,  und  zwar  eine  Punktreihe 
zweiter  Klasse.  zweiter  Ordnung. 

2.  Werden  nämlich  die  beiden  Punkt-  2.  Werden  nämlich  die  beiden  Strah- 
reilien  von  einem  beliebigen  Punkte  lenbüschel  mit  einer  beliebigen  Ge- 
aus  projiciert.  so  entstehen  durcli  diesen  raden  geschnitten,  so  entstehen  auf 
Punkt  als  gemeinsamem  Scheitel  dieser  Geraden  als  gemeinsamem  Trä- 
zwei  projektivisch  verwandte  Strahlen-  ger  zwei  projektivisch  verwandte  Punkt- 
büschel: und  von  den  zugeordneten  reihen;  und  von  den  zugeordneten  Punkte- 
Strahlenpaaren  dieser  beiden  Büschel  paaren  dieser  beiden  Punktreihen  können 
können  nach  Antwort  auf  Frage  12  zu-  nach  Antwort  auf  Frage  12  zusammen- 
sammenfallen  kein  Paar  oder  ein  Paar  fallen  kein  Paar  oder  ein  Paar  oder 
oder  zwei  Paar,  aber  nicht  mehr.  Denn  zwei  Paar,  aber  nicht  mehr.  Denn 
wenn  drei  Paar  zusammenfielen,  so  wenn  drei  Paar  zusammenfielen,  so 
müssten  alle  zusammenfallen,  und  dann  müssten  alle  zusammenfallen,  und  daim 
könnten  die  beiden  gegebenen  Punkt-  könnten  die  beiden  gegebenen  Stiahlen- 
reihen  sich  nicht,  wie  vorbestimmt,  in  büschel  sich  nicht,  wie  vorbestimmt,  in 
schiefer,  sondern  müssten  sich  in  per-  schiefer,  sundern  müssten  sich  in  per- 
spektivischer Lage  befinden  mit  die-  spektivischei-  Lage  befinden  mit  diesem 
sem  Büschelscheitel  als  Perspektivitäts-  Träger  der  Piinktreihen  als  Perspektivi- 
scheitel, tätsachse. 

Nun  sind  aber  die  in  eine  Gerade  Nun  sind  aber  die  in  einen  Punkt 
zusammenfallenden  Strahlenpaare  dieser  zusammenfallenden  Punkte  dieser  beiden 
beiden  Strahlenbüschel  mit  gemeinsamem  Punktreihen  mit  gemeinsamem  Trä<rer 
Scheitel  nichts  anderes  alsVerb  in  dungs-  nichts  anderes  als  Schnittpunkte  ent- 
geraden entsprechender  Punkte  sprechender  Strahlen  der  beiden 
der  beiden  gegebenen 'Punktreihen;  und  gegebenen  Strahleubüschel;  und  folglich 
folglich  können  von  den  Verbindungs-  können  von  den  Schnittpunkten  ent- 
geraden entsprechender  Punkte  jener  sprechender  Strahlen  jener  zwei  Stralilen- 
zwei  Pimktreihen  entweder  keine  oder  büschel  nur  entweder  keiner  oder  einer 
nur  eine  oder  höchstens  zwei  durch  oder  höchstens  zwei  auf  eine  be- 
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einen  beliebig  gewählten  Punkt  gehen  liebig  gewählte  Gerade  fallen  oder 
oder  von  diesem  Punkte  ausgehen:  Das  auf  dieser  Geraden  enthalten  sein:  Das 
heisst  aber  in  anderer  Ausdrucksweise,  heisst  aber  in  anderer  Ausdrucksweise, 
dass  die  Gesamtheit  der  Verbin-  dass  die  Gesamtheit  der  Schnitt- 
dungsgeraden entsprechender  punkte  entsprechender  Strahlen 
Punkte  zweier  projektivisch  ver-  zweier  projektivisch  verwandten 
wandten  Punktreihen  in  schie-  Strahlenbüschel  in  schiefer  Lage 
fer  Lage  einen  Strahlenbüschel  eine  Punktreihe  zweiter  Ordnung 
zweiter  Klasse  bilden.  bilden. 

3.  Da  die  perspektivische  und  ebenso  die  vereinigte  Lage  je  als 
ein  besonderer  Fall  der  schiefen  Lage  anzusehen  sind,  so  werden  auch  die 
Erzeugnisse  projektivisch  verwandter  Gebilde  in  perspektivischer  Lage  und 
ebenso  die  Erzeugnisse  projektivisch  verwandter  Gebilde  in  vereinigter  Lage, 
also  mit  zusammenfallendem  oder  gemeinsamem  Träger,  als  besondere  oder 
singulare  Fälle  der  Kurven  zweiten  Grades  aufgefasst.  Man  nennt  dieselben 
dann  degenerierte  oder  entartete  oder  ausgeartete  Kurven. 

Durch  solche  Erweiterung  des  Begriffs  der  Kurven  zweiten  Grades  gelangt  man 
dazu  (vergl.  Erkl.  98),  als  Strahlenkurve  zweiter  Klasse  mitzuzählen  eine 
einzelne  Gerade  (vielfach  gezählt)  oder  zwei  getrennte  Punkte  („eingehüllt" 
durch  die  Gesamtheit  aller  Strahlen  der  Strahlenbüschel,  welche  diese  Punkte 
als  Scheitel  haben),  und  als  Punktkurve  zweiter  Ordnung  einen  einzelnen 
Punkt  (vielfach  gezählt)  oder  zwei  getrennte  Gerade  (erfüllt  durch  die  Ge- 
samtheit aller  Punkte  der  Punktreihen,  welche  diese  Geraden  als  Träger  haben). 

Erkl.  94.  Die  Untersuchungen  des  vorliegenden  Abschnitts  dieses  Lehrbuches  zeichnen 
sich  aus  durch  eine  weitgehende  Durchführbarkeit  der  dualistischen  Gegenüberstellung. 
Daher  könnten  die  meisten  Antworten  in  doppelter  Ausführung  nebeneinandergestellt  werden; 
manchmal  (z.  B.  im  dritten  Abschnitt  der  vorstehenden  Antwort)  kann  sogar  die  Ausdrucksweise 
so  gewählt  werden,   dass   sie  für  beide  Auffassungsweisen  in  gleichem  Wortlaut  Geltung  hat. 

Erkl.  95.  Der  Begriit  der  stetigen  Aufeinanderfolge  der  Verbindungsgeraden  bezw. 
Schnittpunkte,  welche  die  Kurve  zweiten  Grades  bilden,  wird  erfüllt  nach  den  Ausführungen  der 
vorhergehenden  Antworten  und  Erklärungen.  Sowohl  die  Strahlen  des  Strahlenbüschels  zweiter 
Klasse  als  die  Punkte  der  Puuktreihe  zweiter  Ordnung  folgen  in  ebenso  unendlich  enger  Nach- 
barschaft aufeinander,  wie  die  Punkte  bezw.  Strahlen  der  erzeugenden  Punktreihen  bezw. 
Strahlenbüschel,  insbesondere  ist  also  auch  die  Aufeinanderfolge  der  Strahlen  des  Strahlen- 
büschels zweiter  Klasse  zurückgeführt  auf  die  Punktfolge  in  der  Punktreihe ;  sie  ist  nämlich 
eine  ebenso  stetige,  wie  diejenige  ihrer  Schnittpunkte  mit  der  erzeugenden  Punktreihe. 

Erkl.  96.  Die  Erzeugnisse  der  projektivischen  Grundgebilde  sind  Gebilde  zweiten  Grades, 
weil  der  Nachweis  erbracht  werden  kann,  dass  von  den 

Verbindungsstrahlen  der  entsprechenden  Punkte  Schnittpunkten     der    entsprechenden    Strahlen 

zweier  projektivischen  Punktreihen  in  schiefer  zweier  projektivischen  Strahlenbüschel  in  schiefer 

Lage  nicht  mehr  als  zwei  durch  einen  beliebig  Lage  nicht  mehr  als  zwei  auf  einer  beliebigen 

gegebenen  Punkt  gehen  können,  oder  mit  andern  Geraden  liegen  können,  oder  mit  andern  Worten, 

Worten,  dass  an  die  Kurve  zweiter  Klasse  von  dass   die  Kurve  zweiter  Ordnung  mit   einer 

einem    beliebigen   Punkte    aus   nicht  beliebigen    Geraden    nicht    mehr    als 

m  ehr  als  zwei  T  angenten  gelegt  wer-  zwei   Schnittpunkte  haben  kann. 
den  können. 

Erkl.  96  a.  Es  steht  in  Uebereinstimmung  mit  den  früheren  Ausführungen  der  Erkl.  92,  und 
wird  später  noch  zum  Gegenstand  besonderer  Erörterung,  dass 

ein  Punkt,  aus  welchem  an  eine  Klassenkurve  keine,  eine  oder  zwei  Tangenten 
gehen,  innerhalb,  auf  oder  ausserhalb  der  Kurve  liegt,  und  ebenso 

eine  Gerade,  welche  mit  einer  Ordnungskurve  keinen,  bezw.  einen,  oder  zwei  Schnitt- 
punkte hat,  ganz  ausserhalb  verläuft,  bezw.  die  Kurve  berührt  oder  schneidet. 


Ueber  die  Erzeugung  von  Kurven  durch  projektivisch  verwandte  Gnindgebilde.         öl 
Ueber   ausgeartete   Kurven   zweiten   Grades    erhält   man   folgende   Fest- 


Erkl.    97. 

Stellungen : 

1.  Liegen  zwei  projektivische  Punktreihen 
perspektivisch,  so  sind  Verbindungsstrah- 
len entsprechender  Punkte  erstens  sämtliche 
Strahlen  durch  den  Perspektivitätsscheitel,  und 
zweitens  jede  Gerade  durch  den  wegen  der  per- 
spektivisclien  Lage  sich  selbstentsprechenden 
Schnittpunkt  beider  Träger.  An  Stelle  des 
Strahlenbüschels  zweiter  Klasse  entstehen  also 
zwei  Strahlenbüschel  erster  Klasse,  und 
diese  umhüllen  (als  Kurve)  ihre  Scheitelpunkte, 
nämlich  den  Perspektivitätsscheitel  und  den 
Schnittpunkt  der  Träger  der  erzeugenden  Punkt- 
reihen, —  also  zwei  getrennte  Punkte. 

2.  Liegen  zwei  Punktreihen  auf  gemein- 
samem  Träger,   so   fällt  jede   Verbindungs- 


1.  Liegen  zwei  projektivische  Strahlenbüschel 
perspektivisch,  so  sind  Schnittpunkte  ent- 
sprechender Strahlen  erstens  sämtliche  Punkte 
auf  der  Perspektivitätsachse,  und  zweitens  jeder 
Punkt  auf  der  wegen  der  perspektivischen  Lage 
sich  selbstentsprechenden  Verbindungsgeraden 
beider  Scheitel.  An  Stelle  der  Punktreihe 
zweiter  Ordnung  entstehen  also  zwei  Punkt- 
reihen erster  Ordnung,  und  diese  erfüllen 
(als  Kurve)  ihre  Träger,  nämlich  die  Perspek- 
tivitätsachse und  die  Verbindungsgerade  der 
Scheitel  der  erzeugenden  Strahlenbüschel,  also 
zwei   getrennte   Geraden. 

2.  Gehen  zwei  Strahlenbüschel  durch  einen 
gemeinsamen    Scheitel,     so    fällt    jeder 

gerade  entsprechender  Punkte  mit  dem  Träger  Schnittpunkt  entsprechender  Strahlen  mit  dem 
zusammen,  diese  einzelne  Gerade  selbst  gilt  Scheitel  zusammen,  dieser  einzelne  Punkt 
als  Kurve.  selbst  gilt  als  Kurve. 

Allgemeine  Sätze  über  Kurven  zweiten  Grades  müssen  also  auch  für  diese  singnlären  Fälle 
Geltung  behalten. 


Frage  28.  Welche  Bestimmungs- 
stücke sind  für  eine  Kurve  zweiter 
Klasse  erforderlich,  und  wie  kann  man 
daraus  beliebig  viele  Elemente  (Tan- 
genten) einer  solchen  auffinden?. 

Erkl.  98.  Sind  t^  h  die  beiden  Träger 
(siehe  Figur  26),  und  dem  Punkte  A^  zugeordnet 
Punkt  A.,,  ebenso  B.,  zu  B^  und  i/,  zu  //,,  so 
ist  in  der  Auswahl  des  zu  einem  ganz  beliebigen 
J,  zugehörigen  Punktes  A.^  eine  erste  Will- 
kürlichkeit, in  der  Wahl  des  zu  beliebigem 
B^  zugehörigen  Punktes  B.,  die  zweite,  in  der 
Wahl  von  H.,  (zu  i/,)  die  dritte  Willkürlichkeit. 
Dazu  kommt  die  Wahl  der  beiden  Träger,  also 
im  ganzen  fünffache  Auswahl.  Zu  glei- 
chem Ergebnis  gelangt  man,  wenn  man  erst  die 
Träger  und  dann  die  drei  Tangenten  A^A.,, 
B^B.2,  H^Hj  je  als  willkürliche  Elemente  aus- 
wählt, indem  dann  die  Schnittpunkte  dieser  drei 
Tangenten  auf  den  Trägern  als  zugeordnete 
Punkte  der  Punktreihen  zu  nehmen  sind.  Man 
schliesst  hieraus  sofort,  dass  es  fünffach  un- 
endlich viele  Kurven  zweiter  Klasse  in  einer 
Ebene  geben  muss. 

ErkL  99.  Die  iu  den  Teilen  2  bis  5  neben- 
stehender Antwort  ausgeführten  Konstruktions- 
weisen liegen  durchaus  im  Rahmen  der  schon 
im  vorigen  L  Teile  dieses  Lehrbuches  enthaltenen 
Methoden.  Aber  eines  ist  erst  durch  die  Hinzu- 
nahme der  Lehre  von  den  harmonischen  Punkten 
ermöglicht,  nämlich  die  Eindeutigkeit  (Ant- 
wort der  Fragen  10  bis  12  dieses  Bandest  der 
Zeichnung  je  nach  verschiedener  Wahl  der 
Hilfselemente.  So  konnte  schon  auf  Grund  des 
vorigen  Bandes  gewählt  werden  ein  Scheitel- 
paar .s\  und  So  auf  H^  H^,  und  dann  mittels  i^ 
zu  jedem  Punkt  auf  t^  der  zugeordnete  auf  ^., 
gefunden  werden.  Nicht  möglich  war  aber  inner- 


Antwort.  1.  Da  eine  Kurve  zweiter 
Klasse  bestimmt  wird  durch  zwei  Punkt- 
reihen erster  Ordnung,  so  sind  zur  Be- 
stimmung der  Kurve  erforderlich  die 
beiden  Träger  der  Punktreihen  und 
drei  Paare  einander  zugeordneter 
Punkte  auf  beiden  Reihen,  denn 
hierdurch  ist  dann  die  Verwandtschaft 
zwischen  allen  Punktepaaren  der  Punkt- 
reihen festgelegt.  Die  drei  gegebenen 
zugeordneten  Punktepaare  liefern  aber 
durch  ihre  Verbindungsgeraden  drei  Tan- 
genten der  Kur\'e;  und  so  kann  manaucli 
sagen,  die  Kurve  sei  bestimmt  durch  An- 
gabe der  beiden  Träger  und  dreier 
Tangenten  der  Kurve,  oder  der 
beiden  Träger  und  dreier  Strahlen  des 
Strahlenbüschels  zweiter  Klasse. 

um  nun  aus  diesen  gegebenen 
Stücken  t^  mit  Ä^B^ll^  und  t.,  mit 
A,,B.,II.^  (siehe  Figur  26)  beliebig  viele 
weitere  Elemente  (Tangenten)  der 
Kurve  zu  finden,  hat  man  noch  zu  jedem 
weiteren  Punkte  der  einen  Punkt  reihe 
den  entsprechenden  der  anderen  zu  su- 
chen  und  beide  Punkte   zu   verbinden. 

2.  Zu  dem  Zwecke  wählt  man  zu- 
nächst auf  einem  beliebigen  der  drei  ge- 
gebenen Verbindungsstrahlen. Ij^o,  Bi^.,, 
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halb  des  Rahmens  der  rein  geometrischen 
Betrachtungen  des  vorigen  Bandes  der  Nachweis, 
dass  bei  Wahl  anderer  Scheitelpunkte  als  S', 
und  ^2  —  ob  auf  H^H.,  verändert,  oder  auf 
Ä^  A.^  öder  B^  B,,  verlegt  —  deunoch  zu  jedem 
Punkt  auf  <j  derselbe  Punkt  auf  ^2  gefuiiden 
■würde,  als  wie  zuvor.  Vielmehr  musste  dazu 
entweder  die  metrische  Beweisführung  mittels 
der  Doppelverhältnisse  zur  Anwendung  gelangen 
(Erkl.  \b'^  im  I.  Baude  dieses  Lehrbuches),  oder 
es  musste  zurückgehalten  werden,  bis  durch  die 
Theorie  der  harmonischen  Beziehung  auch  auf 
rein  geometrischem  Wege  die  Eindeutigkeit  der 
projektivischen  Zuordnung  auf  Grund  dreier 
zugeordneten  Elementenpaare  gezeigt  werden 
konnte.  Dieser  einzige  Punkt  isi  die  Veran- 
lassung, dass  nicht  das  vorliegen'le  ilritre  Kapitel 
dieses  Lehrbuches  vor  dem  ersten  (und  zweiten) 
abgehandelt  wird ;  die  Kurveutheorie  als  solche 
könnte  thatsächlich  vorangestellt  werden 


Erkl.  100.  Die  nebenstehende  Ausführung 
bildet  die  srhon  in  Erkl.  ll'J  des  I.  Teils  dieses 
Lehrbuchs  angeküudigteUmänderung  jener  Kon- 
struktion, in  welcher  nieht  gegebeii  t^tnS^S.j^, 
und  gesucht  A^^,  £,.,  etc.,  sondern  gegeben 
i^t.,Ay^B^^C^^,  gesucht  die  zur  Vermittlung  nö- 
tigen Elemente  S^S.^t^,.  Die  wichtigste  Stelle 
dieser  Ueberleguug  bildet  dann  die  Erkennung 
der  perspektivischen  Lage  der  Büsihel  ö', 
und  S.,  und  ihrer  Perspektivitätsachse  t^^. 
Man  hat  also  in  der  Figur  stets'  sorgfältig 
darauf  zu  achten,  wo  die  Strahlen  S^A^,  ^\.-^2J 
S,  jB,,  S.2B^;  S^C^,  S.-,C\  verlaufen  und  einander 
schneiden  —  auch  wenn  diese  Strahlen  nicht  alle 
selbst  eingezeichnet  werden.  So  ist  in  Figur  27 
S^B^  und  ^'2^2  nicht  aus?.' ezogen ,  weil  auch 
so  erkannt  werden  kann,  dass  B^  der  Schnitt- 
punkt der  erstereu  mit  52^2'  ^^^^  ^1  j*'öcr  ^^^' 
letzteren  mit  .S,  C,. 


HiH^  zwei  beliebige  Punkte  S^S^  als 
Scheitel  zweier  Büschel,  durch  welche 
die  Reihen  t^  und  f.,  projiziert  werden; 
und  da  nach  Voraussetzung  ^,  Ä  t^ ,  so 
muss  auch  S^  7\  S^  werden.  Nimmt  man 
»S'i  für  t^  und  S.^  für  t.^  auf  H^K^,  so 
sind  die  Strahlen  des  Büschels  S^  die 
Geraden  *S  1.4 j,  S^B^,  -S\if,  und  die  pro- 
jektivisch  zugeordneten  Strahlen  des  Bü- 
schels ^'2  die  Geraden  S.2A.2,  ^2^2^  ^2^r 
Da  aber  *S\  und  iS.^  auf  H^  H.^  liegen,  so 
fallen  iS^H^  und  S^H^  in  dieselbe  Ge- 
rade, sind  also  selbstentsprechend; 
und  deshalb  ist  nicht  nur  S^  7\  ^S,  >  son- 
dern ;Si  A  aS^  ,  d.  h.  die  Büschel  »S^  und 
^'2  sind  projektivisch  verwandt  in  per- 
spektivischer Lage. 

3.  Die  Schnittpunkte  entsprechender 
Strahlen   der   beiden   Büschel,    nämlich 

»S\^,  und  'S'o^sj  ^'^i-^i  ^^^^  ^2^-2J  ^1^1 
und  S^H^  müssen  also  auf  einer  Ge- 
raden ^0  liegen;  und  als  Punkte  dieser 
Geraden  kennt  man  schon  die  Schnitt- 
punkte der  beiden  ersten  Paare,  also 
ist  auch  die  Gerade  f^,  nämlich  die  Per- 
spektivitätsachse der  Büschel  *S'i*S'2j 
bekannt,  sie  ist  nämlich  die  Verbin- 
dungsgeiade  der  Schnittpunkte  der  Strah- 
lenpaare *S',^i  und  -^2^2,  sowie  S^B^^ 
und  -^'o^o.  Als  Schnittpunkt  der  Strahlen 
>S'j  //j  und  No  H.2  gilt  dann  auch  der  Schnitt- 
punkt von  i/ji/a  niit  t^;  und  die  Reihe 
der   auf  #„  entstehenden   Schnittpunkte 
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Erkl.  101.  In  Figur  26  und  27  sind  jeweils 
nur  für  einige  wenigen  Punkte  die  entsprechen- 
den konstruiert  und  verbunden,  z.  B.  zu  ge- 
gebenem P,  auf  t^  der  Punkt  P^  auf  t.,  oder 
zu  gegebenem  Q,  auf  t^  der  Punkt  Q^  auf  <,. 
In  Figur  28  dagegen  ist  für  eine  grössere  Zahl 
von  Punkten  dasselbe  geschehen  mittels  der- 
selben Grundelemente  S^S^t,,,  wie  in  Figur  27. 
so  dass  man  einen  Einblick  erhält  in  die  wirk- 
liche Entstehung  des  Strahlenbüschels  zweiter 
Klasse  bezw.  der  Kurve.  Weitere  Einzelheiten 
über  verschiedene  Lage   der   Elemente  u.  s.  w. 


bildet  eine  Punktreihe,  welche  sowohl 
mit  .s\  als  S.^  projektivisch  in  perspek- 
tivischer Lage  ist. 

4.  Die  Auffindung  weiterer  zugeord- 
neten Punktepaare  auf  /,  und  f.,  geschieht 
also  nach  der  Zeichnungsvorschrift: 

^  Ä  ^i  A  ^0  A  ^t  Ä  ^' 
oder  umgekehrt  (s.  Antwort  auf  Frage  31 
des  I.  Teiles  dieses  Lehrbuches).  Und 
die  Tangenten  der  Kurve  sind  die  Ver- 
bindungsstrahlen entsprechender  Punkte 
beider  Reihen. 

5.  Die  Figur  wird  besonders  einfach, 
wenn  man  für  S^  und  8'o  gerade  auf 
A^A.,  die  Schnittpunkte  mit  den  beiden 
andem  Tangenten  B^B.,  und  (\C.^  wählt 
(siehe  Figur  27):  dann  wird  der  Schnitt- 
punkt von  .s',Z^i  und  S.,B^  selbst  zu  .ßj, 
der  Schnittpunkt  von  SfC,  und  S„C^ 
zu  Co,  und  /,)  wird  zur  Verbindungs- 
geraden von  i^,C\,  so  dass  das  Ein- 
zeichnen neuer  Linien  möglichst  ver- 
mieden wird. 
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findet  man  in  der  Aufgabensammlung  am  6.  Als  Ergebnis  der  Konstruktion 
Schlüsse  dieses  Teiles.  Man  vergleiche  auch  g^.jj^jt^  ^^^  ^^^^^  2U  jedem  Punkt  der 
Erkl.  113  und  114.  ^^^^^  -^^-j^^   ^^^  entsprechenden  Punkt 

der  andern,  bezw.  die  Verbindungsgerade 
dieser  beiden  Punkte,  oder  mit  andern 
Worten,  zu  jedem  beliebigen  Punkte 
eines  Trägers  die  von  ilim  ausgebende 
Tangente  der  Kurve.  Man  findet  also 
nicht  ganz  beliebige  Tangenten 
der  Kurve,  sondern  nur  solche  Tangenten, 
deren  Ausgangspunkt  auf  einem 
der  Träger  voraus  gegeben  ist. 


Frage  29.  Welche  Beziehung  zur 
Kurve  haben  die  Träger  der  Punkt- 
reilien  f-^t.,  und  ihr  Schnittpunkt? 


Erkl.  102.  Nach  der  ursprünglichen  De- 
finition (Antwort  auf  Frage  27)  besteht  der 
Strahlenbüschelzweiter  Klasse  aus  der  Gesamtheit 
der  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte 
beider  Träger  f^f.^.  Wenn  also  Träger  t^  selber 
die  Punkte  jE",  und  E.,,  Träger  f,  die  Punkte  Z>i 
und  Z).,  verbindet,  so  muss  der  Träger  auch  eine 
Tangente  der  Kurve  sein.  —  Dass  umgekehrt 
auch  jede  der  vorher  gegebenen  Tangenten  der 
Kurve  als  Träger  aufgefasst  werden  kann, 
ist  damit  noch  nicht  nachgewiesen.  Der  Beweis 
dafür,  dass  auch  diese  Umkehrung  richtig  ist, 
wird  in  der  Antwort  der  nächsten  Frage  30 
erbracht. 

Fiffur  29. 


Erkl.  103.  Lässt  man  die  Tangente  A^  A.-, 
längs  der  Kurve  wandern,  so  erhält  man  jeweils 
einen  Schnittpunkt  auf  dem  Träger  t^.  Nur 
einmal  ist  dieser  Schnittpunkt  unbestimmt, 
indem  die  Tangente  mit  dem  Träger  selbst  zu- 
sammenfällt. Da  aber  der  Schnittpunkt  un- 
mittelbar vor  dem  Zusammenfallen  auf  der 
einen  Seite  des  Punktes  E^.  unmittelbar  nach 
dem  Zusammenfallen  auf  der  andern  Seite 
desselben  Punktes  gelegen  ist,  so  wird  man  für 
das  Zusammenfallen  selber  den  Punkt  E,   als 


Antwort.  1.  Bezeichnet  man  mit 
D^E.y  den  Schnittpunkt  beider  Träger, 
je  nachdem  derselbe  als  Punkt  von  tj^ 
oder  t^  aufgefasst  wird,  so  hat 

Punkt  Dj^  auf  f^  auch  einen  ent- 
sprechenden Punkt  i>.,  auf  f.,.  und 

Punkt  jE'o  auf  t.^  auch  einen  ent- 
sprechenden Punkt  i^j  auf  f^. 

Und  die  Verbindungsgerade  der  Punkte 
D^D.^  fällt  zusammen  mit  f. 2,  die 
Verbindungsgerade  von  E^E^  fällt  zu- 
sammen mit  ty  Demnach  sind  auch 
die  Träger  ^j  und  t.^  selbst  Ver- 
bin d  u  n  g  s  g  e  r  a  d  e  entsprechender 
Punkte  beider  Punktreihen,  und 
somit  Tangenten  der  Kurve  oder 
Strahlen  des  Strahlenbüschels 
zweiter  Klasse,  wie  jeder  andere 
der  Strahlen  A^Ä^,  B^B.^,  C^C.^  u.  s.  w. 

2.  Betrachtet  man  der  Reihe  nach 
die  Punkte  auf  dem  Träger  f^  welcher 
nach  vorigem  Ergebnis  eine  Tangente 
der  Kurve  ist,  so  findet  man,  dass 

durch  Punkt  Ä^  zwei  Tangenten 
gehen,  nämlich  erstens  der  Träger  f^ 
und  zweitens  ^1^2? 

durch  Punkt  5,  zwei  Tangenten 
gehen,  nämlich  erstens  der  Träger  f^ 
und  zweitens  B^B^, 

durch  Punkt  C^  zwei  Tangenten 
gehen ,  nämlich  erstens  der  Träger  t^ 
und  zweitens  C^C.^,  u.  s.  w. 

Dagegen  geht  durch  Punkt  L\  nur 
eine  Tangente,  indem  nach  vorigem 
der  Träger  f^  und  E^E.^  zusammen- 
fallen. Demnach  ist  Punkt  E^  ein  sol- 
cher Punkt  auf  einer  Tangente,   durch 
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Schnittpiinkt  anzusehen  haben;  und  so  stellt 
sieh  der  Berührungspunkt  E^  dar  als 
Schnittpunkt  zweier  unendlich  nahe- 
gelegenen Tangenten,  zweier  unendlich 
nahe  benachbarten  Strahlen  des  Strahlenbüschels 
zweiter  Klasse  (vergl.  Erkl.  91). 

Erkl.  104.  Das  A  u  f  s  u  c  h  e  n  des  Berührungs- 
punktes der  Kurve  auf  einem  Träger  fällt  nach 
vorigem  zusammen  mit  der  einfachen  Aufgabe, 
den  entsprechenden  Punkt  zum  Schnittpunkt 
der  Träger  zu  linden.  Diese  Eigenschaft  des 
Berührungspunktes  (der  auch  „Stützpunkt-'  der 
Kurve  genannt  wird)  gibt  später  Veranlassung 
zu  einer  Reihe  weiterer  Erörterungen  und  Auf- 
gaben. 


welchen  ausser  dieser  einen  Tangente 
keine  weitere  geht,  und  folglich  muss 
E^  der  Berührungspunkt  auf  der 
Tangente  ^,  sein  (vergl.  Antwort  auf 
Frage  26  und  Erkl.  92).  Auf  Grund 
genau  gleichlautender  Ueberlegung  findet 
man,  dass  auch  D.^  auf  /..Berührungs- 
punkt auf  dem  Träger  f.,  ist. 


Frage  30.   Welche  Beziehung  haben 
die  Kur  ventaugenten  und  die  Träger? 

Figur  30. 


Erkl.  105.  Da  nach  nebenstehender  Ueber- 
legung für  jede  Tangente  dasselbe  gilt,  was 
von  den  Trägern,  so  hat  auch  jede  Tangente 
ihren  Berührungspunkt,  und  zwar  einen 
einzigen.  Denn  wegen  der  nachgewiesenen 
Eindeutigkeit  der  projektivischen  Verwandt- 
schaft kann  für  denjenigen  Punkt  einer  Tan- 
geute, durch  welchen  bei  Zuordnung  zu  einem 
ersten  Träger  nur  ein  einziger  Büschelstrahl 
hindurchgeht,  bei  Zusammenfassung  mit  einem 
verschiedenen  Träger  nicht  noch  eine  zweite 
Tangente  hinzukommen,  d.  h.  die  Taugente  kann 
durch  verschiedene  Gruppierung  mit  andern 
Tangenten  als  Trägern  nicht  verschiedene  Be- 
rührungspunkte erhalten:  Hiernach  kann  also 
die  als  Tangentengebilde  entstandene  Kurve 
auch  aufgefasst  werden  als  Punktgebilde 
der  sämtlichen  Berührungspunkte  ihrer 
Tangenten. 

Erkl  106.  Betrachtet  man  die  Figur  25 
im  Vergleich  mit  Figur  28  auf  Grundlage  des 
nebenstehenden  Ergebnisses,  so  sieht  man,  dass 
in  Figur  25  zwei  ganz  beliebige  der  vorhan- 
denen Geraden  als  Träger  ausgewählt  werden 
dürfen:  jedesmal  schneidet  die  Gesamtheit  der 
die  Kurve  einhüllenden  Geraden  zwei  projek- 
tiviseh  verwandte  Punktreihen   auf  denselben 


Antwort.  Wie  in  voriger  Antwort 
gezeigt  wurde,  dass  die  Träger  gleich- 
bedeutend sind  mit  Tangenten,  so 
kann  man  auch  beweisen,  dass  jede 
der  Tangenten  gleichbedeutend  ist 
mit  den  Trägern.  Zu  dem  Zweck  be- 
achte man,  dass  schon  in  Figur  26  bezw. 
27  die  Punkte  S^  und  S.,  die  Eigenschaft 
zeigten,  dass  die  Geraden  Pi>'i,  P^^i 
durch  denselben  Punkt  der  Geraden  /„ 
bezw.  -B1C2  gingen.  Wählt  man  statt 
der  Tangente  .4 1^2  ^i^^^  andere  an  die- 
selbe Kurve  (s.  F'igur  30)  und  nimmt 
wieder  für  S^  und  S^  deren  Schnittpunkte 
mit  h  und  c,  so  bleibt  im  übrigen  die 
ganze  Figur  dieselbe  und  es  müssen 
wieder  die  neuen  Strahlen  P^S^  und 
P^ß^  durch  einen  Punkt  derselben 
Geraden  B^C.^  hindurchgehen,  denn  da 
die  Tangenten  B^B.,  und  (\r.,  beibe- 
halten werden,  so  bleibt  auch  die  Ge- 
rade B^C,  dieselbe.  Denkt  man  sich  so 
die  Tang'ente  a  stetig  verändert ,  so 
wechseln  auch  stetig  die  Punkte  .S,  und 
S.,  auf  h  und  c,  und  die  Punkte  P,  und 
P.,  werden  zu  Scheiteln  zweier 
Büschel,  deren  entsprechende  Strahlen 
einander  auf  B^C,  treffen,  welche  also 
diese  Gerade  f^  zur  Perspektivitätsachse 
haben.  Wegen  letzterer  Eigenschaft  sind 
die  beiden  Büschel  durch  P,  und  P^ 
projektiviseh,  und  ebenso  sind  hiernach 
die  beiden  Punktreihen  ^ß^'>^^"  und 
^'„^V-S.,"  projektiviseh,  welche  von 
den 'Punkten  -S,  und  6'.,  auf  den  beiden 
Tangenten  b  und  <■  durchlaufen  werden. 
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aus,  auf  denen  der  entsprechende  Punkt  zum 
Schnittpunkt  der  Berührungspunkt  ist.  —  Würde 
man  also  die  Kurve  bezw.  den  Strahlenbüschel 
zweiter  Klasse  als  gegeben  ansehen  dürfen, 
so  wäre  die  Herstellung  zweier  projektivisch 
verwandten  Puuktreihen  dadurch  sofort  bewerk- 
stelligt, dass  man  zwei  beliebige  der  Tan- 
genten als  Punkte  oder  Träger,  und  ihre 
Schnittpunkte  mit  den  andern  als  zugeordnete 
Punkte  wählt. 

Erkl.  107.  Umgekehrt  verlieren  die  Träger 
der  den  Strahlenbüschel  zweiter  Klasse  erzeu- 
genden Punktreihen  vollständig  ihre  ausgezeich- 
nete Stellung  und  treten  in  die  Gesamtheit 
aller  übrigen  Projektionsstrahlen  entsprechender 
Punktepaare  als  völlig  gleichwertige  Elemente 
ein.  Auf  jeder  dieser  Tangenten  gibt  es  in 
ihrer  unendlichen  Erstreckung  lauter  Punkte, 
aus  welchen  noch  eine  zweite  Tangente  an  die 
Kurve  geht ;  die  einzige  Ausnahme  bildet  der 
Berührungspunkt.  —  Denkt  man  sich  also  auf 
weissem  Zeichenblatt  alle  Tangenten  als  schwarze 
Geraden  ausgezogen ,  so  werden  die  Geraden 
dasjenige  unendlich  grosse  Gebiet  der  Ebene 
schwarz  überdecken,  aus  dessen  Punkten  zwei 
Tangenten  an  die  Kurve  gehen,  dasjenige  un- 
endlich oder  endlich  ausgedehnte  Gebiet  aber  weiss 
lassen,  aus  dessen  Punkten  keine  Tangenten 
an  die  Kurve  gehen,  und  die  Grenze  zwischen 
diesem  schwarzen  und  weissen  Gebiet  wird  ge- 
bildet durch  diejenigen  Punkte .  aus  welchen 
nur  eine  einzige  Tangente  an  die  Kurve  geht. 
Der  geometrische  Ort  dieser  Punkte ,  nämlich 
der  Berührungspunkte  der  Tangenten,  liefert 
dann  diejenige  Kurve  als  Punktgebilde,  welche 
als  Strahlengebilde  erzeugt  ist  durch  die  Ver- 
bindungsgeraden der  entsprechenden  Punkte 
der  projektivisch  verwandten  Punkte :  als 
Strahlenbüschel  zweiter  Klasse. 


Diese  Punkte  bilden  aber  nichts  anderes, 
als  die  Punktreihe  der  Schnittpunkte 
einer  beliebigen  veränderlichen 
Tangente  a  auf  den  zwei  festge- 
haltenen Tangenten  h  und  c;  und 
daher  findet  man  das  wichtige  Ergebnis, 
dass  nicht  nur  auf  den  Trägern,  sondern 
auf  jedem  beliebigen  Paare  von  Kurven- 
tangenten durch  die  Schnittpunkte  mit 
einer  beliebigen  veränderlichen  Tangente 
zwei  projektivisch  verwandte 
Punkt  reihen  gebildet  werden.  So- 
mit kann  jedes  beliebige  Tangenten- 
paar gewählt  werden  als  Trägerpaar 
zweier  projektivisch  verwandten  Punkt- 
reihen, deren  entsprechende  Punkte  zu 
Yerbindungsgeraden  die  Strahlen  des 
Strahlenbüschels  zweiter  Klasse  haben. 


Frage  31.  Welche  Folgerungen  er- 
geben sich  aus  den  vorigen  Erörterungen 
für  die  Bestimmungsstücke  einer 
Tangentenkurve? 

Erkl.  108.  Es  ist  dringend  erforderlich, 
sich  zu  merken,  dass  die  nebenstehenden  drei 
Arten  der  Bestimmung  einer  Kurve  dazu  nöti- 
gen, die  Kurve  als  Kl  asseukurve,  d.  h.  in 
der  Auffassung  als  Strahlenbüschel  zu  konstru- 
ieren —  nicht  als  Punktkurve.  Dieser  Unter- 
schied kehrt  später  wieder  in  der  Gegenüber- 
stellung der  Konstruktionen  nach  dem  Satze  von 
Brianchon  oder  dem  von  Pascal  —  erstere  für 
den  Strahlenbüschel  zweiter  Klasse ,  letztere 
für  die  Punktreihe  zweiter  Ordnung. 

Erkl.  109.  Für  eine  abgekürzte  Ausdrucks- 
weise ist  es  erwünscht,  eine  bestimmte  Bezeich- 
nungsweise für  den  Fall  zu  haben,  dass  ein 
Kurveupunkt  mit  seiner  Berührungs- 
geraden  bezw.  eine  Tangente   mit   ihrem 


Antwort.  1)  Da  eine  Kurve  als 
Strahleubüschel  zweiter  Klasse  bestimmt 
ist  durch  Festlegung  der  projektivischen 
Verwandtschaft  zwischen  den  beiden 
Punktreihen  auf  zwei  Trägern,  so  hatte 
man  (siehe  Antwort  auf  Frage  28)  als 
erste  Bestimmungsweise  drei  zu- 
geordnete Punktepaare  auf  beiden  Trä- 
gern, oder  mit  andern  Worten  fünf  Tan- 
genten, von  denen  zwei  als  Träger, 
die  andern  als  Erzeugende  projektivischer 
Punktepaare  aufzufassen  wären. 

2.  Ist  unter  jenen  Punktepaaren  der 
Schnittpunkt  der  beiden  Punktreihen 
als  Punkt  der  einen  Eeihe  enthalten, 
also  A,B,D,  und  A,B,D.,  in  Figur  27 
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Berührungspunkt  in  vereinigter  Lage  bis  30,  SO  kennt  man  die  beiden  Träffer, 
gemeint  sein  sollen.  Dazu  eignet  sich  eine  Ein-  .,„^  /^ir,««-.  /^r^^.^^iv.,.«  a  ,,  ü  -i 
klammerung  beider  Elemente  T  und  F,  also  ^uf  einem  derselben  den  Beiulirungs- 
(TP).  Hiernach  sind  die  drei  Bestimmungsarten  punkt,  und  dazu  nocli  die  beiden  Tan- 
der Klassenkurve:  genten  A^A^  und  B^B^.  Dies  ercäbt 
TTTTT,   TTT(TP),   T(TP){TP).  als  zweite  Bestimmungsweise:  vier 

Tangenten  und  auf  einer  derselben 

Erkl.  110.    Gegenüber  den  Bezeichnungen  in  den  Berührungspunkt, 
den  Figuren  27  bis  30   muss  durch  die  neben-         3   TTnter  den  o-eo-ebenen  PiniktHnflarpn 

stehende   zweite  und   dritte  Bestimmungsweise  ,      ^'      .,      't^"  gegeoenen  ^unKtepaai  en 

eine  Aenderung   in  der  Weise   eintreten,   dass  ^^J^^l  ^ICll  aber  der  tScluilt tpunkt  der 

für  die  Scheitelpunkte   S^s^   nicht   mehr  die  beiden   Punktreihen   als  Punkt   beider 

Schnittpunkte  der  drei  Tangenten  ^,  yl,,  5,  ß,,  Keihen     befinden,     also     A.D.E,     und 

C.Co  zur  Verfügung  stehen.     Auf  Grund   der  j    n   V  in  Trimn' 07  v.io  qa.  ri^««  i,nt  r.,<,„ 

Antwort  auf  Frlge  29   kann   man   aber   dafür  ;^2;^-2^2  ^  t  igur  2  <  bis  30;  dann  hat  man 

auch  mit  gleichem  Erfolge  der  Vereinfachung  ^^^^^  1  rager,  auf  jedem  derselben  den 

der  Figur  die  Schnittpunkte  mit  t,  und  f.,  neh-  Berührungspunkt,  und  dazu  noch  die  eine 

men;  dadurch  fällt  der  Träger  <„  Z.B.  im  dritten  Tangente  ^ij^.,.    Dies  ergibt  als  dritte 

Falle  auf  die  Verbindungsgerade  i),£;     Näheres  ßestimmungsweise:     drei    Tangen- 

hierüber    tindet     man    m    den    Ivonstruktions-  ,  j         F  •         j  11.  t 

aufgaben  der  Aufgabensammlung  am  Schlüsse  ^^n  Und  aut   zweien   derselben   den 

dieses  Teils.  Berührungspunkt. 


Frage  32.  Welche  Bestimmungs- 
stücke sind  für  eine  Kurve  zweiter 
Ordnung    erforderlich,   und  wie   kann 

man    daraus    beliebig    viele    Elemente       Antwort.    1.  Da  eine  Kurve  zweiter 
(Kurvenpunkte)    einer    solchen    auf-  Ordnung  bestimmt  ist  durch  zwei  Strahlen- 
finden? büschel  erster  Klasse,  so  sind  zur  Bestim- 
mung der  Kurve  erforderlich  die  beiden 

Erkl.  111.  Die  Auswahl  der  Elemente  s„  Scheitel  der  Strahlenbüschel  und 
.s.„  «,  und  rt.„  b,  und  K,  h,  und  /i,  ergibt  auch  drei  Paare  einander  zugeordneter 
hier  fiinffache  Willkürlichkeit  indem  die  Strahlen  in  beiden  Büscheln,  denn 
Scheitel    S,    und    .">.,    beliebig    o-ewahlt    werden    ,  .      ,       i      •  x     t      t  ix     i,   A 

können,  und  ebenso  -  wenn  drei  Strahlen  des  luerdurch  ISt  die  \  erwandtschaft  ZWl- 
Büschels  s;  festgestellt  sind,  zu  jedem  ein  be-  sehen  allen  Stralilenpaaren  der  Strahlen- 
liebig  auszuwählender  Strahl  des  Büschels  s.;  büschel  festgelegt.  Die  drei  gegebenen 
zuzuordnen  ist.  Man  zieht  also  den  Schluss,  zugeordneten  Strahlenpaare  liefern  aber 
dass  es  fünffach  unendlich  viele  Kurven  zweiter  ■,  '^  ,  -i  ^  o  i  ut-,  „,  k+^  a.^:  d.,,,i.+^ 
Ordnung  in  der  Ebene  geben  kann  Hiernach  durch  ihre  Schnittpunkte  drei  Punkte 
wird  auch  die  Bestimmung  der  Kurven  zweiten  der  Kurve,  und  SO  kann  man  auch  sagen, 
Grades  stets  durch  fünf  willkürliche  Ele-  die  Kurve  sei  bestimmt  durch  Angabe 
mente   zu  geschehen  haben.     Und  diese  fünf  (jgj,     beiden     Scheitel     und     dreier 

müssen  je  nach  der  Konstruierbarkeit  der  Kur-    -.^ ,  ^„,.„„u  +  o    ,^;i.:>,^  ri^ii^  i-.^;/loi-.  *«:,.1.ü; 

ven  ausgewählt  werden  unter  Punkten  und  Kurvenpunkte  üdei  dei  beiden  Schei- 
Tangenten,  einzeln  oder  in  vereinigter  Lage.      tel    uud   dreier   Punkte   der  Punktreihe 

zweiter  Ordnung. 

Erkl.  112.    Der  Inhalt  der  Antworten  auf       Um   nun   aus    diesen    gegebenen 

Frage  32  bis  35  bildet  die  genaue  dualistische  £>,,..  ,         a-i.ii     „„^  o    ^,;+  ..  h  7. 

Uebitragung  der  Antworten  auf  Frage  28  bis  Stücken  .S,  mit  .v  ^Ä    und  b    mit  a,bju 

31.    Wegen  der  räumlichen  Hindernisse  ist  die  (siehe  Figur  31)   beliebig  Viele  weitere 

Gegenüberstellung  auf  gleicher  Seite  vermieden,  Elemente  (Kurvenpunkte)  der  Kurve  ZU 

und   erst  in   der  Zusammenfassung  in  Antwort  ^^ideil,  hat  man  noch  ZU  jedem  weiteren 

auf  Frage  36  zur  Anwendung  gebracht.  Qtvnlilp    dps   piiipn   Str^hlenbüschels  den 

Es  gelten  daher  für  nebenstehende  Antwort  ötiaüie   aes   einen  onanienuuscnei!>  ueu 

auch    dieselben    grundsätzlichen   Erörterungen,  entsprechenden    Strahl    des    andern    ZU 

welche  in  Erkl.  99  und  100  über  die  Eindeutig-  suchen  und  beide  Strahlen  zum  Schnitt 

keit  der  Konstruktionen  und  deren  Vergleichung  ^^  bringen. 

mit  früheren  gemacht  wurden.    Die  Figuren  2H  „      .^      7wPok  wihlt  man  /linächst 

und  31    sind  dieselben,   wie   die  Figuren  1!)  ^    2.  ZU  üem  Z-^^eck  ^^anlt  man /iiiacnsi 

id  20  des  ].  Teils.    Während  aber  dort  ge-  durch  einen  beliebigen  der  drei  gegebenen 


unc 
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Figur  31. 


geben  sind  die  Elemente  S^S^tif^fo-  gesucht  0., 
zu  Oj.  &,  zu  fcj.  u.  s.  w.,  so  sind  hier  gegeben 
a, «,;  fcjfeo.  hji,  (das  letztere  Elementenpaar  so 
bezeichnet,  weil  es  in  gleicher  Bedeutung  ver- 
wandt wird,  wie  in  der  Antwort  31  bezw.  32  des 
I.  Teils).  Dazu  müssen  dann  die  Vermittlungs- 
elemente gesucht  werden  und  unter  diesen  bilden 
die  wichtigste  Gruppe  die  in  perspektivi- 
scher Lage  befindlichen  Punktreihen  f^  und  f^. 


Erkl.  113.  Analog  den  Figuren  27  uod  28 
sind  auch  in  Figur  31  und  82  nur  für  einige 
Strahlen  die  entsprechenden  konstruiert ,  in 
Figur  33  dagegen  für  eine  grössere  Zahl  und 
zwar  mittels  derselben  Elemente  wie  in  Figur  32. 

Vergleicht  man  die  Gruppierung  der  Ele- 
mente in  Figur  27,  28  bezw.  in  Figur  32,  33 
mit  der  Bezeichnung  der  Elemente  in  Figur  26 
bezw.  31,  so  findet  man,  dass  die  Vereinfachung 
der  Figuren  27  bezw.  32  dadurch  erzielt  ist, 
dass  nicht  nur  für  die  Elemente  H,  h  der 
Figuren  26,  31,  sondern  auch  für  die  Elemente 
/,  i,  K,  k  entsprechende  Verwendung  stattfindet. 
Während  nämlich  der  Träger  /„  in  Figur  26 
bezw.  S',,  in  Figur  31  bestimmt  wird  durch  be- 
liebige Elemente  Ä,  a.  B,  h .  so  wird  f„  in 
Figur  27  bezw.  ,%  in  Figur  82  bestimmt  durch 
Elemente  entsprechend  den  Elementen  liKk 
in  Figur  26  bezw.  31.  Man  hat  also  die  Ver- 
einfachung dadurch  erzielt,  dass  die  Elemente 
AaBbCc  nicht  als  beliebige  verwendet  werden, 
sondern  in  derjenigen  Eigenschaft,  welche  in 
den  früher  allgemeinen  Figuren  den  Elementen 
Hh.  li,  Kk  zukam  wegen  ihrer  besonderen  Lage 
(vergl.  auch  die  Aufgaben  78  und  82  der  Auf- 
gabensammlung des  I.  Teils). 


Schnittpunkte  («1  a^)  (b^  b.^)  (h  ^  h.^  zwei  be- 
liebige Geraden  t^t.^  als  Träger  zweier 
Punktreilien,  auf  welche  die  Büschel  >S'j 
und  aSo  sich  projizieren ;  und  da  nach  Vor- 
aussetzung S-^Tk  S.2,  so  muss  auch  t^7\t.2 
werden.  Legt  man  f^  für  >S\  und  f.^  für  S.^ 
durch  {hji.^,  so  sind  die  Punkte  der 
Reihe  f^  die  Schnittpunkte  {f^a^.  {t^b^, 
(fjii),  und  die  projektivisch  zugeordneten 
Punkte  der  Reihe  t^  die  Schnittpunkte 
(^2 «2);  (^2^2)»  (h^2)'  ^^  3,lso  tj^  und  f. 2 
durch  (lijij)  gehen,  so  fallen  (tji^)  und 
(^2^2)  in  denselben  Punkt,  sind  also 
selbstentsprechend;  und  deshalb  ist 
nicht  nur  t^J^t^,  sondern  t^7\t.2,  d.  h. 
die  Punktreihen  t^  und  t.,  sind  projektivisch 
verwandt  in  perspektivischer  Lage. 
3.  Die  Verbindungsgeraden  entspre- 
chender Punkte  der  beiden  Reihen,  nämlich 
(^i«i)  und  {t.2(to),  (fibj)  und  {f.^b.^),  (t^hj) 
und  (^2 ^^2)  iiiüssen  also  durch  einen 
Punkt  Sq  gehen;  und  als  Strahlen 
durch  diesen  Punkt  kennt  man  schon 
die  Verbindungsgeraden  der  beiden  ersten 
Paare,  also  ist  auch  der  Punkt  8^,  näm- 
lich der  Perspektivitätsscheitel  der 
Reihen  tj^t.^  bekannt,  er  ist  nämlich  der 
Schnittpunkt  der  Verbindungsgeraden 
der  Schnittpunkte  (^i«i)  und  {t^cto)  so- 
wie (^i^i)  und  (^2^2)-  -^Is  Verbindungs- 
gerade der  Punkte  (^1/^1)  und  (^2 ''2)  S^^ 
dann  die  Verbindungsgerade  von  {Jijh) 
mit  SqI   und  der  Büschel  der  durch  .% 


Teber  die  Erzeugung;  von  Kurven  durch  projektivisch  verwandte  Grundgebilde.  5g 


Erkl.  114.  In  Bezug  auf  die  Auswahl  der 
Elemente  AaBbC'c  zu  den  gegebenen  Trägern 
^j  f.,  bezw.  Scheiteln  S^  S.^  ist  zu  beachten,  dass 
von  den  drei  Tangenten    von  den  drei  Punkten 


1.  keine  durch  den 
Schnittpunkt  der  Trä- 
ger ^j  to  gehen  darf, 
weil  sonst  der  Punkt 
Z>j  £■.,  selbstentsprech- 
end und  die  beiden 
Reihen  t^  t.y  in  perspek- 
tivischer Lage  wären: 

2.  keine  zwei  durch 
denselben  Punkt  eines 
Trägers  gehen  dürfen, 
weil  sonst  einem 
Pxinktezwei  andere  zu- 
geordnet sein  würden. 


(rt,  «o)  (bi  ^,.)  (c,  c.,) 

1.  keiner  auf  der  Ver- 
bindungsgeraden der 
Scheitel  ,S',  S.,  liegen 
darf,  weil  sonst  der 
Strahl  rf,  e,  selbstent- 
sprechend und  die  bei- 
den Büschel  Si  S,  in 
perspektivischer  Lage 
wären; 

2.  keine  zwei  auf 
demselben  Strahl  eines 
Büschels  liegen  dürfen, 
weil  sonst  einem 
Strahl  zwei  andere  zu- 
geordnet sein  würden. 


Figur  32. 


entstandenen  Geraden  bildet  einen  Strah- 
lenbüschel, welcher  sowohl  mit  /,  als  f., 
projektivisch  in  perspektivischer  Lagt-  ist. 

4.  Die  Auffindung-  weiterer  zugeord- 
neten Strahlenpaare  von  N,  und  N^,  ge- 
schieht also  nach  der  Zeichnungsvor- 
schrift: 5\  A  <i  Ä  •S'o  A  ^2  ^  ^2 '  oder  um- 
gekehrt Tsielie  Antwort  auf  Frage  32  des 
I.  Teils).  Und  die  Punkte  der  Kurve 
sind  die  Schnittpunkte  entsprechender 
Strahlen  beider  Büschel. 

5.  Die  Figur  wird  besonders  einfach, 
wenn  man  für  /,  und  f^  gerade  die 
Verbindungsgeraden  von  (a^a.^)  mit  den 
beiden  andern  Kurvenpunkten  (b^h.^)  und 
(c^c.,)  wählt  (siehe  Figur  32):  dann  wird 
die  Verbindungsgerade  von  (^1^,)  und 
(^2^2)  selbst  zu  6,,  die  Verbindungsgerade 
von  (t^r^)  und  (ioC^)  zu  c^,  und  .S„  wird 
zum  Schnittpunkt  von  (^i^.,),  so  dass 
die  Einzeiclinung  neuer  Linien  möglichst 
vermieden  wird. 

6.  Als  Ergebnis  der  Konstruktion  er- 
hält man  dann  zu  jedem  Strahl  des  einen 
Büschels  den  entsprechenden  Strahl  des 
andern  bezw.  den  Schnittpunkt  dieser 
beiden  Strahlen,  oder  mit  andern  ^^'orten 
zu  jedem  beliebigen  Strahle  eines  Büschels 
den  auf  ihm  liegenden  Kurvenpunkt.  Man 
findet  also  nicht  ganz  beliebige  Punkte 
der  Kurve,  sondern  nur  solche  Kurven- 
puukte,  deren  Verbindungsstrahl  mit 
einem  der  Scheitel  vorausgegeben  ist. 


Figur  33. 
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Frage  33.  Welche  Beziehung'  zur 
Kurve  haben  die  Scheitel  der  Strahlen- 
büschel /S'16'2  und  ihr  Verbindungs- 
strahl? 

Figur  34. 


Erkl.  115.  Nach  der  ursprünglichen  Defi- 
nition (siehe  Antwort  auf  Frage  27)  besteht  die 
Punktreihe  zweiter  Ordnung  aus  der  Gesamtheit 
der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  beider 
Büschel  S^S.^.  Wenn  also  S,  selber  der  Schnitt- 
punkt von  t'j  und  e.^,  Scheitel  S^  Schnittpunkt 
von  dj  und  d^  ist,  so  muss  der  Scheitel  auch 
ein  Punkt  der  Kurve  sein.  —  In  der  Antwort 
der  folgenden  Frage  34  wird  allgemein  gezeigt 
werden,  dass  auch  umgekehrt  jeder  der  gege- 
benen Kurvenpunkte  als  Scheitel  aufgefasst 
werden  kann. 


Erkl.  116.  Lässt  man  den  Kurvenpunkt 
(öjao)  längs  der  Kurve  wandern,  so  erhält  man 
jeweils  einen  Verbindungsstrahl  mit  dem  Scheitel 
Sy  Nur  einmal  ist  dieser  Verbindungsstrahl 
unbestimmt,  indem  der  Kurvenpunkt  mit  dem 
Scheitel  selbst  zusammenfällt.  Da  aber  der  Ver- 
bindungsstrahl  unmittelbar  vor  dem  Zusammen- 
fallen auf  der  einen  Seite  der  Geraden  e,,  un- 
mittelbar nach  dem  Zusammenfallen  auf  der 
andern  Seite  derselben  Geraden  gelegen  ist, 
so  wird  man  für  das  Zusammenfallen  selber 
die  Gerade  e,  als  Verbindungsgerade  anzusehen 
haben;  und  so  stellt  sich  die  Taugente  e^  dar 
als  Verbindungsgerade  zweier  einander 
unendlich  nahe  gelegenen  Kurven- 
punkte, zweier  unendlich  nahe  benachbarten 
Punkte  der  Punktreihe  zweiter  Ordnung. 


Erkl.  117.  Das  Aufsuchen  der  Tangente 
der  Kurve  in  einem  Scheitel  fällt  nach  vorigem 
zusammen  mit  der  einfachen  Aufgabe,  den  ent- 
sprechenden Strahl  zum  Verbindungsstrahl  der 
Scheitel  zu  finden.  Diese  Eigenschaft  der  Tan- 
gente findet  vielfache  Verwendung,  da  hierdurch 
die  Tangente  in  einem  Kurvenpunkt  der  Ord- 
nungskurve ebenso  auftreten  kann  wie  ein  Strahl 
des  Büschels. 


Antwort.  1.  Bezeichnet  man  mit  d^e^ 
den  Verbindungstrahl  der  beiden  Scheitel, 
je  nachdem  derselbe  als  Strahl  von  6\ 
oder  Sg  aufgefasst  wird,  so  hat 

Strahl  r/j  durch  S^  auch   einen  ent- 
sprechenden Strahl  ^2  durch  5.,,  und 
Strahl   ßo  durch  S^  auch   einen   ent- 
sprechenden Strahl  e^  durch  S^. 
Und  der  Schnittpunkt  der   Strahlen 
f?iC?2    fällt    zusammen   mit   S.,,    der 
Schnittpunkt  von  e^e^  fällt  zusammen 
mitiS'j.  Demnach  sind  auch  die  Scheitel- 
punkte /S^  und  S'a  selbst  Schnitt- 
punkte   entsprechender    Strahlen 
beider  Büschel  und  somit  Punkte 
der  Kurve  oder  Punkte  der  Punkt- 
reihe   zweiter   Ordnung-,   wie  jeder 
andere   der   Schnittpunkte  (a^^a.^)  (hj)^ 
(CjCg)  u.  s.  w. 

2.  Betrachtet  man  der  Eeihe  nach  die 
Strahlen  durch  den  Scheitel  8^,  welcher 
nach  vorigem  Ergebnis  ein  Punkt  der 
Kurve  ist,  so  findet  man,  dass 

auf  Strahl  a^  zwei  Kurvenpunkte 
liegen,  nämlich  erstens  der  Scheitel 
*S\  und  zweitens  {a^a^), 
auf  Strahl  h^  zwei  Kurvenpunkte 
liegen,  nämlich  erstens  der  Scheitel 
aS\  und  zweitens  (h^h^, 

auf  Strahl  c^  zwei  Kurvenpunkte 
liegen,  nämlich  erstens  der  Scheitel 
Sy  und  zweitens  (c^  c^,  u.  s.  w. 

Dagegen  liegt  auf  dem  Strahl  e^  nur 
ein  Kurvenpunkt,  indem  nach  dem 
vorigen  der  Scheitel  S^  \m^{e^e^  zu- 
sammenfallen. Demnach  ist  Stahl  e^ 
ein  solcher  Strahl  durch  einen  Kurven- 
punkt, auf  welchem  ausser  diesem 
einen  Kurvenpunkt  kein  weiterer 
liegt,  und  folglich  muss  e^  die  Tan- 
gente durch  den  Kurvenpunkt  S^ 
sein  (vergl.  Antwort  auf  Frage  26  und 
Erkl.  92).  Auf  Grund  genau  gleich- 
lautender Ueberlegung  findet  man,  dass 
auch  d^  durch  S^  Tangente  im 
Scheitel  >S'    ist. 
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Frage  34.  Welche  Beziehung  haben 
die  Kurvenpunkte  und  die  Scheitel'? 


Figur  35. 


Erkl.  118.  Da  nach  nebenstehender  L'eber- 
legung  für  jeden  Kurvenpunkt  dasselbe  gilt, 
wie  von  den  Scheiteln,  so  hat  auch  jeder 
Kurvenpunkt  seine  Berührungsgerade,  und 
zwar  eine  einzige:  denn  wegen  der  Eindeutig- 
keit der  projektivischen  Verwandtschaft  kann 
auf  demjenigen  Strahl  eines  Kurvenpunktes,  auf 
welchem  bei  Zuordnung  zu  einem  ersten  Scheitel 
nur  ein  einziger  Kurvenpuukt  liegt,  bei  Zu- 
sammenfassung mit  einem  verschiedenen  Scheitel 
nicht  noch  ein  zweiter  Kurvenpuukt  hinzukom- 
meu,  d.  h.  der  Kurvenpunkt  kann  durch  ver- 
schiedene Gruppierung  mit  andern  Kurven- 
punkten als  Scheiteln  nicht  verschiedene  Tan- 
genten erhalten.  Hiernach  kann  also  die  als 
Punktgebilde  entstandene  Kurve  auch  aufgefasst 
werden  als  Tangentengebilde  der  unend- 
lich vielen  Berührungsgeraden  ihrer 
Kurvenpunkte. 

Erkl.  119.  Betrachtet  man  die  Figur  33 
im  Vergleich  mit  der  Figur  einer  beliebigen 
Punktkurve  zweiter  Ordnung  (z.  B.  Figur  23), 
so  zeigt  das  nebenstehende  Ergebnis,  dass 
mau  zwei  ganz  beliebige  der  vorhandenen 
Kurvenpunkte  als  Büschelscheitel  wählen  darf: 
jedesmal  liefert  die  Gesamtheit  der  Kurvenpunkte 
als  Verbindungsgeraden  zwei  projektivisch  ver- 
wandte Strahlenbüschel,  in  denen  der  entspre- 
chende Strahl  zum  Verbindungsstrahl  die  Tan- 
gente ist.  —  Würde  man  also  die  Kurve  bezw. 
die  Puuktreihe  zweiter  Ordnung  als  gegeben 
ansehen,  so  wäre  die  Herstellung  zweier  projek- 
tivisch verwandten  Strahlenbüschel  dadurch  so- 
fort bewerkstelligt,  dass  man  zwei  beliebige  der 
Kurvenpunkte  als  Büschelscheitel  und  ihre 
Verbindungsgeraden  mit  den  andern  als  zuge- 
ordnete Strahlen  wählt. 

Erkl.  120.  Umgekehrt  verlieren  die  Scheitel 
der  die  Punktreihe  zweiter  Ordnung  erzeugenden 
Strahlenbüschel  vollständig  ihre  ausgezeichnete 


Antwort.  Wie  in  der  vorigen  Ant- 
wort gezeigt  wurde,  dass  die  Scheitel 
gleichbedeutend  sind  mit  Kurven- 
punkten, so  kann  man  auch  beweisen, 
dass  jeder  Kurvenpunkt  gleich- 
bedeutend ist  mit  den  Scheiteln. 
Zu  dem  Zweck  beachte  man,  dass  schon 
in  Figur  31  bezw.  32  die  Geraden  tj., 
die  Eigenschaft  aufweisen,  dass  die 
Schnittpunkte  (p/j)  und  {pj.;)  auf  der- 
selben Geraden  durch  den  "Punkt  S'^ 
bezw.  (ö^c,)  lagen.  Wählt  man  statt 
des  Kurvenpunktes  {a^a.^  einen  andern 
auf  derselben  Kurve  (siehe  Figur  35), 
und  nimmt  wieder  für  t^  und  t.,  dessen 
Verbindiiugsgeraden  mit  B  und  C,  so 
bleibt  im  übrigen  die  ganze  Figur  die- 
selbe, und  es  müssen  wieder  die  neuen 
Punkte  {i\ty)  und  {pj.^  auf  einer  Ge- 
raden durch  denselben  Punkt  {b^c^) 
liegen,  denn  da  die  Kurvenpunkte  (6,63) 
und  (CjC.,)  beibehalten  werden,  so  bleibt 
auch  der  Punkt  ih^c^)  derselbe.  Denkt 
man  sich  nun  den  Kurvenpunkt  Ä  stetig 
veränderlich,  so  wechseln  auch  stetig 
die  Geraden  /,  und  t.^  durch  B  und  C, 
und  die  Geraden  p^  und  p^  werden  zu 
Trägern  zweier  Punktreihen,  deren 
entsprechende  Punkte  auf  Strahlen 
durch  (^jCg)  liegen,  also  diesen  Punkt 
>S„  zum  Perspektivitätsscheitel  haben. 
Wegen  letzterer  Eigenschaft  sind  die 
beiden  Punktreihen  auf  p^  und  p.,  pro- 
jektivisch, und  ebenso  sind  hiernach  die 
beiden  Strahlenbüschel  ^j^^V/'und  t.-,t.;/t.-/' 
projektivisch,  welche  von  den  Strahlen 
t^  und  ^2  um  die  beiden  Kurvenpunkte 
B  und  C  durchlaufen  werden.  Diese 
Strahlenbüschel  bilden  aber  nichts  an- 
deres, als  die  Büschel  der  Verbindungs- 
geraden eines  beliebigen  veränder- 
lichen Kurvenpunktes  A  mit  den 
zwei  festgehaltenen  Punkten  B  und 
C;  und  daher  findet  man  das  wichtige 
Ergebnis,  dass  nicht  nur  in  den  Schei- 
teln, sondern  in  jedem  beliebigen  Paare 
von  Kurvenpunkten  durch  die  Verbin- 
dungsgeraden mit  einem  beliebigen  ver- 
änderlichen Kurvenpunkte  zwei  projek- 
tivisch verwandte  Strahlenbüschel 
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Stellung  und  treten  in  die  Gesamtheit  aller 
übrigen  Schnittpujikte  entsprechender  Strahlen 
als  völlig  gleichwertige  Elemente  ein.  Durch 
jeden  der  Punkte  gibt  es  unendlich  viele  Strah- 
len, auf  welchen  noch  ein  zweiter  Punkt  der 
Kurve  liegt;  die  einzige  Ausnahme  bildet  die 
Berührungsgerade.  Die  zwei  Kurvenpunkte  auf 
jedem  Strahle  erzeugen  auf  demselben  zwei 
Strecken,  eine  im  Endlichen  und  eine  durchs 
Unendliche  verlaufende ;  und  die  eine  von  diesen 
beiden  Strecken  liegt  innerhalb,  die  andere 
ausserhalb  der  Kurve:  durch  Punkte  der 
ersteren  gibt  es  nur  solche  Geraden,  welche 
die  Kurve  in  zwei  Punkten  treffen;  durch 
Punkte  der  letzteren  gibt  es  Gerade,  welche 
die  Kurve  in  zwei  Punkten,  in  einem  Punkt, 
oder  auch  gar  nicht  treffen. 


gebildet  werden,  dass  somit  jedes  belie- 
bige Paar  von  Kiirvenpunkten  gewählt 
werden  kann  als  Sclieitelpaar  zweier 
projektivischverwandtenStralilenbüschel, 
deren  entsprechende  Strahlen  zu  Schnitt- 
punkten die  Punktreihe  zweiter  Ordnung 
haben. 


Frage  35.  Welche  Folgerungen  er- 
geben sich  aus  den  vorigen  Erörterungen 
für  die  Bestimmungsstücke  einer 
Punktkurve? 


Erkl.  121.  Man  beachte  auch  hier,  dass  die 
nebenstehenden  drei  Arten  der  Bestimmung  einer 
Kurve  dazu  nötigen,  die  Kurve  als  Ord- 
nungskurve,  d.  h.  in  der  Auffassung  als 
Punktreihe  zu  konstruieren  —  nicht  als  Tan- 
gentenkurve. Benützt  man  daher  wieder  für 
(las  Auftreten  von  Kurvenpunkt  und  Tangente 
in  vereinigter  Lage  unter  den  Bestimmungs- 
stücken die  Bezeichnung  (PT),  so  erhält  man 
die  Antworten  auf  Frage  31  und  35  in  folgen- 
der Gegenüberstellung : 

Eine     Klassenkurve  Eine  Ordnungskurve 

ist  bestimmt  durch:  —  ist  bestimmt  durch:  — 

oder  eine  zu  suchende  oder  eine  zu  suchende 

Kurve   niuss   als  Tan-  Kurve  muss  als  Punkt- 

gentenkurve     konstru-  kurve  konstruiert  wer- 

iert  werden,  wenn  von  den,  wenn  von  ihr  ge- 

ihr  gegeben  ist:  geben  ist: 

1)  TTTTT  1)  PPPPP 

2)  TTT{PT)  2)  PPP(PT) 

3)  T {TP)  (TP)  3)  P(PT)(PT). 


Erkl.  122.  Gegenüber  den  Bezeichnungen 
in  den  Figuren  32  bis  35  muss  durch  neben- 
stehende zweite  und  dritte  Beziehungsweise  eine 
Aenderung  in  der  Weise  eintreten,  dass  für  die 
Träger  t^  f.,  nicht  mehr  die  Verbindungsgeraden 
der  drei  Kurveupunkte  («,  Og)  (fti&.,)  (c,  c.,)  zur 
Verfügung  stehen.  Auf  Grund  der  Antwort  auf 
Frage  33  kann  man  dafür  auch  mit  gleichem 
Erfolge  die  Verbinduugsgeraden  mit  Sj  und  S.2 
nehmen;  dadurch  fällt  der  Scheitel  S^,  z.  B.  im 
dritten  Falle,  auf  den  Schnittpunkt  d^e^.  Nähere 
Ausführung  findet  man  in  den  Konstruktions- 
aufgaben der  Aufgabensammlung  am  Schlüsse 
dieses  Teils. 


Antwort.  1.  Da  eine  Kurve  als 
Punktreihe  zweiter  Ordnung  bestimmt 
ist  durch  Festlegung  der  projektivischen 
Verwandtschaft  zwischen  den  beiden 
Strahlenbüscheln  mit  zwei  gegebenen 
Scheiteln,  so  hatte  man  (siehe  Antwort 
auf  Frage  32)  als  erste  Bestimmungs- 
weise drei  zugeordnete  Strahlenpaare 
durch  beide  Scheitel,  oder  mit  andern 
Worten  fünf  Kurvenpunkte,  von 
denen  zwei  als  Scheitel,  die  andern  als 
Erzeuger  projektivischer  Strahlenpaare 
durch  die  Scheitel  aufzufassen  wären. 

2.  Ist  unter  jenen  Strahlenpaaren  der 
Verbindungsstrahl  der  beiden  Scheitel 
als  Strahl  des  einen  Büschels  enthalten, 
also  a^b^di  und  a.2b^d^  in  Figur  32  bis 
35,  so  kennt  man  die  beiden  Scheitel, 
durch  einen  derselben  die  Tangente,  und 
dazu  noch  die  beiden  andern  Kurven- 
Punkte  a^a.2  und  b^b.,.  Dies  ergibt  als 
zweite  Bestimmungsweise:  vier 
Kurvenpunkte  und  in  einem  der- 
selben die  Tangente. 

3.  Unter  den  gegebenen  Strahlen- 
paaren kann  sich  aber  der  Verbin- 
dungsstrahl der  beiden  Scheitel  als 
Strahl  beider  Büschel  befinden,  also 
a^dj^e^  und  a^d.-,e^  in  Figur  32  bis  35; 
dann  hat  man  beide  Scheitel,  in  jedem 
derselben  die  Tangente,  und  dazu  noch 
den  einen  Kurvenpunkt  a^  a.^.  Dies  ergibt 
als  dritte  Bestimmungsweise  drei 
Kurvenpunkte  und  in  zweien  der- 
selben die  Tangenten. 
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Frage  36.  "Wie  lassen  sich  die  bisherigen  Ergebnisse  über  Knrven  zweiten 
Grades  in  Worten  ausdrücken  und  dualistisch  gegenüberstellen? 

Antwort.  Aus  den  Antworten  der  Fragen  27  bis  31  bezw.  bis  35  erhält 
man  folgende  Feststellungen: 

SatzlS.  EineKurvezweiterKlasse        Satz   13a.      Eine    Kurve   zweiter 

entsteht  als  T  a  n  g  e  n  t  e n  g  e  b  i  1  d  e  (Strah-  0  r  d  n  u  n  g  entsteht  als  P  u  n  k  t  g  e  b  i  1  d  e 

lenbüschel    zweiter    Klasse)    durch    die  (Punktreihe  zweiter  Ordnung)  durch  die 

Gesamtheit  der  Verbindungsgeraden  Gesamtheit   der    Schnittpunkte    ent- 

entsprechenderPunktepaare  zweier  sprechender  Strahlenpaare   zweier 

projektivisch   verwandten   Punkt-  projektivisch   verwandten  Strah- 

reihen  in  schiefer  Lage.  lenbüschel  in  schiefer  Lage. 

Satz  14.  Die  Träger  der  Punkt-  Satz  14a.  Die  Scheitel  der  Strahlen- 
reihen sind  selbst  Kurventangenten,  büschel  sind  selbst  Kurvenpunkte. 

Satz   15.     Die   dem   Schnittpunkt  Satz  15a.   Die  dem  Verbinduugs- 

der  Träger  zugeordneten  Punkte  der  strahl   der   Scheitel   zugeordneten 

beiden   Punktreihen    sind    die   Beruh-  Strahlen  der  beiden  Büschel  sind  die  Be- 

ruugspunkte  auf  den  Trägern.  rührungsgeraden  in  den  Scheiteln. 

Satz  16.  Die  Gesamtheit  der  auf  Satz  16  a.  Die  Gesamtheit  der  in 
zwei  beliebigen  Tangenten  durch  zwei  beliebigen  Kurvenpunkten 
deren  Schnitt  mit  allen  übrigen  Tan-  durch  deren  Verbindung  mit  allen 
genten  gebildeten  Punkte  liefert  jedes-  übrigen  Kurvenpunkten  gebildeten  Ge- 
nial zwei  projektivisch  verwandte  raden  liefert  jedesmal  zwei  projek- 
Punktreihen.  tivisch  verwandte  Strahlenbüschel. 

Satz   17.      Eine    Tangenteukurve  Satz  17a.    Eine  Punktkurve  wird 

wird  bestimmt  durch  bestimmt  durch 

1.  fünf  Tangenten,  1.  fünf  Kurvenpunkte, 

2.  vier  Tangenten   und   den   Be-  2.  vier    Kurvenpunkte    und    die 
rührungspunkt  auf  einer  der-  Tangente  in  einem  derselben, 
selben, 

3.  drei  Tangenten  und  die  Be-  3.  drei  Kurvenpunkte  und  die 
rührungspunkte  auf  zweien  Tangenten  in  zweien  derselben, 
derselben. 

Erkl.  123.  Die  obensteheuden  Sätze  bilden  den  Ausdruck  in  Worten  für  die  Ergebnisse 
der  vorigen  Antworten  in  folgender  Zusammenstellung: 

Satz  13  •  •  •  Autwort  auf  Frage  27,     -  Satz  13  a  •  •  •  Antwort  auf  Frage  27 

Satz  14  •  •  •  Autwort  auf  Frage  29,  1  Satz  14  a  •  •  •  Antwort  auf  Frage  33,  1 

Satz  15  •  •  •  Antwort  auf  Frage  29,  2  Satz  15  a  •  •  •  Antwort  auf  Frage  33,  2 

Satz  16  •  •  •  Antwort  auf  Frage  30  Satz  16a  ••  •  Antwort  auf  Frage  34 

Satz  17  •  •  •  Autwort  auf  Frage  28  und  31,     Satz  17a  ••  •  Antwort  auf  Frage  32  und  35, 

Erkl.  124.  Die  Sätze  16  und  16a  kann  man  auch  folgendermassen  aussprechen: 
(Satz  16)  Eine  veränderliche  Tangente  einer  (Satz  16  a)  Ein  veränderlicher  Funkt  einer 
Kurve  zweiter  Klasse  schneidet  auf  zwei  be-  Kurve  zweiter  Ordnung  wird  aus  zwei  beliebigen 
liebigen  festen  Tangenten  derselben  Kurve  festen  Punkten  derselben  Kurve  stets  durch 
stets  zugeordnete  Punkte  zweier  projektivischen  zugeordnete  Strahlen  zweier  projektivischeu 
Punktreiben  aus.  Büschel  projiziert. 

Erkl.  125.  Die  beiden  gegenüberstehenden  Bestimmungsweisen  des  Satzes  17  sind  genau 
dualistisch  und  erscheinen  auch  aneinander  angefügt  als  geschlossene  Reihe,  nämlich: 

57'+0P,  4T+1P,  3r4-2P;     2r+3P,  1  r-{-^P,  0T+5P: 
stets  zusammen  5  Elemente,  davon  die  Punkte  und  Tangenten  in  beliebiger  Zahl  gemischt  zur 
Gesamtzahl  5.    Aber  nicht  beliebige  Zusammenstellung  in  allgemeiner  Lage  ist  an  dieser  Stelle 
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der  Entwicklung  gestattet,  sondern  nur  solche  mit  vereinigter  Lage  von  P  und  T,  wie 
schon  in  Erkl.  121  angegeben  wurde.  Allerdings  ergibt  die  vorige  Zusammenstellung  auch  in 
allgemeiner  Auffassung  je  eine  ein-  oder  mehrdexxtige  Bestimmung  der  Kurve;  aber  deren 
Konstruktion  aus  solchen  Stücken  geht  über  den  Rahmen  der  vorliegenden  Entwicklung  hinaus 
und  kann  erst  mit  den  Hilfsmitteln  späterer  Untersuchungen  bewerkstelligt  werden  (sog.  Auf- 
gaben  zweiten  Grades:  vergl.  den  III.  Teil  dieses  Lehrbuches). 


Figur  36. 


Figur  37. 


Fraj2:e  37.  Welche  Beziehung  besteht  zwischen  der  Klassen  kurve  und 
der  Ordnungskurve  zweiten  Grades? 

Autwort.  Zwischen  der  Tangentenkurve  nebst  ihren  Berührungspunkten 
und  der  Punktkurve  nebst  ihren  Tangenten  hat  man  die  merkwürdige  Beziehung, 
dass  beide  identisch  sind.     Man  kann  nämlich  nachweisen: 


Satz  18.  Die  Berührungspunkte 
auf  sämtlichen  Strahlen  eines  Büschels 
zweiter  Klasse  bilden  eine  Punktreihe 
z  w  e  i  t  e  r  0  r  d  n  u  n  g,  und  deren  ei'zeugende 
Strahlen büschel  sind  projektivisch 
mit  den  erzeugenden  Punktreihen  der 
Tangentenkurve. 

1.  Zum  Beweise  geht  man  aus  von 
der  dritten  Bestimmungsart  der  Tan- 
gentenkurve, nämlicli  durch  drei  Tan- 
genten und  die  Berührungspunkte  auf 
zweien  derselben,  also  die  Punkte  .ijZ'jfi'j 
und  A.^D.^E.,  auf  den  beiden  Trägern 
(siehe  Figur  ;^6).  Man  wählt  A^  als  So 
und  A.y  als  >s\,  erhält  die  Verbindungs- 
gerade E^D^  als  Iq  und  findet  weitere 
Tangenten  B^B.^  (oder  C^C.,)  durch  die 
aufeinanderfolgenden  Elemente  Ni-B,, 
£(,:  SoBf^,  B.,;  B^B.,.  Dabei  liegt  je- 
weils der  Schnittpunkt  der  Geraden 
A^B.^  und  B^A.^  (bezw.  A^C^  undCj^^) 
auf  der  Verbindungsgeraden  der 
Berührungspunkte  D^  und  E^  auf 
^2  und  f^. 


Satz  18a.  Die  Tangenten  in  sämt- 
lichen Punkten  einer  Punktreihe  zweiter 
Ordnung  bilden  einen  Strahlenbüschel 
zweiter  Klasse,  und  dessen  erzeugende 
Punktreihen  sind  projektivisch  mit 
den  erzeugenden  Strahlenbüscheln 
der  Punktkurve. 

1.  Zum  Beweise  geht  man  aus  von 
der  dritten  Bestimmungsweise  der  Punkt- 
kurve, nämlich  durch  drei  Kurvenpunkte 
und  die  Tangenten  in  zweien  derselben, 
also  die  Strahlen  a^d^e^  und  a^d.^e^  in 
den  beiden  Scheiteln  (siehe  Figur  37). 
Man  wählt  a^  als  t.^  und  «^  als  ^i,  er- 
hält den  Schnittpunkt  {e^d.^)  als  <%  und 
findet  weitere  Kurvenpunkte  {h^h.^  [oder 
{cyC.-^]  durch  die  aufeinanderfolgenden 
Elemente  {t^h^,  6^;  {t^b,^,  h,,\  (b^b.^). 
Dabei  geht  jeweils  die  Verbindungs- 
gerade der  Schnittpunkte  (f^t^o)  und 
(»2^1)  [bezw.  («1^2)  und  (Cji/o)]  durch 
den  Schnittpunkt  der  Tangenten 
e^  und  f/g  in  aS\  und  S^. 
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2.  Da  nach  Antwort  auf  Frage  30  2.  Da  nun  nach  Ant\Yort  auf  Frage  34 
jedes  beliebige  Tangentenpaar  als  Träger-  jedes  beliebige  Punktepaar  als  Scheitel- 
paar gewählt  werden  kann,  so  könnten  paar  gewählt  werden  kann,  so  könnten 
auch  die  Geraden  A^A.^  und  B^B.,  (oder  auch  die  Schnittpunkte  (a,öfj  und  (^i^o) 
.4^.42 '^^i<^^  ^1^2)  ^Is  Träger  gewählt  wer-  [oder  (ct^a.,)  und  i(\c.^)]  als  "Scheitel  ge- 
den :  und  dann  müsste  für  die  Beruh-  wählt  werden :  und  dann  müsste  für  die 
rungspunkte  X  und  Y  (oder  A'  und  Z)  Tangenten  x  und  y  (oder  x  und  2)  in 
auf  diesen  Trägern  die  gleiche  Bezieh-  diesen  Scheiteln  die  gleiche  Beziehung 
ung  entstehen,  dass  der  Schnittpunkt  entstehen,  dass  die  Verbindungsgerade 
derselben  Geraden  A^B^  und  B^A^  derselben  Schnittpunkte  ((iib.,)  und 
auch  auf  der  Verbindungsgeraden  der  (ija^)  anch  durch  den  Schnittpunkt  der 
Berührungspunkte  A'  und  1'  (bezw.  der  Tangenten  x  und  //  [bezw.  die  Verbin- 
Schnittpunkt  von  A^Co  und  C\A.^  auf  dungsgerade  von  («i(\,)  und  (rj(/.,)  durch 
der  Verbindungsgeraden  der  Berührungs-  den  Schnittpunkt  der  Tangenten  x  und  z] 
punkte  A'  und  Z)  liegen  muss.  hindurchgehen  muss. 

3.  Hält  man  nun  einerseits  die  Tan-  3.  Hält  man  einerseits  den  Kurven- 
gente ^-Ij.tl^  mit  ihrem  Berührungspunkt  punkt  (a^a.^)  mit  seiner  Tangente  ./•  fest 
X  fest  und  lässt  B^B^  die  Lagen  samt-  und  lässt  (bjjo)  die  Lagen  sämtlicher 
lieber  Tangenten  durchlaufen,  so  bleibt  Kurvenpunkte  durchlaufen,  so  bleibt  der 
die  Gerade  D.,  E^  oder  f^  fest  als  Träger  Schnittpunkt  {e^  d^  oder  ^'„  fest  als 
der  Punktreihe  aller  Schnittpunkte  der  Scheitel  des  Büschels  aller  Verbindungs- 
drei Geraden  A^B^^  und  A.,B^^  und  XB,^  strahlen  der  drei  Punkte  («i^,,)-  (^2^0) 
bei  deren  Drehung  um  A^,  A^,  X.  Folg-  und  (j'6.j)  bei  deren  Wanderung  auf  a^, 
lieh  sind  die  bei  der  genannten  Bewegung  a.^,  x.  Folglicli  sind  die  bei  der  genannten 
von  den  Strahlen  A^B.^  um  Scheitel  S.,,  Bewegung  von  den  Schnittpunkten  (a^b.,) 
von  A.^B^  um  6'i  und  von  A^l' um  Scheitel  auf  Träger  t.y,  von  (ii«o)  auf  fi  und  von 
A'  durchlaufenen  Strahlenbüschel  pro-  {xt/}  auf  Träger  x  durchlaufenen  Punkt- 
jekti  vi  seh  (in  perspektivischer  Lage  mit  reihen  projektivisch  (in  perspektivi- 
Perspektivitätsachse  t^y.  also  ist  auch  scher  Lage  mit  Perspektivitätsscheitel 
der  von  AI'  um  Scheitel  A'  durchlau-  N„):  also  ist  auch  die  von  (.r//)  auf  Träger 
fene  Strahlenbüschel  projektivisch  (in  X  durchlaufene  Punktreihe  projekti- 
schiefer  Lage)  mit  den  von  B^  auf  t^  vi  seh  (in  schiefer  Lage)  mit  den  von 
bezw.  von  ^0  auf  ^o  durchlaufenen  Punkt-  6,  um  S\  bezw.  von  b.,  um  S.,  durch- 
reihen.        '         '  laufenen  Strahlenbüscheln. 

4.  Der  erstere  Strahlenbüschel  ist  aber  4.  Die  erstere  Punktreihe  ist  aber 
derjenige,  durch  welchen  aus  dem  Be-  diejenige,  welche  auf  der  Tangente  x 
rührungspunkte  A"^  einer  festgehalte-  eines  festgehaltenen  Kurvenpunk- 
n  e  n  T  a  n  g  e  n  t  e  .4^  .4.,  die  B  e r  ü  h  r  u  n  g  s  -  t  e  s  (a  ^  a.,)  durch  die  Tangenten  >/.2  alle  r 
punkte  YZ  aller  andern  Strahlen  andern' Punkte  B.  C  der  Piinktreihe 
6,  c  des  Strahlenbüsehels  zweiter  Klasse  zweiterOrdnung  ausgeschnitten  wird.  Und 
projiziert  VN-erden.  Und  dieser  ist  hiernach  diese  ist  hiernach  projektivisch  mit 
projektivisch  mit  jeder  der  Punkt-  jedem  der  Strahlenbüsehel ,  welche  in 
reihen,  welche  auf  einer  festen  Tan-  einem  festen  Kurvenpunkt  durch 
gente  durch  die  Schnittpunkte  mit  die  Verbindungsgeraden  mit  je  dem- 
je  denselben  der  wandernden  Strahlen  selben  der  wandernden  Punkte  gebildet 
gebildet  werden,  also  insbesondere  auch  werden,  also  insbesondere  auch  mit  dem 
mit  der  auf  der  festgehaltenen  Tangente  in  dem  festgehaltenen  Kurvenpunkte 
.4,. 4,  durch  die  Tangenten  in  jenen  Be-  (ft,a.O  durch  die  Projektion  jener  Kmven- 
rührüngspunkten  entstehenden  Punkt-  punkte  entstehenden  Strahlenbüschel, 
reihe. 

5.  Denkt  man  sich  nunmehr  umge-  5.  Denkt  man  sich  nunmehr  umge- 
kehrt  die   Tangenten   B^B^   und   C^C.^  kehrt  die  Kurven  punkte  (^i  6..)  und  (c,o,,) 
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samt  ihren  Berühmugspunkten  l'und  Z  samt  ihren  Tangenten  i/  und  z  festge- 
festgehalten,  und  lässt  die  Tangente  halten,  und  lässt  den  Kuryenpunkt (r/j  0(2) 
A^A:,  samt  ihrem  Berührungspunkte  X  samt  seiner  Tangente  a;  die  Lagen  sämt- 
die  Lagen  sämtlicher  Tangenten  nebst  licher  Kuryenpunkte  nebst  ihren  Tan- 
ihren  Berührungspunkten  durchlaufen,  genten  durchlaufen,  so  durchläuft  der 
so  durchläuft  die  Gerade  rX  einen  Strali-  Schnittpunkt  (i/x)  eine  Punktreihe  auf 
lenbüschel  um  den  Scheitel  Y  und  die  dem  Träger  1/  und  der  Schnittpunkt  (zx) 
Gerade  ZX  einen  Strahlenbüschel  um  eine  Punktreihe  auf  dem  Träger  z.  Und 
den  Scheitel  Z.  Und  nach  yorigem  Er-  nach  yorigem  Ergebnis  ist  die  Punkt- 
gebnis  ist  der  Büschel  Z  projektiyisch  reihe  1/  pr  0  j  ektivisch  zu  dem  in 
zu  der  auf  5,  J?.,  durch  die  Schnittpunkte  (b^b.;,)  durcli  die  Verbindungsgeraden  mit 
mit  der  veränderlichen  Tangente  A^A^  ge-  dem  veränderlichen  Kurvenpunkte  (a^  a^) 
bildeten  Punktreihe,  und  ebenso  der  Bü-  gebildeten  Strahlenbüschel,  und  ebenso  die 
schel  Z  projektivisch  zu  der  auf  C^Cg  Punktreihe  ^projektivisch  zu  dem  in  (c^c,) 
durchdieselbe  wandernde  Tangente  ^1^2  durch  denselben  wandernden  Kurven- 
ausgeschnittenen  Punktreihe.  Diese  bei-  punkt  (a^a.-y)  erzeugten  Strahlenbüschel, 
den  Punktreihen  sind  aber  nach  Satz  16  Diese  beiden  Strahlenbüschel  sind  aber 
selbst  projektivisch,  also  sind  auch  die  nach  Satz  16a  selbst  projektivisch,  also 
vom  Strahl  YX  um  I"  und  vom  Strahl  sind  auch  die  vom  Schnittpunkt  (xi/)  auf 
ZX  um  Z  durchlaufenen  Strahlenbüschel  y  und  vom  Schnittpunkt  (zoc)  auf  z 
projektivisch.  durchlaufenen  Punktreihen  projektivisch. 

6.  Diese  beiden  Büschel  mit  Scheiteln  6.  Diese  beiden  Punktreihen  mit  Trä- 
Y  und  Z  sind  aber  keine  andern  als  die  gern  y  und  z  sind  aber  keine  andern 
Strahlenbüschel,  durch  welche  aus  zwei  als  die  Punktreihen,  welche  auf  zwei 
beliebigen  Berührungspunkten  Y,  beliebigen  Tangenten  y,  z  durch 
Z  alle  andern  X  projiziert  werden,  alle  andern  x  ausgeschnitten  werden, 
also  bilden  auch  die  Berührungs-  also  bilden  auch  die  Tangenten  in  den 
punkte  auf  den  Strahlen  eines  Punkten  einer  Punktreihe  zweiter 
Strahlenbüschels  zweiter  Klasse  Ordnung  eine  Gesamtheit  von  Ver- 
eine Gesamtheit  von  Schnittpunk-  bindungsgeraden  entsprechender 
tenentsprechender  Strahlen  zweier  Punkte  zAveier  projektivischen 
projektivischen  Strahlenbüschel  Punktreihen  erster  Ordnung, 
erster  Klasse. 

£rkl.  126.  Die  einleitende  Konstruktionsweise  obenstellender  Antwort  ist  eine  der  in  Erkl.llO 
augeführten  und  wird  in  Aufgabe  85  und  153  näher  erörtert.  —  Dass  in  Figur  36  die  Geraden 
A^B.^,  B^A.^,  E^D.^  und  XY  alle  vier  durch  denselben  Punkt  5,„  bezw.  die  Geraden  A^^C^, 
6'j^2'  -^1-^2  i^^d  ^^  ^^^^  vier  durch  denselben  Punkt  Co  gehen  müssen,  erhält  eine  dua- 
listische Erscheinung  dadurch,  dass  in  Figur  37  die  Schnittpunkte  (ajZ;.,),  (&i«o),  {e^d.^  und 
{xy)  alle  vier  auf  derselben  Geraden  h^,,  bezw.  die  Schnittpunkte  (OjCj),  (c^a^),  (e,  f?,)  "^^d 
{xz)  alle  vier  auf  derselben  Geraden  c^  liegen  müssen.  Diese  merkwürdige  Erscheinung 
von  vereinigter  Lage  von  vier  Elementen  mit  einem  einzigen  (während  schon  die  vereinigte 
Lage  von  bloss  drei  Elementen  eine  Besonderheit  bildete)  wird  später  zu  besonderem  Gegen- 
stand der  Erörterung  gemacht:  Man  vergleiche  die  Sätze  von  Brianchon  und  Pascal  nebst  An- 
wendungen im  folgenden  fünften  Abschnitt  dieses  Lehrbuches  (siehe  Erkl.  203).  Dort  wird  sich 
auch  zeigen,  dass  in  Figur  36  die  Schnittpunkte  der  Geraden  E^D.^  oder  t,,  mit  A^A,,,  B^B.^  bezw. 
C,  C2  jeweils  den  vierten  harmonischen  Punkt  darstellen  zum  Berührungspunkt  A',  Y  bezw.  Z, 
und  entsprechend  dass  in  Figur  37  die  Verbindungsgeraden  des  Punktes  {e^d.^  oder  S'^  mit 
(0,02),  (bjü>.>)  bezw.  {c^c.^)  jeweils  den  vierten  harmonischen  Strahl  darstellen  zur  Tangente  x, 
y  bezw.  z. 

Erkl.  127.  Das  Ergebnis  des  vierten  Teils  obenstehender  Antwort  in  beiderlei  Ausfüh- 
rungen ist  dargestellt  in  Figur  38  und  lässt  sich  aussprechen  in  dem  für  beide  Ausführungen 
gleichlautenden  Satze: 

Sind  X  und  x  ein  Kurvenpunkt  und   seine   Berührungsgerade  auf  einer  Kurve 

IL  Klasse  oder  IL  Ordnung,  so  sind 
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der    Strahleubüschel    a'b'c'd'e' durch    welchen    die    sämtlichen    Punkte 

ABC  DE der  Kurve  aus  X  als  Scheitel  projiziert  werden,  —  und 

die    Punktreihe    A'B'C'D'E' ,     welche    durch    die    sämtlichen    Tangenten 

abcde der  Kurve  aufa;  als  Träger  ausgeschnitten  sind, 

in  der  Weise  miteinander  projektivisch  verwandt,  dass  jeweils  derjenige  Strahl 
durch  X  und  derjenige  Punkt  auf  x  zugeordnet  sind,  welche  durch  vereinigt  liegende 
Kurvenpunkte  und  Tangenten  erzeugt  werden. 

Fieur  38. 


yg'    Jr  A'       X  ^'  \I?' 


Erkl.  128.  Ebenso  wie  (nach  Erkl.  106  u.  119)  die  gezeichnet  vorliegeude  Kurve  zweiter  Klasse 
zur  Erzeugung  projektivischer  Punktreihen  uud  die  gezeichnet  vorliegende  Kurve  zweiter  Ordnung 
zur  Erzeugung  projektivischer  Strahleubüschel  benutzt  werden  könnte,  so  liefert  auf  Grund 
der  vorigen  Ergebnisse  sowohl  die  Kurve  zweiter  Klasse  nebst  ihren  Berührungspunkten  als  auch 
die  Kurve  zweiter  ( irduuug  nebst  ihren  Tangenten  die  Möglichkeit  zur  unmittelbaren  Erzeugung 
projektivisch  verwandter  Punk  treiben  und  Strahlenbüschel,  indem  man  die  Reihe  der 
Schnittpunkte  einer  Tangente  mit  allen  andern  Tangenten  zuordnet  dem  Büschel  der  Ver- 
bindungsstrahlen ihres  Berührungspunktes  nach  allen  andern  Berührungspunkten. 

Erkl.  129.  Die  Sätze  18  und  18  a  als  Ergebnis  der  obenstehenden  Erörterungen  besagen 
eigentlich  nur  dasselbe  von  zwei  entgegengesetzten  Eichtungen  her,  nämlich  einerseits,  dass 
die  Punktkurve  (nebst  ihren  Tangeuten)  identisch  ist  mit  der  Strahlenkurve  (nebst  ihren 
Berührungspunkten),  und  andererseits,  dass  letztere  identisch  ist  mit  ersterer.  DieselTje  Kurve, 
deren  Punkte  gebildet  werden  durch  die  Gesamtheit  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen 
zweier  projektivischen  Strahlenbüschel,  wird  eingehüllt  durch  die  Gesamtheit  der  Verbindungs- 
strahlen entsprechender  Punkte  zweier  projektivischen  Punktreihen.    Dieselbe  Kurve  liefert: 

1.  projektivische  Punktreihen  durch  Zuordnung  der  Schnittpunkte  zweier  beliebigen 
festen  Tangenten  mit  allen  andern  Tangenten; 

2.  projektivische  Strahleubüschel  durch  Zuordnung  der  Verbindungsstrahlen  zweier  belie- 
bigen festen  Kurvenpunkte  mit  allen  andern  Kurvenpunkten; 

3.  projektivische  Puuktreihen  uud  Strahleubüschel  durch  Zuordnung  der  Schnittpunkte  einer 
beliebigen  festen  Tangente  mit  allen  andern  Tangenten  zu  den  Verbindungsgeraden 
eines  beliebigen  festen  Kurvenpunktes  mit  den  Berührungspunkten  derselben  anderen 
Taugenten. 

Erkl.  130.  Kanu  man  nunmehr  auch  die  Sätze  13  bis  17  als  gemeinschaftlich  für  die  Kurven 
zweiten  Grades  (Klasse  oder  Ordnung)  auffassen,  also  besonders  die  Bestimmungsweisen  des 
Satzes  17  in  geschlossener  Eeiheufulge  (siehe  Erkl.  125)  für  beiderlei  Auffassung  verwenden,  so 
bleibt  deswegen  doch  die  Unterscheidung  der  Erkl.  108  in  Geltung,  wonach  die  Konstruk- 
tion für  dieselbe  Kurve  je  nach  Art  der  Bestimmungsstücke  auch  in  der  einen  oder  andern 
Art  der  Auffassungsweise  zu  geschehen  hat.  Das  zeigt  sich  z.  B.  in  dem  Einzelfall  der  zer- 
fallenden Kurve  besonders  deutlich,  indem  Ordnungskurve  uud  Klassenkurve  in  verschiedener 
Art  degenerieren.  

4,  Ueber  die  verschiedenen  Gattungen  der  Kurven  zweiten  Grades. 

a)  Einteilung-  der  Kurven  zweiten  Grades. 

Frage  38.     A\'onacli  lässt  sich  eine 
Einteilung  der  durch  projektivische       Antwort.     Die    Einteilung    dei' 
Gebilde  erzeugten  Kurven  vornehmen?  durch  projektivische  Gebilde  erzeugten 
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Erkl.  131.    Die  bisherigen  Ueberlegungen  Kurven  geschieht  durch  die  ünterschei- 

geltenfiir  jede  beliebige  Lage  aller  Elemeute.  ^^  (j^^,    ^^^    endlicher    oder   in    UU- 

Tntt  die  Lnterscheidung  zwischen  endlich  und  fi  •    i  -171   ^^  i-  i        1711 

unendlich  hinzu,  so  ist  eigentlich  schon  das  endlicher  Entfernung  hegenden  Ele- 

Gebiet  der  absoluten  Geometrie  verlassen  und  mente,  wie  Träger.  Berührungspunkte, 

den  Massbeziehuugen   der  Einfluss  auf  die  ijezw.  Kurvenpunkte,   oder   mit  andern 

Erörterungen  zugestanden.  Worten  nach  der  Beziehung  der  Kurven 

zur  unendlich  fernen  Geraden. 


Frage  39.  Welche  Beziehungen  zeigt 
die  Strahlenkurve  zweiter  Klasse 
zur  unendlich  fernen  Geraden? 


Erkl.  132.  Die  Namen  der  drei  Kurven 
Ellipse,  Parabel,  Hj-perbel  enstammeu  der  an- 
tiken Massgeometrie  und  deuten  auf  metrische 
Eigenschaften  dieser  drei  Kurven,  bei  deren 
Ausspruch  jene  drei  griechischen  Zeitwörter  vor- 
kommen, welche  ihren  Namen  zu  Grunde  liegen: 
(Ellipse  von  l/.-ltlntiv  :=  auslassen,  Parabel  von 
TittQH-ßi'dlHv  z=i  danebenwerfen,  gleichsetzen, 
Hj'perbel  von  imtQ-ßü).).tt,v  =  darüberwerfen, 
übertreffen).  Es  gibt  nämlich  eine  ganze  Anzahl 
von  Paaren  unter  den  Bestimmuugsstückeu  dieser 
drei  Kurven,  von  denen  je  das  erste  Stück  bei  der 
Ellipse  kleiner,  bei  der  Parabel  gleich- 
gross,  bei  der  Hyperbel  grösser  ist  wie 
das  zweite,  z.  E.  die  Halbweite  des  erzeugenden 
Kreiskegels  und  der  Schnittwiukel  der  Kurven- 
ebene mit  der  Achse  —  oder  der  Abstand  eines 
Kurveupunktes  vom  Brennpunkt  und  von  der  Leit- 
linie —  oder  (mit  andern  Worten)  die  numerische 
Excentricität  und  die  Einheit  —  oder  die  lineare 
Excentricität  und  die  grosse  Halbachse  —  oder 
der  Halbparameter  und  der  Abstand  zwischen 
Brennpunkt  und  Leitlinie  —  oder  der  Halb- 
parameter und  der  doppelte  Abstand  zwischen 
Brennpunkt  und  Scheitel  —  oder  das  Quadrat 
der  Ordinate  und  das  Rechteck  aus  Abscisse 
und  Parameter  (in  der  sog.  Scheitelgleichuug). 
Die  zuletzt  genannte  Beziehung,  Avelche  nach 
den  heutigen  Entwickluugsmethoden  dem  Gebiete 
der  analytischen  Geometrie  angehört,  ist  vor 
ca.  2200  Jahren  zum  Ausgangspunkt  der  Xamen- 
gebung  geworden. 

Erkl.  133.  Für  die  Ellipse  ist  Fig.  39 
die  allgemeine  Darstellung,  welche  für  jedes 
beliebige  Trägerpaar  zutrifft.  Die  aus- 
gezeichneten Punkte  DEFG  der  beiden  Träger 
besitzen  dieselbe  Bedeutung  wie  früher  und 
haben  die  gewöhnliche  Lage,  welche  auch  in  den 
früheren  Figuren  26  bis  38  stets  angenommen 
wurde.  [.Uan  erkennt  in  derselben  Figur  auch 
die  Bestätigung  für  den  ersten  Teil  der  Ant- 
wort atif  Frage  37,  nämlich  die  Parallelität 
der  drei  Geraden  E^D^\\G^F.i\\  XY  bezw. 
D^IiW  D^X\\  E^Y\  denn  die  ersten  drei  haben 
gemeinsamen  Schnittpunkt  mit  der  (unendlich 
fernen)  Geraden  F^G^,  wenn  f^  und  f.,  oder  RF 
und  RG — ,  die  letzten  drei,  wenn  tl  und  RF 
oder  t^   und  RG  als  Träger  gewählt  werden.] 


AntAVort.  Bei  der  Kurve  zweiter 
Klasse,  also  der  Tangentenkurve, 
unterscheidet  man  darnach,  ob  es  kein- 
mal oder  einmal  oder  zweimal  vor- 
kommt, dass  eine  Tangente  ihren  Be- 
rührungspunkt im  Unendlichen  hat. 

1.  Bei  der  ersten  Art  liegen  sämt- 
liche Punkte  der  Kui've  im  End- 
lichen: die  Kurve  heisst  Ellipse  (siehe 
Figur  39).  Die  unendlich  ferne  Gerade 
verläuft  gänzlich  ausserhalb  der 
Kurve.  Bei  keinem  Trägerpaare  der 
Ellipse  fallen  die  dem  Schnittpunkt  ent- 
sprechenden Berührungspunkte  i^o^i 
oder  die  Gegenpunkte  FJJ^^  ins  Unend- 
liche :  jedes  Parallelogramm  von  vier 
Tangenten  t^.  t^,  F^F^,  G^G^  schliesst 
die  Kurve  in  sich  ein,  ist  also  derselben 
umgeschrieben  und  enthält  die  Be- 
rührungspunkte der  Kurve  innerhalb 
der  vier  Seiten.  Zu  jeder  Geraden  oder 
durch  jeden  Punkt  der  unendlich  fernen 
Geraden  gibt  es  zv^ei  parallele  Tangenten 
an  die  Ellipse. 

2.  Bei  der  zweiten  Art  liegt  ein 
einziger  Punkt  der  Kurve  im  Un- 
endlichen, alle  übrigen  im  Endlichen: 
die  Kurve  heisst  Parabel  (s.  Figur  40). 
Die  unendlich  ferne  Gerade  selber  ist  eine 
solche  Gerade,  die  mit  der  Kurve  einen 
einzigen  Punkt  gemeinsam  hat, 
folglich  muss  die  unendlich  ferne 
Gerade  selbst  eine  Tangente. der 
Parabel  sein  und  kann  selbst  als 
Träger  auftreten.  Bei  jedem  Träger- 
paare der  Parabel  fallen  daher  die 
Gegenpunkte  F.^G^  ins  Unendliche,  weil 
die  unendlich  ferne  als  Strahl  des  Büschels 
zweiter  Klasse  je  zwei  andere  Tangenten 
im  Unendlichen  trifft.  Der  dem  Träger- 
schnittpunkt entsprechende  Bei-ührungs- 
punkt  liegt  auf  keinem  durchs  End- 
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Figur  40a. 


Figur  40  b. 


Erkl.  134.  Für  die  Parabel  gibt  Figur  40 
links  eine  allgemeine,  rechts  eine  besondere 
Darstellung.  Auf  zwei  ganz  beliebig  gewähl- 
ten Trägern  (Figur  40  a)  macht  sich  die  Parabel 
dadurch  kenntlich,  dass  auf  t^  F,  und  (?,,  und 
auf  t.^  Fr,  und  G.,  zusammenfallen.  —  In  Fig.  40  b 
ist  die  unendlich  ferne  Gerade  selbst  als  Träger  t.^ 
gewählt  (vergl.  Fig.  55  u.  59  und  Aufgabe  57  u. 
64  des  I.  Teils  dieses  Lehrb.).  In  diesem  Falle 
liegen  im  Unendlichen  auf  t^  die  Punkte  D^E, 
als  Schnittpunkte,  sowie  t\  als  unendlich  ferner 
Punkt  von  ^, ;  mit  allen  Punkten  von  f.,  liegt 
auch  der  Berührungspunkt  Z>.,  unendlich  fern 
und  wird  nur  durch  die  Richtung  der  dorthin 
gehenden  Geraden  angegeben. 

Erkl.  135.  Die  Parabel  hat  unter  den  drei 
Kurvengattuugen  offenbar  eine  andere  Stellung 
als  Ellipse  und  Hyperbel.  "Während  nämlich 
diese  beiden  den  allgemeinen  Charakter  be- 
halten, so  wird  die  Parabel  zu  einer  b  e  s  o  n  d  e  r  e  n 
und  enger  begrenzten  Art  dadurch,  dass  sie 
eine  bestimmte,  ein  für  allemal  festgelegte 
Tangente  besitzt,  nämlich  die  unendlich  ferne 
Gerade.  Sowie  also  der  Name  Parabel  genannt 
wird,  so  ist  schon  ein  Element  der  Kurve 
gegeben,  und  umgekehrt  wird  die  Kurve 
zweiten  Grades  als  Parabel  dadurch  bestimmt, 
dass  die  unendlich  ferne  Gerade  als  Tangente 
gegeben  wird.  —  Während  also  Ellipse  und 
Hyperbel  fünf  unabhängige  und  willkürlich 
auszuwählende  Bestimmungsstücke  besitzen,  hat 
die  Parabel  nur  noch  vier  unabhängige 
Stücke,  da  ja  die  unendlich  ferne  Gerade  als 
eines  der  fünf  Elemente  genommen  werden  muss. 
Man  kann  daher  sagen,  es  gäbe  in  der  Ebene 
fünffach  unendlich  viele  (x')  Ellipsen  und  Hy- 
perbeln, aber  nur  vierfach  unendlich  viele  (oc*) 
Parabeln. 

Erkl.  136.  Für  die  Hyperbel  gibt  Fig.  41 
wieder  eine  allgemeine  und  eine  besondere  Dar- 
stellung. Figur  41a  zeigt  zwei  beliebig  ge- 
wählte Träger,  und  deren  Punkte  DEFG  zeigen 
gegen  Figur  39  keine  andere  Veränderung  ihrer 
Lage,  als  dass  D  und  E  zwischen  G  und  F,  also 
ausserhalb  der  Parallelogrammseiten  DG^RF^ 
liegen.  [Auch  hier  liegen  (vergl.  Erkl.  133) 
E^  D,  \\G,F.^\\X  Y  und  Z),  R  \\  D.-,  X\\  E,  F.]  — 


E,  oojr-G^Z       ^1       Ejtr^Jf>=^'g2 


liehe  gellenden  Träger  im  Unendlichen, 
sondern  nur  wenn  die  unendlich 
ferne  Gerade  selbst  als  Träger 
gewählt  wird.  Die  Tangenten  t\F.^ 
und  G^G.-,  fallen  stets  beide  ins  Unend- 
liche; und  so  hat  die  Parabel  überhaupt 
keine  parallelen  Tangenten,  also 
auch  kein  um-  oder  angeschriebenes 
Parallelogramm,  denn  durch  jeden  Punkt 
der  unendlich  fernen  Tangente  kann  nur 
noch  eine  weitere  Tangente  gehen. 

3.  Bei  der  dritten  Art  liegen  zwei 
Punkte  der  Kurve  im  Unendlichen: 
die  Kurve  heisst  Hyperbel  (s.  Figur  41). 
Die  unendlich  ferne  Gerade  ist  eine  Ge- 
rade, welche  die  Kurve  in  zwei  Punk- 
ten trifft;  sie  schneidet  also  die 
Kurve  und  besitzt  eine  innerhalb  und 
eine  ausserhalb  der  Kurve  liegende 
Strecke.  Es  gibt  zwei,  aber  auch  nur 
zwei  Träger,  auf  denen  der  dem  Schnitt- 
punkt zugeordnete  Berührungspunkt  D.^ 
bezw.  Ä'i  im  Unendlichen  liegt:  diese 
beiden  ausgezeichneten  Träger  heissen 
Asymptoten.  Zu  ihnen  gibt  es  keine 
parallelen  Tangenten,  und  ebenso  gar 
keine  Tangenten  parallel  zu  allen  Ge- 
raden ihres  Schnittpunktes  nach  den 
Punkten  der  inneren  Strecke  der  un- 
endlich fernen  Geraden,  wohl  aber  je 
zwei  parallele  Tangenten  zu  allen  Ge- 
raden ihres  Schnittpunktes  nach  den 
Punkten  der  äusseren  Strecke  der 
unendlich  fernen  Geraden.  Da  die  Kurve 
sich  ins  Unendliche  erstreckt,  so  kann 
kein  Tangentenparallelogramm  die  Kurve 
ein  sc  hli  essen,  es  gibt  also  keine  um-, 
sondern  nur  angeschriel)ene  Tangen- 
tenparallelogramme, und  deren  Berüh- 
rungsi>unkte  liegen  auf  den  Verlänge- 
rungen der  Seiten. 
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Figur  41b  zeigt  den  besonderen  Fall,  dass 
gerade  die  beiden  Asymptoten  als  Träger 
gewählt  sind ;  dann  liegen  die  Berührungspunkte 
D^E^  in  den  unendlich  fernen  Punkten  G^F^, 
und  umgekehrt  die  Gegenpunkte  (t,Fj  im  Schnitt- 
punkte D^E,.  Als  Mittelglied  zwischen  Figur  41a 
und  41b  wäre  die  Figur  aufzufassen,  bei  wel- 
cher die  Bestimmung  der  Hyperbel  durch  eine 
Asymptote  und  eine  beliebig  gewählte  Tan- 
gente als  Träger  bewerkstelligt  wird. 

Erkl.  137.  Während  aber  auf  einer  beliebig 
gewählten  Tangente  auch  der  Berührungspunkt 
beliebige  Lage  annehmen  kann,  ist  mit  dem 
Namen  Asymptote  schon  festgelegt,  dass  eine 
Tangente  mit  unendlich  fernliegendem 
Berührungspunkte  gemeint  sei.  Dieser  letz- 
tere Umstand  ist  so  zu  verstehen,  dass  die  Kurve 
sich  bei  steigender  Entfernung  aus  dem  endlichen 
Gebiete  der  Geraden  immer  mehr  nähert,  oder 
sich  an  die  Gerade  immer  näher  anschmiegt, 
ohne  doch  in  endlicher  Entfernung  je  wirklich 
mit  ihr  zusammenzufallen.  Hierher  auch  der 
Name  Asymptote  (von  ä-Gi\u-ninTeit'  =:  nicht 
zusammenfallen).  Spätere  Ueberlegungen  wer- 
den zeigen,  dass  der  Schnittpunkt  der  Asymp- 
toten ein  besonders  ausgezeichneter  Punkt  der 
Hyperbel  ist  (nämlich  Mittelpunkt). 


Figur  41a. 


Figur  41b. 


<x>I7j-^cc 


'<^i;rJrco         «^-^=9° 


Frage  40.  Welche  Beziehungen  zeigt 
die  Punktkurve  zweiter  Ordnung 
zur  unendlich  fernen  Geraden? 

Figur  42. 


Erkl.  138.  Solange  nur  ein  zusammen- 
hängendes, also  engbegrenztes  oder  kurzes 
Stück  einer  Kurve  zur  Behandlung  steht,  ist 
die  Unterscheidung  der  Kurvenart  unwesentlich, 
auch  ohne  Zuhilfenahme  weiterer,  besonders 
eben  der  unendlich  fernen  Elemente  überhaupt 
schwer  festzustellen.  Denn  für  das  Stück 
ABDCEH  in  Figur 42  sind  die  Büschel  S^  und 
So  gleichlaufend,    ob   man   nun   Kurvenpunkte 


Antwort.  Bei  der  Kurve  zweiter 
Ordnimg,  also  der  Punktkurve,  unter- 
scheidet man  ehenfalls  danach,  ob  es 
keinmal  oder  einmal  oder  zweimal 
vorkommt,  dass  ein  Kurvenpunkt,  also 
ein  Schnittpunkt  zweier  entsprechenden 
Strahlen  der  beiden  erzeugenden  Strah- 
lenbüschel, im  Unendlichen  liegt. 

1.  Bei  der  ersten  Art  liegen  sämt- 
liche Punkte  der  Kurve  im  End- 
lichen: die  Kurve  heisst  Ellipse;  die 
unendlich  ferne  Gerade  verläuft  gänz- 
lich ausserhalb  der  Kurve.  Die  beiden 
erzeugenden  Strahlenbüschel  haben  kein 
Paar  zugeordneter  Parallelstrah- 
len, können  also  keinen  falls  von 
entgegengesetzter  Umlaufsrich- 
tung sein. 

2.  Bei  der  zweiten  Art  liegt  ein 
einziger  Punkt  der  Kurve  im  Un- 
endlichen, alle  übrigen  im  Endlichen : 
die  Kurve  heisst  Parabel.  Die  unend- 
Ifch  ferne  Gerade  ist  eine  solche  Gerade, 
die  mit  der  Kurve  einen  einzigen 
Punkt  gemeinsam  hat,  folglich  muss 
die  unendlich  ferne  Gerade  eine 
Tangente  der  Parabel  sein,   und 
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diesseits  5,  oder  zwischen  s,  .S',,  oder  jenseits  s.,  ihr  Berührungspunkt  kann  als  Scheitel 
berücksichtigt.^  Es  fragt  sich  daher  bloss    ob  ^^^^^   ^gj.  erzeugenden   Strahlenbüschel 

in  denienigen  öcheitelwinkelraumen  der  btrahlen         /.^     ^         -r-w    v   ■  j  a      o^.     v, 

(a,7..)  bezw.  (a..K).  welche  bdce  nicht  euthal-  auftreten.  Die  beiden  erzeugenden  Strah- 

ten.  keinmal  o'de"r  einmal  oder  zweimal  solche  lenbüschel   haben    ein    einziges    Paar 

zugeordnete  Strahlenpaare  vorkommen,  die  ein-  zugeordneter    ParaUelstrahlen. 

ander  im  Unendlichen  schneiden     also  parallel  ^^nnen    also    keinenfalls    von    entgegen- 
sind. Die  >ebenwiiikelraume  (a, «,)  bezw.  (rt.,Ä.,).  ^   ,        tt    i      i?    •  i  .^  • 

welche   die   Strahlen  bdce  enthalten,   sind"  für  gesetzter  Unilaufsiichtung  sein. 
jede  der  drei  Kurvengattungen  von  ganz  gleicher         3,  Bei  der  dritten  Art  liegen  zwei 

Natur,  wenn  die  Scheitel  s\S',  sich  in  endlicher  p^^i^te  der  Kurve  im  Unendlichen : 

die  Kui've  heisst  Hyperbel.  Die  unend- 
lich ferne  Gerade  enthält  zwei  Kurven- 
punkte; diese  können  auch  selbst  als 
Scheitel  erzeugender  Büschel  auftreten, 
sie  haben  als  Tangenten  die  Asymp- 
£._  toten,  und  sie  teilen  die  unendlich  ferne 
^'  Gerade  in  zwei  Teile,  deren  einer  inner- 


Entfernung auf  demselben  Kurvenzuge 
befinden 


Fiffur  43  a. 


>3o/' 


.  _.: >oof 


Figur  43  b. 


XXl/' 


hall),  deren  anderer  ausserhalb  der  Kurve 
selbst  liegt.    Die  Kurve  selbst  geht  aus 
dem  Endliclien   nach  dem   einen  dieser 
Punkte  hin,  kehrt  von  ihm  aus  von  der 
Erkl.  139.   Für  die  Parabel  als  (Jrdnungs-    entgegengesetzten  Richtung  her  ins  End- 
kurve gibt  Figur  43  eine  allgemeine  und  eine   liehe  zurück,  geht  dann  Zlim  andern  UU- 
besondere  Darstellung.  In  Figur  43  a  sind  zwei   endlich  fernen  Punkt  ins  Unendliche  und 


beliebige  Punkte  als  Scheitel  gewählt,  wie  in 
Figur  42.  und  nach  dem  Punkt  Fcc  geht  das 
einzige  Paar  Parallelstrahlen  /",  \\  f.-,.  Dabei  be- 
steht in  beiden  Büscheln  die  gleiche  Reihenfolge 
auch  mit  gleicher  Umlaufsrichtung  (mit  dem  Uhr- 
zeiger) für  die  Elemente  dafe,  —  In  Figur  43b 

ist  als  Scheitel  5,  der  unendlich  ferne  Punkt  der  ,  .   j 

Parabel  gewählt,  so  dass  jeder  Parabelpunkt  hereinkommt  lind  ZUm  andern  wieaer 
entsteht  als  Schnittpunkt  eines  Büschelstrahls  hinausläuft.  Die  erzeugenden  Strahlen- 
von  S,  und  des  zugeordneten  Strahles  im  Parallel-  ^(\«;chel  haben  zwei  Paar  ZUgeord- 
strahlenbüschel  von  s;.    Die  Elemente  i^c/.earZ  ^  Parallelstrahlen,     können 

haben  in   S,  Umlaufsrichtung  gegen   den  Uhr-    "^"-^^      j.  « 1  c^-a 

zeiger;  im  Büsohei  s,  ^it  e,  als  unendlich  ferne  also  entweder  von  gleicher  oder  von 

Gerade.    Für  den  Parallelstrahlenbüschel  .S;  ist  entgegengesetzter  Umlaufsriclltung 

keine  bestimmte   Umlaufsrichtung  festzulegen;  ggin        (\ach    Figur    42    und    44    SOWie 

denn  legt  man  S    nach   rechts  unendlich  fern,  „  ^    ^         ^  ^^^   g^^^^et   ersteres  Statt, 

so    hatte    man    ebenfalls    Lmlauf   h^c^h^e^a^d^  x^irLi.  x-i^  ""         ,    1     ,    -^  i  f     ix^m 

gegen   den  Uhrzeiger:   legt  man   aber  5,   nach  wenn     die     BusCüelSCUeitei     aui     tiem- 

links  unendlich  fern,   so  kann  derselbe  Umlauf  selben,     letzteres,     wenn     sie     nicht 

b,cji,e^a^d,   als   mit   dem  Uhrzeiger  gehend  j^^^f  demselben  Kurvenaste  liegen.) 

aufgefasst  werden. 

Figur  44  b. 


kehrt  auch  vun  diesem  wieder  ins  Endliche 
zurück  zum  Ausgangspunkte.  Man  hat  also 
zwei  getrennte  Kurventeile,  sogen. 
Aeste,  in  deren  jedem  die  Kurve  aus 
dem    einen    unendlich    fernen   Punkte 
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Erkl.  140.  Die  Hyperbel  kann  entstehen 
durch  zwei  gleichlaufende  Büschel,  wie 
in  Figur  42,  wenn  die  Scheitel  auf  dem- 
selben Kurven a st  liegen  und  zwischen  a 
und  h  zwei  Paar  zugeordnete  Parallelstrahlen 
haben.  Sie  muss  entstehen  durch  zwei  un- 
gleichlaufende Büschel,  wie  in  Figur  44a, 
wenn  die  Scheitel  auf  getrennten  Kurven- 
ästen liegen;  denn  dann  müssen  die  Büschel 
zwei  Parallelstrahlen  haben,  weil  die 
Schnittpunkte  ihrer  Strahlen  jede  Gerade, 
also  auch  die  unendlich  ferne,  in  entgegen- 
gesetzter Eichtung  vollständig  durchlaufen,  also 
sicher  zweimal  übereinander  weggehen.  In 
Figur  44a  ist  in  der  That  /'Jl/'o  und  g^\\g.2 
je  parallel  zu  einer  der  beiden  (strichpunktiert 
gezeichneten)  Asj'mptoten  nach  den  unendlich 
fernen  Hj-perbelpunkten  F  und  G.  3Ian  erkennt 
also,  dass  zwei  projektivische  Strahlenbüschel, 
w'elche  gleiche  Umlaufsrichtung  haben, 
eine  Ellipse  oder  eine  Parabel  oder  eine 
Hyperbel  (und  zwar  mit  Scheiteln  auf  gleichem 
Aste)  erzeugen  können,  bei  entgegengesetzter 
Umlaufsrichtung  aber  nur  eine  Hyperbel 
(mit  Scheiteln  auf  getrennten  Aesten). 


Erkl.  141.  Man  kann  für  die  Hyperbel  ent- 
weder den  einen  der  unendlich  fernen  Punkte 
oder  auch  beide  als  Büschelscheitel  wählen. 
So  ist  in  Fig.  44  b  sowohl  5,  als  5,  im  unend- 
lichen ,  also  jeder  Büschel  ein  Parallel- 
str ahlenbüschel.  Dadurch  fällt  wieder  die 
Erkennung  einer  bestimmten  Umlaufsrichtung 
weg:  denn  man  hat  beide  Scheitel  als  auf  gleichem 
Ast  mit  gleicher  Umlaufsrichtung  aufzufassen, 
wenn  man  etwa  S^  links  oben,  .S'.,  links  unten 
ins  Unendliche  verlegt  denkt;  dagegen  hat  mau 
beide  Scheitel  als  auf  getrennten  Aesten  mit 
entgegengesetzter  Umlaufsrichtung  aufzufassen, 
wenn  man  S^  nach  links  oben,  Ä,  nach  rechts 
oben  (wie  die  Pfeile  in  Figur  44  b  angeben) 
verlegt  denkt.  Die  Parallelstrahlenbüschel  lassen 
beiderlei  Deutung  zu,  weil  sie  den  Uebergang 
beider  Fälle  darstellen.  Da  in  Fig.  44  b  die 
unendlich  fernen  Puukte  selbst  Scheitel  sind. 
so  wird  5,  =  £",  S,  =  Z>,  die  unendlich  ferne 
Gerade  selbst  als  Verbindungsgerade  der  Scheitel 
und  gemeinsamerstrahl  beider  Büschel  zu  r?,  =  e^, 
und  die  Asymptoten  als  Tangenten  in  den  Scheitel- 
punkten zu  t,  und  rf.j.  Man  hat  in  beiden  Bü- 
scheln die  gleiche  Aufeinanderfolge  der  Elemente 
abdhce,  wobei  eben  für  e,  und  do  die  unendlich 
ferne  Gerade  selbst  eintritt. 


Frage  41.    "Welche  Fälle  der  entarteten  oder  zerfallenden  Kurven 
entstellen  bei  der  projektivischen  Erzeugung  der  Kurven  zweiten  Grades? 

Antwort.  Wie  bei  der  allgemeinen  Definition,  so  muss  auch  im  besonderen  Falle 


als  Kurve  zweiter  Klasse  angesehen  wer- 
den die  Gesamtheit  der  Strahlen, 
welche  durch  je  zwei  entsprechende  Punkte 
zweier  projektivisch  verwandten  Punkt- 
reihen hindurchgehen.  Das  sind  aber: 
1.  bei  perspektivischer  Lage 
zweier  projektivischen  Punktreihen  der 
Strahlenbüschel   durch   den   Perspek- 


als  Kurve  zweiter  Ordnung  angesehen 
werden  die  Gesamtheit  der  Punkte, 
welche  auf  je  zwei  entsprechenden 
Strahlen  zweier  projektivisch  verwandten 
Strahlenbüschel  liegen.  Das  sind  aber: 
1.  bei  perspektivischer  Lage 
zweier  projektivischen  Strahlenbüschel 
die  Punktreihe  auf  der  Perspektivi- 


tivitätsscheitel  und  derjenige  durch  tätsachse  und  diejenige  auf  dem  selbst- 
den  selbstentsprechenden  Schnittpunkt  entsprechenden  Verbindungsstrahl 
beider  Reihen.  Der  Strahlenbüschel  beider  Scheitel.  Die  Punktreihe  zweiter 
zweiter  Klasse  zerfällt  also  hier  in  zwei  Ordnung  zerfällt  also  hier  in  zwei 
Strahlenbüschel  erster  Klasse;  und  Punktreihen  erster  Ordnung;  und 
als  Träger  der  eingehüllten  Kurve   er-  als  Träger  der  erzeugten  Kurve  erscheint 


scheint  das  Punktepaar,  welches  von 
den  Scheiteln  dieser  beiden  Büschel  ge- 
bildet wird. 

2.  Bei  schiefer  Lage  projektivi- 
scher  Punktreihen  entstehen  besondere 
Fälle  nur  bei  gemeinsamem  Träger. 
Diese  eine  Gerade  bildet  auf  jeden 
Fall  einen  gemeinsamen  Strahl  durch  je 
zwei  gemeinsame  Punkte. 

a)  Haben  nun  die  beiden  Punktreihen 
keinen  selbstentsprechenden 
Punkt,    so    hat    man    an   Stelle    des 


das  Ger  adenpaar,  welches  von  den 
Trägern  dieser  beiden  Punktreihen  ge- 
bildet wird. 

2.  Bei  schiefer  Lage  projektivi- 
scher  Strahlenbüschel  entstehen  beson- 
dere Fälle  nur  bei  gemeinsamem 
Scheitel.  Dieser  eine  Punkt  bildet 
auf  jeden  Fall  einen  gemeinsamen  Punkt 
auf  je  zwei  gemeinsamen  Strahlen. 

«)  Haben  nun  die  beiden  Strahlen- 
büschel keinen  selbstentsprechen- 
den Strahl,  so  hat  man  an  Stelle  der 
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Strahlenbüscliels  zweiter  Klasse  nur  diese  Punktreihe  zweiter  Ordnung-  nur  diesen 
einzige  Gerade,  eine  „eingehüllte  einzigen  Punkt,  eine  ,.Kurve"  wird 
Kurve-'  ist  nicht  vorhanden.  nicht  erzeugt. 

ß)  Haben  die  beiden  Punktreihen  ß)  Haben  die  beiden  Strahlenbüschel 
einen  selbst  entsprechenden  einen  selbstentsprechenden 
Punkt,  so  ist  jeder  Strahl  durch  Strahl,  so  ist  jeder  Punkt  auf  diesem 
diesen  Punkt  als  ein  Verbindungsstrahl  Strahl  als  ein  gemeinsamer  Punkt  der 
der  im  selbstentsprechenden  zusammen-  im  selbstentsprechenden  zusammenfallen- 
fallenden beiden  Punkte  anzusehen :  an  den  beiden  Strahlen  anzusehen :  an  Stelle 
Stelle  des  Strahlenbüschels  zweiter  Klasse  der  Punktreihe  zweiter  Ordnung  tritt  die 
tritt  der  einzige  Strahlenbüschel  einzige  Punktreihe  erster  Ordnung 
erster  Klasse  durch  diesen  Punkt;  auf  diesem  Strahl;  als  Träger  der  er- 
als  Träger  der  eingehüllten  Kurve  er-  zeugten  Kurve  erscheint  die  eine  Ge- 
scheint der  eine  Punkt  als  Doppel-  rade  als  Doppelgerade  oder  doppelt 
punkt  oder  doppelt  gezählter  Punkt.      gezählte  Gerade. 

/)  Haben  die  beiden  Punktreihen  y)  Haben  die  beiden  Strahlenbüschel 
zwei  selbstentsprechende  Punkte,  zwei  selbstentsprechende  Strah- 
so  gelten  die  Strahlenbüschel  durch  len,  so  gelten  die  Punktreihen  auf 
jeden  derselben  so,  wie  zuvor  der  ein-  jedem  derselben  wie  vorhin  die  einzige, 
zige,  und  der  Strahlenbüschel  zweiter  und  die  Punktreihe  zweiter  Ordnung 
Klasse  zerfällt  in  zwei  Strahlen-  zerfällt  in  zwei  Punktreihen  erster 
büschel  erster  Klasse;  Träger  der  Ordnung;  Träger  der  Kurve  ist  das 
Kurve  ist  das  Punktepaar  der  Scheitel  Geradenpaar  der  Träger  (wie  oben 
(wie  in  dem  ersten  Teil  dieser  Antwort),  im  ersten  Teil  dieser  Antwort). 

Erkl.  142.  Die  besonderen  Fälle  vorstehender  Antwort  nennt  man  entartete,  zerfallende,  aus- 
geartete oder  degenerierte,  singulare.  An  sich  betrachtet  haben  sie  keine  wesentliche  Bedeutung 
als  Kurven  zweiten  Grades.  Wohl  aber  werden  sie  dadurch  von  Bedeutung,  dass  allgemeine 
Sätze  über  Kurven  zweiten  Grades  auch  dann  Geltung  behalten  müssen,  wenn  an  Stelle  der 
allgemeinen  Kurve  dieser  besondere  Fall  eingesetzt  wird.  Die  Klassenkurve  bezw.  Ordnungs- 
kurve besitzt  nämlich  im  Falle  1 :  00  Tangenten  und  2  Punkte  bezw.  00  Punkte  und  2  Tan- 
genten, im  Falle  2«:  1  Tangente  und  00  Punkte  bezw.  1  Punkt  und  00  Tangenten,  in  den 
Fällen  2ß  und  2y:  jedesmal    oo  Punkte  und   00  Tangenten. 

Erkl.  143.  Will  man  die  einzeluen  Fälle  darnach  ordnen,  von  welcher  der  vorigen  drei 
Kurveugattungen  sie  einen  speziellen  Fall  bilden,  so  findet  man,  dass  zu  einem  Punkte- 
paar oder  Ger  adenpaar  jede  Kurvenart  einmal  ausarten  kann,  denn  gleichlaufende  wie 
ungleichlaufeude  Punktreihen  und  Büschel  können  in  perspektivische  Lage  gelangen.  Dagegen 
lassen  sich  die  Gesichtspunkte  der  Dualität  für  die  zerfallenden  Kurven  nicht  mehr  aufrecht 
erhalten;  denn  ausgeartete  Gebilde  zweiter  Ordnung  sind  nicht  mehr  von  zweiter  Klasse  und 
umgekehrt.  —  Im  einzelnen  wird  aufzufassen  sein: 

1.  Das  Punktepaar  bezw.  die  auf  der  Verbindungsgeraden  doppelt  gelegte  Strecke  inner- 
halb oder  ausserhalb  der  beiden  Punkte  (1  und  2y  links):  als  unendlich  schmale  Ellipse  oder 
Hj'perbel;  und  wenn  einer  oder  beide  Punkte  unendlich  fern  liegen:  als  Ellipse  oder  Hyperbel 
oder  Parabel. 

2.  Das  Paar  zweier  Geraden  (1  und  2y  rechts):  als  Hyperbel  (mit  den  Asymptoten  zu- 
sammenfallend); und  wenn  die  Geraden  parallel  oder  eine  davon  unendlich  fern:  als  Ellipse 
(im  letzteren  Falle  auch  Kreis  mit  unendlich  grossem  Radius)  oder  Hyperbel  oder  Parabel. 

3.  Ein  (mehrfach  zählender)  Einzelpunkt  im  Endlichen  oder  Unendlichen  (oben  Fall  2ß  links 
oder  2«  rechts):  als  Ellipse  (Nnllkreis  mit  unendlich  kleinem  Radius). 

4.  Eine  (mehrfach  zählende)  Gerade  im  Endlichen  oder  Unendlichen  (oben  Fall  2«  links 
oder  2ß  rechts):  als  Ellipse  oder  Hyperbel  oder  Parabel. 

Erkl.  144.  Projiziert  man  die  Punkte  einer  Ellipse,  einer  Parabel  bezw.  einer  Hy- 
perbel auf  die  unendlich  ferne  Gerade  aus  zweien  ihrer  Punkte,  so  schneiden  die  entstehenden 
projektivischen  Büschel  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  zwei  projektivische  Punktreilien  aus, 
weiche  keinmal,  einmal  bezw.  zweimal  selbstentsprechende  Punkte  aufweiseu.  Und  hiernach 
nennt  man  überhaupt  eine  projektivische  Verwandtschaft  zweier  vereinigt  liegenden  Gebilde 
(Punktreihen  gleichen  Trägers  oder  Strahlenbüschel  gleichen  Scheitels)  elliptisch  oder  pa- 
rabolisch oder  hyperbolisch,  wenn  keinmal  oder  einmal  oder  zweimal  selbst- 
entsprechende Elemente  vorhanden  sind  (vergl.  Aufgabe  202). 
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b)  Massbeziehung-en  bei  der  Erzeugung  der  Kurven  zweiten  Grades. 


Frage  42.  Welche  Massbeziehun- 
gen können  die  erzeugenden  Gebilde 
einer  Kurve  zweiten  Grades  aufweisen? 

Erkl.  145.  Bei  Strahleubüscheln  fallen 
Aehulichkeit  und  Kongruenz  zusammen  in  dem 
einen  Begriff  GleiclTheit.  Derselbe  besteht 
darin,  dass  ie  zwei  entsprechende  Strahlen  in 
beiden  Büscheln  gleichen  Winkel  bilden, 
oder  dass  man  von  einem  Paar  zugeordneter 
Strahlen  ausgehend  jedes  andere  Paar  erhalten 
kann  durch  Drehung  um  die  gleiche  Winkel- 
grösse.  Vergleiche  Antwort  auf  Frage  43  des 
I.  Teils  dieses  Lehrbuchs. 


Mass- 


ersteus 
Kon- 


Antwort.  Als  besondere 
beziehungen  können  auftreten: 

a)  bei  zwei  Punktreihen 
Aehnlichkeit  und  zweitens 
g  r  u  e  n  z ; 

b)  bei  zwei  Strahleubüscheln 
Gleichheit,  und  zwar  entweder  mit 
gleichlaufender  oder  mit  ungleich- 
laufender ümdrehuugsrichtung. 


Frage  43,  Welche  Tangentenkurven 
zweiter  Klasse  werden  durch  ähnliche 
bezw.  kongruente  Punktreihen  in 
schiefer  Lage  erzeugt? 

Erkl.  146.  Dass  ähnliche  Punktreihen  und 
kongruente  Punktreihen  stets  als  projektivische 
aufgefasst  werden  können,  und  dass  bei  ihnen 
der  unendlich  ferne  Punkt  der  einen  auch  stets 
den  unendlich  fernen  Punkt  der  andern  als  zu- 
geordneten Punkt  erhalten  muss,  ist  in  Antwort 
auf  Frage  43  des  I.  Teils  dieses  Lehrbuchs 
durchgeführt  worden.  Aus  nebenstehender  Ant- 
wort entnimmt  man.  dass  solche  Reihen  stets 
Parabeln  erzeugen,  und  dass  umgekehrt  eine 
Parabel  auch  nur  von  ähnlichen  (bezw.  kon- 
gruenten) Punktreihen  erzeugt  werden  kann, 
von  beliebig  gearteten  also  gar  nicht. 

Fiffur  45. 


Erkl.  147.  In  Figur  45  enthält  Träger  ^i 
lauter  Punkte  in  Abständen  von  4  mm,  t„  solche 
in  Abständen  von  6  mm.  Ist  eines  der  Punkte- 
paare als  zugeordnet  festgelegt,  so  muss  jeder 
folgende  Punkt  auf  dem  einen  Träger  dem  fol- 
genden Punkte  auf  dem  andern  Träger  zu- 
geordnet werden.  Und  die  Verbindungsgeraden 
je  zweier  zugeordneten  Punkte  erzeugen  die 
Parabel.  Aber  nicht  nur  auf  t^  und  t„y  sondern 
auch  auf  jeder  andern  Tangente,  wie  Ä^Ä^, 
£,  ß,,  C,  Co  entstehen  in  Figur  45  Abschnitte, 
welche  je  unter  sich  gleichgross  sind,   so  dass 


Antwort.  1.  Da  sowohl  in  ähn- 
lichen als  in  kongruenten  Punktreihen 
die  unendlich  fernen  Punkte  ein- 
ander zugeordnet  sind,  so  ist  unter 
den  Taugenten  der  entstehenden  Kurve 
jedenfalls  auch  die  Verbindungsgerade 
dieser  beiden  unendlich  fernen  Punkte, 
also  die  unendlich  ferne  Gerade  ent- 
halten, und  somit  ist  die  Kurve  jedes- 
mal eine  Parabel. 

2.  Dabei  entspricht  der  Strecke  auf 
der  einen  Punktreihe  zwischen  Schnitt- 
punkt und  Berührungspunkt  die  Strecke 
auf  der  andern  Punktreihe  zwischen 
Berührungspunkt  und  Schnittpunkt.  Sind 
also  im  besonderen  Falle  die  beiden 
Eeihen  kongruent,  so  müssen  auch 
diese  beiden  Strecken  gleich  sein,  d.h. 
die  Berührungspunkte  der  Träger 
haben  gleichen  Abstand  vom 
Schnittpunkt:  und  sowohl  dieses 
Paar,  als  auch  alle  übrigen  ent- 
sprechenden Punktepaare  der 
beiden  Piinktreihen  liegen  dann  symme- 
trisch zur  Halbierungsgeraden  des  Win- 
kels der  beiden  Träger.  Daher  muss  diese 
AVinkelhalbierende  auch  Symmetrie- 
achse sein  für  alle  Tangenten  der 
Kurve,  und  für  die  Parabel  selbst. - 

3.  Umgekehrt  müssen  aber  auch  all- 
gemein die  Punktreihen,  welche 
bei  einer  Parabel  auf  zwei  be- 
liebigen festen  Tangeuten  durch 
eine  veränderliche  ausgeschnitten 
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das  Grössenverhältnis  jedes  Paares 
entsprechender  Abstände  anf  zwei  ver- 
schiedenen Tangenten  ein  konstantes 
ist.  Es  gilt  also  auf  jedem  Träger- 
paar, wie  auf  tj^t.^,  dass  z.  B.: 

A,B,  -.Ä^B.  =  Ä^C\:A,Co 

=  D,E^:  D.E.,  u.  s.  w. 

Erkl.  148.  In  Figur  46  sind  auf 
/j  und  tn  gleichg rosse  Abschnitte 
von  5  mm  abgetragen.  Durch  Zu- 
ordnung eines  Punktepaares,  z.  B. 
des  Berührungspunktes  Z»,  zum 
Schnittpunkt  D^  ist  auch  jede  andere 
Zuordnung  festgelegt.  Ausgehend 
vom  Schnittpunkt  D^E.^  liegen  sym- 
metrisch auf  beiden  Trägern  die 
Punkte  auf  t^: 

Z),  C\  A,B,E,  K,  L,  •  •  •  ./i H,  D,, 
auf  t.-,: 

E,  B,  Ä,  C,  D,  H,  J.,---  L,  K,  E,. 
Die  Tangente  .4,  ^.,  verbindet  Punkte  gleichen 
Abstandes  vom  Schnittpunkte,  ist  also  senkrecht 
zur  Winkelhalbierenden,  und  zu  sich  selbst  sym- 
metrisch. Sonst  entsprechen  einander  beider- 
seits der  "Winkelhalbierenden  in  symmetrischen 
Paaren : 

jBjJ5.,  und  ac.  D,D,  und  E,E^, 
H^Ho  und  K,2K^,  JjJo  und  L,L^. 
Je  zwei  solche  Tangenten  schneiden  einander 
in  einem  Punkte  auf  der  Winkelhalbierenden 
der  Träger  /j  t.-. .  und  somit  muss  diese  Gerade 
auch  als  Symmetrieachse  der  Kurve  selbst  an- 
gesehen werden.  Dieselbe  Eigenschaft  muss 
auch  bei  Figur  45  auftreten,  sowie  man  zwei 
solche  Tangenten  als  Träger  wählt,  deren  Be- 
rührungspunkte vom  Trägersehnittpunkt  glei- 
chen Abstand  haben. 

Erkl.  149.  Durch  die  vorige  Ueberlegung 
ist  für  die  Parabel  die  merkwürdige  Eigenschaft 
festgestellt .  dass  sie  eine  Symmetrieachse 
besitzt,  was  eine  rein  metrische  Beziehung 
darstellt.  Zugleich  erkennt  man,  dass  kongruente 
Punktreihen  keine  besondere  Art  von  Para- 
beln erzeugen  gegenüber  den  von  allgemein 
ähnlichen  Punktreihen  erzetigten.  Denn  einer- 
seits entsteht  auch  bei  Figtir  45  die  Achse  als 
Ort  der  Schnittpunkte  solcher  Tangenten,  welche 
die  Berührungspunkte  im  gleichen  Abstand  vom 
Schnittpunkt  haben,  und  andererseits  entstehen 
auch  bei  Figur  4*1  auf  den  andern  Tangenten 
als^,  ^.  z.  B.  ByB^  oder  J^J...  wieder  ähnliche 
Puuktreihen  allgemeiner  Art  und  mit  anderem 
Winkel  der  Träger  und  sowohl  mit  Strecken 
nuter  5  mm.  wie  auf  J,A, ,  B^B.^,  als  über 
5  mm .  wie  auf  //,  fi.,  oder  L,  L^.  —  Ver- 
schiedenerlei Parabeln  werden  sich  daher  der 
Gestalt  nach  von  der  in  Figur  46  vorliegenden 
bei  beliebigem  Winkel  der  Träger  überhaupt  nur 
durch  die  Lage  der  Berührungspunkte  L',  D^ 
unterscheiden  können,  also  durch  ein  einziges 
Längenverhältuis:  und  dadurch  kommt  man  hier 
schon  zu  dem  Schlüsse,  dass  alle  überhaupt 


Figur  46. 


werden,  stets  ähnlich  sein.  d.  h. 
proportionale  Abschnitte  zwischen  ent- 
sprechenden Punkten  aufweisen.  Denn 
bei  jeder  Parabel  ist  die  unendlich  ferne 
Gerade  Tangente,  also  sind  die  unend- 
lich fernen  Punkte  jedes  Tangenten- 
paares, wenn  es  als  Trägerpaar  auf- 
gefasst  wird,  einander  zugeordnet;  und 
folglich  sind  die  erzeugten  Punktreihen  — 
zunächst  nach  Satz  16  dieses  II.  Teils 
projektivisch ,  und  zwar  nach  Antwort 
auf  Frage  43  des  I.  Teils  mit  Zuordnung 
ihrer  unendlich  fernen  Punkte,  also 
ähnlich. 

4.  Das  Grössenverhältnis  dieser 
ähnlichen  Punktreihen  bezw.  der  ent- 
sprechenden proportionalen  Abschnitte 
richtet  sich  nach  den  Längen  der  beiden 
Strecken  zwischen  dem  Schnittpunkt  der 
Tangenten  und  ihren  Berührungspunkten. 
Auf  derjenigen  Tangente,  auf  welcher  der 
Berührungspunkt  einen  grösseren  Ab- 
stand vom  Schnittpunkt  hat  als  auf  der 
andern,  sind  alle  Abschnitte  in  diesem 
gleichen  Verhältnis  grösser,  und  umge- 
kehrt; schneiden  sich  beide  Tangenten  auf 
der  Symmetrieachse  der  Parabel  (s. 
oben),  so  sind  die  Abschnitte  zwischen 
Schnittpunkt  und  Berührungspunkten 
und  damit  gleichzeitig  auch  alle  durch 
eine  veränderliche  Tangente  gebildeten 
Abschnitte  zwischen  entsprechenden 
Punkten  auf  beiden  Tangenten  gleich- 
gross. 
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möglichen  Parabeln  einander  ähnlich 
sind.  bezw.  in  perspektivisch  ähnliche  Lage  (nach 
der  Bedeutung  dieses  Ausdrucks  im  VII.  und 
VIII.  Teile  von  Kleyer-Sachs,  Ebene  Elementar- 
Geometrie)  gebracht  werden  können.  —  Die  An- 
zahl der  willkürlichen  Stücke  für  die  Festlegung 
einer  nach  Gestalt  und  Lage  bestimmten 
Parabel  bleibt  dabei  in  der  Zahl  vier  (wie  in 
Erkl.  135),  nämlich  in  Figur  45  die  Elemente  f,  t.^ 
und  dazu  ein  Paar  Tangenten  oder  die  beiden 
Berührungspunkte  E^D,;  in  Figur  46  ebenso 
die  Träger  <, f^  und  dazu  eine  Tangente  oder 
ein  Berührungspunkt  zusammen  mit  der  Be- 
dingung der  Sj'mmetrie.  —  Es  giebt  also  vier- 
fach unendlich  viele  verschiedenen  Parabeln,  von 
denen  jedoch  nur  einfach  unendlich  viele  an  Ge- 
stalt verschieden  sind;  jede  dieser  aber  kann 
dreifach  unendlich  viele  verschiedene  Lagen 
in  der  Zeichnungsebene  einnehmen. 


Frage  44.  Was  für  Piinktkurven 
zweiter  Ordnimg  werden  durch  gleiche 
Strahlenbüschel  in  schiefer  Lage  bei 
gleichlaufender  Umlauf srichtnng 
erzeugt? 

Figur  47. 


Erkl.  150.  Dass  die  Winkel  bei  A.  B,  C 
gleichgross  sein  müssen,  kann  man  durch  i3e- 
trachtung  der  Dreiecke  S^A^n,  S^BS.,,  S^CSo 
finden.  Durch  Verlegung  des  Punktes  A  nach 
B  wird  die  Winkelsumme  des  Dreiecks  S^AS^ 
verkleinert  um  <^  (a,bj),  vergrössert  um  den 
gleichgrossen  <^(a2^2^'  ^^^o  muss  auch  der  an 
Stelle  von  <j:  A  tretende  <^^  gleichgross  sein. 
Die  <^(e,  f?,)  und  <^(e2f7,)  werden  symmetrisch 
gleich  und  jeder  als  Sehnentangentenwinkel 
gleich  dem  Peripheriewinkel  A  oder  B  auf  dem- 
selben Bogen  S^S,.  Bei  L  ist  der  innerhalb 
des  Kreises  liegende  <^  (?j?.,)  Supplement  der 
Winkel  bei  A  und  B,  also  sein  Nebenwinkel 
wieder  jenem  gleich. 


Antwort.  1.  Sind  S^  und  S.^  in 
Figur  47  die  Scheitel  zweier  gleichen 
und  gleichlaufenden  Strahlen- 
büschel,  so  ist: 

<^  (rt,  6i)  =  <^  («2  b^), 

-^  (c,  f?,)  —  <^  (cj  f?o),   u.  s.  w. 
Daraus  folgt  aber  in  Figur  47.  dass  auch 

<^  («,  «.3)  =  <^  {b,  62)  =  -^  (q  C.J  =  <^  {d,  d,) 

u.  s.  w., 

und  daher  ist  die  entstehende  Kurve 
derjenige  Kreis,  welcher  durch  die 
Punkte  S\8.,  geht  und  den  feststehenden 
Winkel  zweier  beliebigen  zugeordneten 
Strahlen  als  Peripheriewinkel  fasst,  — 
oder  derjenige  Kreis,  aus  dessen  Punk- 
ten die  Strecke  .Sj^S,  unter  dem  Winkel 
zweier  zugeordneten  Strahlen  gesehen 
wird. 

2.  Nimmt  man  umgekehrt  den  Kreis 
durch  die  Punkte  AS^S^  als  gegeben 
an  und  verbindet  beliebige  Punkte  des- 
selben mit  S'j  und  ^'o;  so  müssen  wegen 
der  gleichgrossen  Peripheriewinkel  ^A 
=  <^B  =^  ^C  u.a.w.  auch  gleichgrosse 
Winkel  bei  /S,  und  S.y  zwischen  je  zwei 
solchen  Strahlen  entstehen,  welche  nach 
denselben  Kreispunkten  führen.  Man 
sieht  also,  dass  einerseits  gleiche  und 
gleichlaufende  Büschel  in  schiefer 
Lage  nur  Kreise  erzeugen  können, 
und  dass  anderseits  Kreise  nur  durch 
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Erkl.  151.  Wenn  «, «,  einander  im  Punkte  A 
treffen,  so  bildet  jeder  Strahl  von  S^  mit  a,  den- 
selben Winkel  in  gleicher  UmlaiifsriehtuDg:,  wie 
der  entsprechende  Strahl  von  S._,  mit  a.,.  Liegt 
also  ein  erster  Schnittpunkt  im  endlichen,  so 
liegt  keiner  im  unendlichen  und  der  Kreis  er- 
scheint als  Spezialfall  der  Ellipse.  Denn  zwei 
entsprechende  Strahlen  können  nie  parallel  wer- 
den, wenn  nicht  alle  zugeordneten  parallel  sind, 
also  auch  ,-1  schon  im  Unendlichen  liegt.  Im 
letzten  Falle  sind  die  Büschel  in  perspek- 
tivischer Lage  und  erzeugen  als  Kurven- 
punkte  nur  unendlich  ferne  Punkte.  Die  Ge- 
samtheit der  letzteren  kann  man  dann  ansehen 
als  die  unendlich  ferne  Gerade,  oder  auch  zu- 
sammen mit  S,  S.2  als  unendlich  grossen  Kreis. 

Erkl.  152.  Die  beim  Kreise  auftretende 
Gleichheit  der  Büschel  ist  eine  weit  engere 
(weil  eindeutige)  Spezialisierung  als  die  bei 
der  Parabel  erscheinende  Aehnlichkeit  derPuukt- 
reihen.  welche  noch  die  verschiedensten  Grossen- 
proportionen  zulässt.  Daher  gibt  es  auch  vier- 
fach unendlich  viele  Parabeln,  aber  nur  dreifach 
unendlich  viele  Kreise.  Gemeinsam  ist  beiden 
die  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  der  Ge- 
stalten: während  aber  jede  Parabel  in  a^  ver- 
schiedenen Lagen  auftreten  kann,  kann  ein 
Kreis  nur  x-  verschiedene  Lagen  einnehmen. 


gleiche  und  g-leichlaufende  Büschel 
in  schiefer  Lage  erzeugt  av erden 
können. 

3.  Durch  diese  enge  Beschränkung 
der  Kreiserzeugung  uird  auch  die  Zahl 
der  willkürlichen  Bestimmungs- 
stücke des  Kreises  enger  begrenzt. 
Denn  durch  den  Namen  des  Kreises 
allein  wird  die  Gleichheit  der  erzeugen- 
den Büschel  unbedingt  festgelegt,  und 
bleibt  daher  willkürlich  nur  noch  die 
Lage  der  beiden  Scheitel  und  dazu  eines 
zugeordneten  Strahlenpaares,  oder  eines 
Kurvenpunktes  als  Schnittpunkt  dersel- 
ben. Das  letztere  ist  also  dieselbe  Bestim- 
mung durch  drei  Punkte,  wie  in  der 
Planimetrie.  Man  hat  demnach  auch  in 
der  projektivischen  Geometrie  für  den 
Kreis  nur  drei  willkürliche  Be- 
stimmungsstücke. 


Frage  45.  Was  für  Punktkurven 
zweiter  Ordnung  werden  durch  gleiche 
Strahlenbüschel  in  schiefer  Lage  bei 
entgegengesetzter  Umlaufsrich- 
tung erzeugt? 


Figur  48. 


ocG 


Antwort.  1.  Sind  S^S.^  in  Figur  48 
die  Scheitel  zweier  gleichen  und  ent- 
gegengesetzt laufenden  Strahlen- 
büschel, so  ist: 

^  (&i  Ci)  =  <^  {h  Co). 
^  <(<^idi)  =  ^  (c.2  d.d.   u.  s.  w. 

Wegen  des  entgegengesetzten  l'm- 
laufs  muss  es  zweimal  vorkommen, 
dass  entsprechende  Strahlen  par- 
allel sind,  folglich  hat  man  jedenfalls 
eine  Kurve  mit  zwei  unendlich  fernen 
Punkten,  nämlich  eine  Hyperbel,  und 
'^  zwar  mit  Scheiteln  aufgetrennten  Aesten. 

2.  Wegen  der  gleichen  Winkel,  die 
jedes  Paar  zweier  zugeordneten  Strahlen 
mit  jedem  andern  Paar  bilden  muss, 
müssen  die  lieiden  Richtungen  der  par- 
allelen zugeordneten  Strahlen  /',  j!  /^  und 
//i  !!  V.,  aufeinander  senkrecht  stehen. 
Denn'  wenn  /\\\f.>  und  <^(/j.Vi)  = 
<^(f.2g.,)  in  entgegengesetzter  Richtung, 
so  können  (j^  \\  y.,  nur  dann  purallf  1 
erscheinen,    wenn   <?;(/,  «/j)  =  90*^  und 
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Erkl.  153.     Wenn   von   zwei  gleichen  <^(f_n_;)  =  <^oo^    Die  Elchtung- nach  den 

^^'^^'?l.^«*S!'tlf  ti'iL^^' '^f.?Jn°.l^'frltl';  unendlich  fernen  Punkten  ist  aber  auch 
o,  «.>  bekannt  ist,  so  linaet  man  den  zngeoraneten    t     -r,.  ,  .  t        .      .  t-w      i  .        n 

Strähl  K  zu  einem  beliebigen  fc,  des  einen  Bü-  die  Eichtung  der  in  jenen  Punkten  be- 
schels,  indem  man  denjenigen  Winkel  (a^b^),  rührenden  Tangenten  oder  der  AS3'mp- 
welchen  h,  mit  «,  im  ersten  Büschel  bildet,  auch  toten;     also     entsteht     durch     Rleich- 
im  zweiten  Büschel  an  o,  in  vorgeschriebener  lai,  fo„<qa  "Riicwili^l   -i-r^r,   o^if^üo-Q« 
Eichtung  (gleichen  bezw.entgeaengesetzten  Um-  laufende  Bu.chel  ^on  entgegen- 
laufest als  ^  («,  ft.j)  anträgt.  Infolgedessen  kann  gesetzter  L  mlautsrichtung  stets 
man  durch  eine  "einfache  planimetrische  Ueber-  eine   H  3' per  bei    mit    senkrechten 
legung  aus  der  Wiukelgrösse«  der  Strahlen  a^a^  Asymptoten,  eine  sogeuannte  o-leich- 
die  ^^mkel  finden,    welche   die  parallelen  zu-  ^.oi'i.i-oo  TT-.'i-,ovl^ol 
geordneten  Strahlen  f\f,  und  g,g.,  mit  den  be-  ^'^l'^lö^  "^^  P^l  '^ei. 
liebigen  Strahlen  a,  bezw.  a,  bilden.  Mau  erhält         3.  Da  <^('\^i)  =  -=^(^4^2)  sein  lllUSS. 

nämlich  durch  den  Schnitt' von  n^a,  mit  den  während  d,  und  f.,  dieselbe" Gerade  bil- 

Eichtungen  der  gesuchten  beiden  Parallelen /-j^r,  i  •    j  ^    ■  •  'i       ^.olchpn  K'nnstrnk 

infolge   der   Gleichheit  der  korrespondierenden  ,.     '   !?    5?--   ?  \  ^^^^^^\^^^^}^^}^  Konsstlllk- 

Winkel  ^  bezw.  der  Wechselwinkel  v  (Fig.  49)  tion  die   \\  lukel  des  \  erbindimgSStrahls 

zwei  gleichschenklige  Dreiecke  mit  Winkel  «  S^  S^  mit  den  Geraden  d^  e.-,  gleiche  korre- 

als  Innenwinkel  bezw.  Aussenwiukel  an  der  spondierende  Winkel,  also'müssen  bei  der 

Spitze.  Daher  ist  der  eine  Winkel ;-  =  90  —  — ,  Erzeugung  der  gleichseitigen  Hyperbel 

^  durch    gleiche   Büschel    die   Tangenten 

der  andere  n  — -^^  und  ihre  Summe  90",  d.  h.  d.^   und   e^    in   den  Scheiteln  S^S.^   par- 

die  beiden  Eichtungen  müssen  senkrecht  auf-  ^IJ^^    s<^il^-      I'mgekehrt    werden    aber 

einander   stehen.     Der   letztere   Umstand  bei  einer  gleichseitigen  Hyperbel  durch 

leuchtet   ebenfalls  sofort  ein,   wenn  man  zwei  Verbindung  aller  Kurveuplinkte  mit  zwei 

der   parallelen    Strahlen    als    Ausgangsstrahlen  f.^^g  v^  i  o-lpifhp 

wählt:  dreht  man  nach  entgegengesetzten  (oder  ^^.^^",,       ^'^"^l^     "^^^     Claim    gl eicne 

gleichen)  Seiten  um   90o  weiter,    so   entstehen  -Buschel  entstehen,    wenn  als  bclieitel 

wieder  parallele   Eichtungen.     Daher  sind  die  dieser  Büchel  zwei  Punkte  mit  parallelen 

A  s  3-  m  p  1 0 1  e  n  e  i  n  e  r  g  f e  i  c  h  s  e  i  t  i  g  e  n  H  y  -  Tangenten  d^  \\e,   gewählt  werden.     In 

perbel   stets  parallel    zu   den   beiden  i^rlo^i     an^övi'i    TTqII  nr.^    Kocm-irlovc 

Winkelhalbierenden  des  Winkels  der  f^^^^.  audem    I^all    —    und    be^ondei!^ 

V  er  bin  du  ngs  strahlen  ein  es  beliebigen  ^61   \Vahl   zweier    Scheitel  auf  gleichem 

Kurvenpunktes  mit  denBerührungs-  Kurveiiaste  —  entstehen  keine  gleichen 

punkten  zweier  parallelen  Tangenten.  Büschel,  sondern  allgemein  projektivische. 

Erkl.  154.  Den  Namen  als  gleichseitige  A-  D^rch  den  Namen  der  gleich- 
Hyperbel  führt  die  erzeugte  Kurve  wegen  seitigen  Hyperbel  wird  daher  die  Gleich- 
einer andern  metrischen  Eigenschaft.  Wegen  heit  der  erzeus-enden  Büschel  nicht  uu- 
der  rechtwinklig  stehenden  Asymptoten  wird  i^pf^inryt  fp^to-pfpot  wnhl  ahpr  rlpr  rpfhfp 
nämlich  das  Eechteck  aus  den  sog.  beiden  Halb-  P,^,.  "^J  le^tgeiegt.  ^OUl  ai)ei  Qei  leCMe 
achsen,  welches  die  Eichtungen  der  Asymptoten  >>'iukel  der  Asymptoten.  Demnach  ver- 
zu  Diagonalen  hat  und  bei  der  allgemeinen  bleiben  für  die  gleichseitige  Hyperbel 
Hyperbel  ungleichseitig  ist,  zu  einem  gleich-  im  allgemeinen  noch  yier  willkür- 
seitigen,  also  zu  einem  Quadrat.  So  ist  in  i  i  pi.  p  R  n  «•(- i  ^  «,  ^  r.  o-cc  t  ii  f>V  p  inHpin 
Figur  50  das  rechtwinklige  Dreieck  J/Ä.X  ^^^^  BestimmiingSStucke  indem 
dessen  Katheten  die  Hauptachse  und  die  Scheitel-  ^^  ^"les  der  funf  allgemeinen  Bestim- 
taiigenten.  deren  Hypotenuse  eine  Asvmptote  mungsstücke  einer  Hyperbel  das  Senk- 
bildet zugleich  gleichschenklig,  also  die  Hälfte  rechtstehen  der  Asymptotenrichtungen 
eines  Quadrats,  w^ährend  dasselbe  rechtwinklige  Hnr^l-.  rlai-.  Voin^n  '  n-lMi,-.licöiM'o-"  fpct 
Dreieck  bei  der  allgemeinen  Hyperbel  ungleiche  ^"^^  ^f  ^f"^^^}  "gl^lyfemg  te^t- 
Katheten  hat,  also  die  Hälfte  eines  Rechtecks  g^^legt  ist.  Man  kann  nicht  mehr  tunf 
bildet.  Elemente   Avillkürlich   Ayählen,    sondern 

p..ti   i^ü     -7,,,.  Tj„  ^-              1       11  wenn  eine  Asymptotenrichtung  gegeben 

fii'Ki.  100.     Zur  Bestimmung  der  gleich-    .   ,  •  ,    t      "•  i        i  i-  i 

seitigen  Hyperbel  mittels  gleicherStrahlenbüschel   ISt,   SO  ISt  damit  auch  SChon  die  andere 
kann  man  nach  Festlegung  der  Büschelscheitel   Asymptotenrichtung  festgelegt:  als  Eich- 

statt  eines  beliebigen  Istrahlenpaares  auch  die  tung  einer  zur  ersten  senkrechten  Ge- 

(zu  einander  senkrechten)  Asymptotenrichtungen   y.^A^y. 
selber  wählen  oder  auch  die  (zu  einander  par-    ^'**-^*^^'- 
allelen)  Taugenten  in  den  Büschelscheiteln.  Denn 
im   ersten  Falle   sind   die  beiden  zugeordneten 
parallelen     Strahlen     als     Ausgangsrichtuugea 
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Figur  49. 
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Figur  50. 


für  alle  gleichen  Winkel  zu  wählen.  Im  zweiten 
Falle  ist  der  Winkel  für  je  zwei  zugeordnete 
Strahlen  im  einen  Büschel  von  der  Tangenten- 
richtung, im  andern  Büschel  vom  Verbindungs- 
strahle der  Scheitel  aus  gleichgross  zu  messen. 
Bemerkenswert  ist  dabei  derjenige  Fall ,  dass 
der  Verbindungsstrahl  der  Scheitelpunkte  8,  S., 
den  Winkel  der  Asjmptotenrichtungen  halbiert 
bezw.  auf  den  Taugenten  in  den  Scheitelpunkten 
senkrecht  steht  (Figur  50) :  Dann  wird  die  ganze 
Konstruktion  symmetrisch  sowohl  zur  Ver- 
bindungsgeraden der  Scheitel  als  auch  zu  deren 
Mittelsenkrechten  als  Achsen  und  man  erkennt, 
dass  die  Kurve  in  vier  kongruente  Asthälfteu 
zerfällt,  von  denen  je  einer  in  einem  der  rechten 
Winkel  {de)  verläuft.  Dabei  sind  die  Büschel- 
scheitel diejenigen  Kurvenpunkte,  welche  auch 
sonst  als  Scheitelpunkte  der  Kurve  bezeichnet 
werden ,  die  Gerade  Sj  Ä,  heisst  Hauptachse, 
ihre  Mittelsenkrechte  Nebenachse 

Erkl.  156.  Da  alle  gleichseitigen  Hyperbeln 
rechtwinklige  Asymptoten  haben  und  eine  ein- 
zelne durch  diese  und  ein  einziges  weiteres 
Element  eindeutig  bestimmt  werden  kann,  so 
unterscheiden  sich  alle  nur  durch  ein  einziges 
Grössenverhältnis,  sind  daher  alle  als  ähnliche 
Figuren  zu  betrachten.  Man  hat  also  wegen 
der  vier  willkürlichen  Bestimmungsstücke  zwar 
vierfach  unendlich  viele  gleichseitige  Hyperbeln ; 
von  diesen  unterscheiden  sich  aber  nur  einfach 
unendlich  viele  durch  die  Gestalt,  und  jede  dieser 

00  1  gleichseitigen  Hyperbeln  kann  in  co  ^  ver- 
schiedenen Lagen  erscheinen.  —  Andererseits 
ist  die  Eechtwinkligkeit  der  Asymptoten  eine  so 
spezifisch  metrische  Beziehung,  dass  sie  sich 
nicht  in  dieser  Gestalt  in  die  projektivischen 
Bestimmungen  durch  Kurven  und  Tangenten 
einreihen  lässt.  Mau  kann  die  Bedingung  aber 
in  der  Form  ausdrücken,  dass  w^enn  von  den 
unendlich  fernen  Punkten  der  eine  willkürlich 
gegeben  wird,  dann  der  andere  dui'ch  den  Na- 
men der  gleichseitigen  Hyperbel  gegeben  ist. 
Ausserdem  bleiben  dann  nur  noch  drei  willkür- 
liche weitere  Elemente  (3  Punkte,  2  Punkte  und 

1  Tangente,  1  Punkt  und  2  Tangenten,  3  Tan- 
genten), deren  Auswahl  hier  noch  der  Beschrän- 
kung der  vereinigten  Lage  zu  Paareu  (PI') 
unterworfen  ist. 

Erkl.  157.  Sind  von  einem  Kreis  drei  Punkte  gegeben,  so  ist  er  eindeutig  bestimmt; 
denn  der  Name  Kreis  verlangt  unbedingt  gleiche  und  gleichlaufende  Büschel,  und  mau  kann  dazu 
zwei  beliebige  der  drei  Punkte  als  Scheitel  wählen.  Sind  aber  von  einer  gleichsoitigou 
Hyperbel  drei  Punkte  gegeben,  so  ist  sie  erst  dann  eindeutig  bestimmt,  wenn  die  Konstruktion 
durch  gleiche  Büschel  vorgeschrieben  und  dazu  die  Büschelscheitel  ausgewählt  sind.  Denn  nach 
voriger  Erkl.  L56  sind  durch  dieselben  drei  gegebenen  Punkte  noch  qo  '  verschiedene  gleich- 
seitige Hyperbeln  möglich  —  je  nach  der  Zufügung  der  beiden  unendlich  fernen  Punkte. 
Dementsprechend  können  auch  zwei  Kreise  einander  nie  in  mehr  als  zwei  Punkton  schneiden, 
während  zwei  gleichseitige  Plyperbeln  vier  gemeinsame  Schnittpunkte  haben  können.  —  So 
steht  also  die  gleichseitige  Hyperbel  in  der  metrischen  (Grössen-)Beziehuug  der  einfach  un- 
endlichen Mannigfaltigkeit  der  Gestalt  auf  gleicher  Stufe  mit  Kreis  und  Parabel,  hinsichtlich 
der  (Lage-)Bestimmung  durch  Elemente  der  projektivischen  Geometrie  auf  gleicher  Stufe  vier- 
facher Willkürlichkeit  mit  der  Parabel,  während  hier  beiden  gegenüber  der  Kreis  mit  einer 
bloss  dreifachen  Willkürlichkeit  eine  engere  Beschränkung  darstellt. 
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Frage  46.  Was  folgt  aus  den  plani- 
metrischen  Eigenschaften  des 
Kreises  für  die  Pimktreihen.  durch 
welche  der  Ki-eis  als  Tangentenkurve 
erzeugt  Averden  kann? 

Erkl.  158.  Nachdem  in  Frage  43  die  Parabel 
als  Tangeuteiikurve,  in  Frage  44  und  45  der 
Kreis  und  die  gleichseitige  Hyperbel  als  Punkt- 
kurven untersucht  wurden,  legt  sich  die  Frage 
nahe,  wie  Parabel  als  Ordnungskurve,  Kreis 
und  gleichseitige  Hyperbel  als  Klassenkurven 
entstehen.  Für  den  Kreis  gibt  die  nebenstehende 
Antwort  die  verlaugte  Auskunft.  Für  die  Parabel 
als  Ordnungskurve  sind  jedenfalls  erforderlich 
gleichlaufende  Büschel  mit  einzigem 
Parallelstrahlenpaar.  Für  die  gleich- 
seitige Hyperbel  lassen  sich  ähnliche  Ueber- 
leguugen  anstellen  wie  für  den  Kreis  in  neben- 
stehender Antwort. 

Figur  51. 


Antwort.  1.  Sind  t^t.,  in  Figur  51 
zwei  beliebige  Taugenten  eines  Kreises 
mit  Mittelpunkt  M:  Ä^A.;,,  ^1^2  ^^-  S-  w. 
dessen  übrige  Tangenten  und  TjTh  deren 
Berührungspunkte,  so  lehrt  die  Plani- 
metrie (vergl.  Kleyer- Sachs,  Lehrbuch 
der  Ebenen  Elementar-Geometrie,  IV.Teil, 
Aufgabe  39).  dass  jeder  \yiiikel  der  Art 
wie  A^  MA.-,  besteht  aus  den  zwei  Teilen 
AyMJ\,   und   A.^MTa,    wovon    ersterer 

^E,MT„,  letzterer  ^D.^MT,,:,    daher 

ist  der  bei  jeder  Tangente  in  anderer 
Lage  erscheinende  Winkel : 

<  A,  MA,  =  -i  {E,  MTa  +  I),  MTa) 

also  von  unveränderlicher  Grösse.  Dem- 
nach bildet  jeder  Projektionsstrahl  eines 
Punktes  der   Reihe   f^   den  konstanten 

Winkel  -^E^MD.^  mit  dem  Projektions- 


Erkl.  159.  Bezeichnet  man  den  Winkel 
A^D^A.,  in  Figur  51  mit  t,  so  ist  der  hohle 
^Yinke^: 

E^MD.,  =  180  —  T, 

der  erhabene  Winkel: 

E,Mn,_  =  180 -|-T, 
also  auch  dessen  Hälfte  in  Figur  51: 

^A,MA^  =  90-l--i-T, 


<^  C,  3f  Co 


90 


Das  stimmt  aber  wohl  miteinander  überein;  denn 
beim  Uebergang  durch  die  parallelen  Taugenten 


strahl  des  entsprechenden  Punktes  auf 
^,  und  man  erhält  das  Ergebnis,  dass 
die  Reihen  A^ß^---  und  A.^B.^  durch 
zwei  kongruente  gleichlaufende 
Büschel  mit  gemeinsamem  Scheitel  M 
ausgeschnitten  Averden.  Solche  Reihen 
sind  aber  jedenfalls  projektivisch; 
denn  da  kongruente  Büschel  stets 
projektivisch  sind,  so  sind  auch  die 
von  denselben  ausgeschnittenen  beiden 
Punktreihen  projektivisch.   Wenn  durch 

Drehung   um  -cr  —  E^MD.^   die  Büschel 

zur  Deckung  gebracht  werden,  so  ge- 
langen beide  Pnnktreihen  in  perspek- 
tivische Lage  mit  Projektion sscheitel  auf 
der  Winkelhalbierenden. 

2.  Umgekehrt  kann  der  Kreis  aber 
auch  durch  zwei  beliebige  projek- 
tivische Punktreihen  erzeugt  wer- 
den, wenn  man  diese  der  vorigen  Be- 
dingung entsprechend  aneinanderlegt. 
Um  das  zu  erreichen,  denkt  man  sich 
die  beiden  beliebig  gegebenen  Reihen 
erst  auf  gemeinsamem  Träger  gleich- 
laufend so  aufgelegt,  dass  sie  keine 
Doppelpunkte    haben.      Dann    gibt    es 
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zu  einem  der  Träger  springt  auch  der  Winkel 
A^MA^  in  der  Lage  F^MF.^  in  seinen  supple- 
mentären Nebenwinkel  andererseits  MF„  über, 

also   aus  90-1-  — t  inj: 


180 


_(^90  +  -iT)  =  90-Ar. 


Von  den  Winkeln  zweier  zugeordneten  Strahlen 
ist  stets  der  eine  ^0-\-  —  t,   der  Nebenwinkel 

90 ^  r.  —  Man  erkennt  zugleich  aus  der- 
selben Auffassung,  dass  der  Schnittpunkt  beider 
Träger  der  entsprechende  zum  Berührungspunkt 
ist,  denn: 

<i  E,  ME,  =  <^  (e,  e,)  =  <^  {d,  r?,) 

=   <^  A  ^II>2  =    90  -  -^  T. 


Erkl.  160.  Zwei  gleichlaufend  projektivische 
Punktreihen  auf  gemeinsamem  Träger  ohne 
Doppelpunkte  können  nach  dem  Satze  in  Erkl.  306 
des  I.  Teils  dieses  Lehrbuchs  stets  durch  zwei 
kongruente  gleichlaufende  Büschel  mit  gemein- 
samem Scheitel  projiziert  werden.  Um  diesen 
Scheitel  zu  erhalten,  errichtet  man  im  Mittel- 
punkt der  beiden  Fluchtpunkte  6^1-?',  eine  Senk- 
rechte, deren  Länge  gleich  ist  dem  geometrischen 
Mittel  der  (beiderseits  je  gleichgrossen)  Abstände 
dieses  Mittelpunktes  von  seinen  beiden  zugeord- 
neten Punkten  in  jeder  der  beiden  Eeihen  und 
von  jedem  der  Fluchtpunkte.  Dass  diese  Be- 
ziehungen mit  den  metrischen  Eigenschaften  von 
Figur 51  übereinstimmen,  erkennt  man  folgender- 
massen.  In  dem  Rhombus  der  vier  Tangenten 
fj,  t.^,  f  und  g  sind  die  Diagonaleuwinkel  bei  M 
je  90*',  und  symmetrisch  gleiche  Strecken  sind 
ME,  =  MD,  und  Z»,  D,  =  E,E„  E,G,  =  D,F,, 
Z>,  Gj  =  E^Fo-  Bringt  man  also  die  Reihen  t,  i, 
auf  gemeinsamen  Träger  durch  Umdrehung  von 
MD,  auf  3/i;i,  so  wird  thatsächlich  Punkt  E^D, 
zum' Mittelpunkt  der  Strecke  der  Fluchtpunkte 
6r,  Fr,,  und  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  D^MG, 
wird"  die  Höhe  ME,  geometrisches  Mittel  der 
Hypotenusenabschnitte  E,  G,  und  E,  E,  bezw. 
D,F,  und  D.^D,.  —  Wirklich  ist  also  der  durch 
obige  Konstruktion  gefundene  Projektionsscheitel 
M  zugleich  der  Mittelpunkt  eines  durch  die 
Punktreihen  zu  erzeugenden  Kreises.  Und  zu 
dem  Zweck  müssen  diese  Punktreihen  um  M 
auseinander  gedreht  werden,  bis  <^  G,  MF,  ein 
gestreckter  Avird.  Dadurch  kommen  zugleich 
diejenigen  Punkte  E,  D,  in  die  Lage  der  Berüh- 
rungspunkte mit  gleichen  Tangenteuabschnitten, 
für  weiche  die  Abstände  D,  D,  und  E,  E.^  in  den 
ursprünglichen  Reihen  gleichgross  waren. 


nach  Aufg.  106  und  Erkl.  306  des  I.  Teiles 
stets  einen  Scheitelpunkt  N,  aus  welchem 
die  beiden  Reihen  durch  zwei  kongruente 
Büschel  projiziert  werden.  Um  diesen 
Scheitel  S  muss  man  dann  die  eine 
der  Reihen  um  einen  solchen  Winkel 
drehen,  dass  von  den  Projektionsstrahlen 
der  Fluchtpunkte  F.,  und  C\  der  eine 
SF.-,  in  die  Verlängerung  des  andern 
SG^  fällt.  Dann  wird  das  Erzeugnis 
ein  Kreis  mit  Mittelpunkt  N  auf  Grund 
der  Ueberlegung  im  ersten  Teile  dieser 
Antwort  (vergl.  Eikl.  160). 

3.  Endlich  ergeben  die  metrischen 
Eigenschaften  des  Kreises  auch  einen 
einfachen  Beweis  für  den  Satz  18  (vergl. 
Figur  38  und  Erkl.  127)  im  Kreis. 
Denn  denkt  man  sich  etwa  den  Be- 
rührungspunkt E^  verbunden  mit  den 
Berührungspunkten  T„  T^  •  •  • ,  so  stehen 
die  Strahlen  MÄ,,  MB,---  (als  Ver- 
bindungsgeraden  mit  dem  Scheitel  des 
Tangentenwinkels)  auf  den  Sehnen  E^  Ta, 
E^Tb  • '  ■  (als  Berührungssehnen  zum 
Scheitel  jenes  Winkels)  senkrecht,  bil- 
den folglich  einen  Büschel,  welcher  mit 
dem  Strahlenbüschel  dieser  Sehnen 
kongruent  ist.  Demnach  ist  auch  die 
Punktreihe  A^B^---  projektivisch 
dem  Strahlenbüschel,  durch  welches 
die  Berührungspunkte  aus  einem  Kurven- 
punkte E,  projiziert  werden. 

Erkl.  160  a.  Nach  Satz  7  a  in  Antwort  der 
Frage  37  des  I.  Teiles  gibt  es  für  jeden  be- 
liebigen Punkt  Z>j  der  einen  Reihe  stets  eine 
bestimmte  Strecke  D,E,,  welche  mit  der  ent- 
sprechenden Strecke  D,E.2  zwischen  den  zu- 
geordneten Punkten  der  andern  Reihe  gleich- 
lang ist,  und  zugleich  ebenso  wie  D,E,  den 
Fluchtpunkt  G,  bezw.  F,  ausschliesst.  Legt 
man  also  die  beiden  Reiben  so  aufeinander,  dass 
die  Punkte  D,  und  E,  zur  Deckung  gelangen, 
so  muss  man  nur  noch  dem  Winkel  jP,  /),  D, 
richtige  Grösse  geben,  um  den  Kreis  zu  erhalten. 

""T  ~  D,G,   ~    MG, 

n- —  =.    J  J-.  Dann  ist  der  Radius: 


liefert : 


D,G, 


r  =  V  D,E,-E,G,  oder  r 


D,E,-tg-.  - 


Frage  47.  Wie  lassen  sich  die  Er- 
gebnisse über  Parabel,  Kreis  und  gleich- 
seitige Hyperbel  übersichtlich  zusammen- 
stellen ? 


Antwort.  Je  nach  ihrer  Entstehungs- 
weise durch  Punktreihen  oder  Strahlen- 
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Erkl.  161.  Ein  jeder  der  nebenstehenden 
drei  Sätze  enthält  vier  verschiedene  Aussagen: 
eine  erste  über  die  Art  der  Punktreihen,  durch 
welche  sicher  die  genannte  Kurve  als  Klassen- 
kurve erzeugt  wird;  eine  zweite  über  die  Art 
von  Punktreiheu,  welche  durch  eine  veränder- 
liche Tangente  der  Kurve  auf  jeder  einzelnen 
von  ihnen  als  Träger  erzeugt  werden;  eine 
dritte  über  die  Art  von  Strahlenbüscheln, 
durch  welche  sicher  die  genannte  Kurve  als 
Ordnungskurve  erzeugt  wird,  und  eine  vierte 
über  die  Art  von  Strahlenbüscheln,  welche  durch 
einen  veränderlichen  Punkt  der  Kurve  iu  jedem 
einzelnen  von  ihnen  als  Scheitel  erzeugt  wer- 
den. —  Dieselben  sind  nachgewiesen  für  die 
Parabel  in  Antwort  auf  Frage  43  bezw.  39,  2 
und  40,  2  —  für  den  Kreis  in  Antwort  auf 
Frage  44  und  46  bezw.  39,  1  und  40,  1  —  für 
die  gleichseitige  Hyperbel  in  Antwort 
auf  Frage  45  bezw.  39,  3  und  40,  3. 

Erkl.  162.  Man  hat  zu  beachten,  dass  die 
zusammengehörigen  Aussagen  in  den  neben- 
stehenden Sätzen  sich  sehr  unterscheiden  in 
Bezug  auf  ihre  Allgemeinheit.  Nur  für  die 
Parabel  als  Klassenkurve  und  für  den  Kreis 
als  Ordnungskurve  erhält  man  eindeutige  gleich- 
lautende Bestimmungen.  In  allen  andern  Fällen 
sind  entweder  beiderlei  Aussagen  von  gleicher 
Allgemeinheit,  wie  bei  der  Parabel  als  Pnnkt- 
gebilde  und  dem  Kreise  als  Taugeutengebilde 
ganz  oder  teilweise  zutrifft;  —  oder  die  eine 
der  Aussagen  zeigt  besondere  Beschränkung, 
während  die  andere  allgemein  bleibt,  wie  bei 
der  gleichseitigen  Hyperbel.  Dass  die  gleich- 
seitige Hyperbel  ebenso  wie  der  Kreis  durch 
beliebige  projektivische  Pnnktreihen  in  bestimmt 
herzustellender  Lage  erzeugt  werden  kann, 
findet  man  in  Aufgabe  257  der  Aufgabensamm- 
lung am  Schlüsse  dieses  Teils. 

Erkl.  163.  Aus  dem  Vergleich  der  Figuren 
39,  41a  und  48  mit  den  Figuren  50  (t,  \\  d.^) 
und  51  (D^D.,  \\  G^G.^  geht  als  Einzelbeziehuug 
noch  diejenige  hervor,  dass  wenn  bei  par- 
allelen Punktreihen  die  Verbindungsgerade 
der  Fluchtpunkte  senkrecht  zu  den 
Trägern  steht,  dann  Ellipse  (oder  Kreis)  oder 
Hyperbel  in  symmetrischer  Lage  erzeugt 
werden,  d.  h.  in  der  Weise,  dass  jene  Flucht- 
punkte zu  Scheitelpunkten  der  Kurven  werden: 

Beim  ungleichlaufenden  Entsprechen  gleich- 
seitig liegender  Halbstrahlen  entsteht  eine 
Ellipse,  und  zwar  als  Kreis  oder  allgemeine 
-Ellipse,  je  nachdem  die  senkrechten  Tangenten 
ein  Quadrat  oder  Rechteck  bilden;  beim  gleich- 
laufenden Entsprechen  entgegengesetzt  liegen- 
der Halbstrahleu  entsteht  eine  Hyperbel,  und 
zwar  als  gleichseitige-  oder  nicht  gleichseitige 
ebenfalls  je  nach  dem  Abstand  der  Parallelen. 
Gleichlaufendes  Entsprechen  gleichseitig  liegen- 
der Halbstrahlen  oder  ungleichlaufendes  Ent- 
sprechen entgegengesetzt  liegender  Halbstrahlen 
ist  überhaupt  unmöglich. 


büschel  erhält  man  für  die  Kurven  fol- 
gende Ergebnisse: 

Satz  19.  Durch  ähnliche  Punkt- 
reihen wird  stets  die  Parabel  als 
Tangentenkurve  erzeugt,  und 
diese  liefert  auf  ihren  Tangenten 
auch  nur  ähnliche  Punktreihen 
(d.  h.  mit  zugeordneten  unendlich 
fernen  Punkten).  Durch  gleiclilau- 
fende  projektivische  Strahlenbüschel 
mit  einzigem  Paar  zugeordneter  Par- 
allelstrahlen wird  die  Parabel  als 
Punktkurve  erzeugt,  und  diese 
liefert  in  ihren  Kurvenpunkten  auch 
nur  ebensolche  Strahlenbüschel. 

Satz  20.  Durch  zwei  beliebige 
projektivische  Punktreihen  wird  in 
bestimmt  herzustellender  Lage  der 
Kreis  als  Tangentenkurve  er- 
zeugt, und  dieser  liefert  auf  seinen 
Tangenten  stets  projektivische  Punkt- 
reihen, welche  aus  dem  Mittelpunkt 
durch  gleichlaufende  kongruente  Bü- 
schel projiziert  werden.  Durch  gleich- 
laufende  kongruente  Büschel 
wird  stets  der  Kreis  als  Punkt- 
kurve erzeugt,  und  dieser  liefert  in 
seinen  Kurvenpunkten  auch  nur  solche 
Büschel. 

Satz  21.  Durch  zwei  auf  senk- 
rechten Trägern  liegende 
projektivische  Punktreihen 
mit  unendlich  fernen  Berüh- 
rungspunkten oder  durch  zwei 
beliebige  projektivische  Punktreihen 
in  bestimmt  herzustellender  Lage 
wird  stets  die  gleichseitige  Hy- 
perbel als  T  a  n  g  e  n  t  e  n  k  u  r  V  e 
erzeugt;  und  diese  liefert  auf  ihren 
Tangenten  allgemeine  projektivische 
Punktreihen.  Durch  ungleichlau- 
fende kongruente  Büschel  wird 
stets  die  gleichseitige  Hyperbel 
als  Punktkurve  erzeugt;  und  diese 
liefert  iu  ihren  Kurvenpunkten  all- 
gemeine projektivische  Büschel  mit 
zwei  Paaren  zugeordneter  Parallel- 
strahlen (insbesondere  in  Punkten  mit 
parallelen  Tangenten  kongruente  un- 
gleichlaufende Büschel). 
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Frage  48.  Welche  Masseigenscliaften 
ergeben  sich  für  die  Asymptoten  der 
Hyperbel? 

Figur  52. 


Erkl.  164.    In  Figur  52  sind  links  die  Tan- 
genten A^A^  und  B^B.^  dargestellt,  für  welche: 

MA^  ■  MA.,  —  31 B,  •  3IB,. 
Das  Produkt  MA^-MA.^  kann  aber  mittels  der- 
selben beiden  Längen  3/J,  und  MA.^  nicht 
weniger  als  viermal  im  spitzen  (und  ebenso  oft 
im  stumpfen)  Winkel  der  Träger  f^  t.^  dargestellt 
werden.  Denn  die  vier  Punkte  A^,  Ä.^'.A.,",  A^'" 
haben  gleichen  Abstand  von  M.  und  ebenso  A.^, 
A^',  A^",  Ao'".  Es  sind  daher  die  vier  Geraden 
A^Ao,  A^ A^',  A^" A^\  A^'" A.^"  Tangenten  an 
dieselbe  Hyperbel,  welche  im  spitzen  Winkel 
der  Asymptoten  t^  t^  liegt.  (Ebenso  wären  A^  A.^'", 
A^'Ao".  A.j  A^",  ^,"'J,  Tangenten  an  dieselbe 
zweite  Hyperbel,  welche  im  stumpfen  Winkel 
der  Asymptoten  t^t.^  liegt:  Man  nennt  dieselbe 
die  konjugierte  Hyperbel  zur  vorigen.) 


Figur  53  a 


'k      C,  k  B,\\  "f,     ~^,      A^qs^      B,S, 


Erkl.  165.  Figur  53 a  bildet  eine  Wieder- 
holung der  Figur  29,  bloss  in  abgeänderter 
gegenseitiger  Lage  der  Elemente,  so  dass  daraus 
unmittelbar  die  Figur  53b  entstehen  kann;  und 
diese  liefert  die  Hyperbelerzeugung,  wenn  man 
7>2  und  jS,  ins  Unendliche  rücken  lässt.  Wer- 
den nämlich  in  Figur  53a  die  Tangenten  B^B., 
und  C,  Cj  längs  der  Kurve  so  verschoben, 
dass  B^B.^  in  den  Träger  ^, ,  C^C,  in  die  Tan- 


Antwort.  1.  Da  die  Asymptoten 
Tangenten  mit  unendlich  fernen  Berüh- 
rungspunkten sind,  so  fallen  bei  ihnen, 
wie  schon  in  Figur  41b  und  Erkl.  1.36 
gezeigt  wurde,  die  Elenientenpaare  K.  F 
und  />,  G  zusammen:  der  Schnittpunkt 
der  Träger  vereinigt  in  sich  die  Flucht- 
punkte beider  Träger.  Es  legt  sich 
daher  nahe,  den  Satz  7  des  I.  Teiles  auf 
die  erzeugenden  Punktreihen  der  Hy- 
perbel anzuwenden,  wonach  in  projek- 
tivischen  Punktreihen  stets  Gleichheit 
besteht  zwischen  den  Produkten  aus  den 
Abständen  je  zweier  entsprechenden 
Punkte  von  den  zugehörigen  Flucht- 
punkten ihrer  Reihe.  In  Figur  52  hat 
hiernach  —  wenn  man  für  den  die  Ele- 
mente D,  =  G,  =  E.,  =  F,  in  sich  ver- 
einigenden Asymptoten  Schnittpunkt  den 
Buchstaben  M  setzt  —  das  Produkt: 

31A,-MA,  =  31B^-MB.,   u.  s.  w. 

für  jedes  Paar  entsprechender  Punkte 
Ä^A,_  oder  B^B^  u.s.  w.  einen  konstanten 
Wert.  Man  nennt  ihn  nicht  nur  Potenz 
der  projektivischen  Beziehung  der  auf 
den  Asymptoten  liegenden  Punktreihen, 
sondern  auch  die  Potenz  der  Hy- 
perbel. Und  dabei  sind  A^A,,  B^B., 
nichts  anderes,  als  die  Schnittpunkte  der 
beliebigen  Tangenten  mit  den  Asym])toten. 

2.  Benutzt  man  ferner  die  Schluss- 
bemerkung der  Erkl.  126,  dass  der  Be- 
rührungspunkt einer  Tangente  vierter 
harmonischer  Punkt  ist  zu  ihrem  Schnitt- 
punkt mit  den  Berührungssehnen  der 
Träger  (vergl.  Erkl.  165),  so  sieht  man. 
dass  für  die  Asyrai)toten  als  Träger  die 
letztere  Gerade  D.,Ei  ins  Unendliche 
fällt,  also  ebenso  auch  der  zugeordnete 
harmonische  Punkt  zum  Berührungs- 
punkt auf  einer  beliebigen  Tangente, 
und  dass  somit  dieser  Berührungsi)unkt 
selbst  Mittelpunkt  des  Tangenten- 
abschnitts zwischen  den  Asymptoten  ist 
auf  jeder  der  Tangenten  A^"  A.^"  oder 
A^A.,  oder  B^B.,  (siehe  Figur  52), 

3.  Hieraus  ergibt  sich  al)er  für  die 
allgemeine  Hyperbel  —  sowohl  in  der 
Auffassung  als  Tangentengebilde  wie 
auch   als   Punktgebilde   —   die   Eigen- 
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gente  ^i  yl.^  hineinfällt,  so  müssen  die  Geraden  schaft     der    a  C  ll  S  i  g  e  n    Symmetrie 

E,s,D    B  D,c,,  s,D,D,  in  jeder  Lage  doch  j^egeii  die  beiden  Winkelhalbie- 

stets  dnrch  eiuen  gemeinsamen  runkt  />„  hm-  ^     ^j  j         4  j.    j.  •     j 

durchgehen.    Wenn  aher  £,  R,  in  u  fällt,  so  ren de  n  der  Asvmp toten  sowie  der 

wird  B,  in  E.,,  S'.,  in  A^  und  J5,  in  £",  fallen  centrischen  Symmetrie  gegen  den 

müssen ',   weil  >   der  Schnittpunkt   zweier  zu-  Asymptotenschnittpnnkt      als 

sammenfallenden    Tangenten    der    Berühruugs-  Mittelpnnkt.      Denn    die    Abschnitte 

Punkt  ist.     Ebenso  wird  beim  Zusammenfallen  ,-.  ,        ,V  -  •        i   •  1  i-> 

vonC^^mit  A^2  Piiiktc,  zu^,,  c,  zu  j.,,  ^^A^  ^A  ^'on  je  gleichgrossem   Pro- 

Si  zum  "Berührungspunkt  der  Tangente  dukt    liegen    in    entsprechend    gleichen 

A,A.,.     Dadurch  werden   die   obigen   drei   Ge-  Abständen    vom    Schnittpunkt,     folglich 

raden  E,SD,,B,D,a,s,DR,AeT  Eeihe  Hegen  auch  alle  Tangenten  symmetrisch, 

nach   zu    EoS.D^,   E,D„A,,   A.D^D,,    wie    ni         °  ,   .  ,  R         ■,      \-  ■, 

Figur  53b."  Man  kann  dkher^,,  A.D..  und  ^^^d  aus   gleichem  Grunde   liegen   auch 

^2,  A^Ej  je  als  zwei  Gegenseiten  e'ines  alle  Mittelpunkte   der  symmetrisch   lie- 

Vierecks  ansehen,  dessen  Diagonalen  i^. z>„  genden  Tangenten  in  gleichen  Abständen 

und  ED,  die  Punkte  .9,  und^  als  zugeord-  ^^^^  derselben  Geraden  durch  M. 
nete    harmonische    zu    A^Ao    ausschneiden. 

Bei  der  Hyperbel  fallen  nun  E',D,  ins  Unend-  4.  Die  gleichen  Produkte  der  Ab- 
liebe, folglich  auch  Q  unendlich  fe"rn,  und  Be-  schnitte  MA.-MA.,  finden  ihren  geonie- 
nihrungspunkt  s  wird  Mittelpunkt  zwischen  tnschen  Ausdruck  im  Rechteck  aus  bei- 
*  ^"  den  strecken.  Da  aber  Flächen  von  Par- 
Erkl.  166.  In  den  Antworten  auf  die  allelogrammen  und  Dreiecken  mit  einem 
Fragen  211  und  212  im  III.  Teile  der  Ebenen  gleichbleibenden  Winkel  sich  verhalten 
Elementar-Geometrie  von  Klejer-Sacbs  findet  wie  die  Produkte  der  ihn  einscliliessen- 
man  als  besondern  Fall  einer  allgemeinen  Be-  ^en  Seiten,  SO  sind  auch  die  Dreiecke 
Ziehung  folgenden  batz  nachgewiesen :  •     i      i  ^       i     •    -i  i  i,  j 

^^    ^.      ^.           ,    .                   .     ,  mhaltsgleich.   welche  von  den  ver- 
ölst eine  Figur   achsig-symmetnsch  änrlpvliHiPTi     Tanp-Pntpn     mit     Hph     fpst- 

in  Bezug  auf  zwei   zu  einander  senk-  anaeiiiciien    langenten    mit    aen    lesi- 

rechte  Achsen,  so  ist  sie  auch  ceutrisch-  bleibenden  Asymptoten  gebildet  werden, 

symmetrisch  in  Bezug  auf  den  Schnitt-  oder    auch    die    Parallelogramme 

punkt  der  Achsen  als  Symmetriecentrum. «  inhaltsgleich,  welche  die  Asymptoten 

als  zwei  Seiten  besitzen  und  entweder 

Erkl.  167.    Man  beachte   wohl,   wie   die  die  veränderliche  Tangente  als  Diagonale, 

metrische   Behandlung    sich    aut   die   einzelnen       ,        ,  -r^     ..,         °  ,  .      1     >. 

Kurven  anwenden  lässt.    In  der  Antwort  auf  oder  deren  Berührungspunkt  als  Gegeii- 

Frage  43  wurde  für  die  Parabel  die  Sym-  ecke  haben.     Beide  Eigenschaften   sind 

metrie  für  eine  Achse  gefunden;   Kreis  und  sehr     geeignet     zur     Konstruktion     der 

gleichseitige    Hyperbel     zeigten    durch  Tlyi^pvhel 
ihre  Entstehung  als  Puuktgebilde  ebenfalls  die       ^  ^ 

symmetrischen  Beziehungen.    Hier  aber  werden  5.   Verbindet  man  endlich  die  Punkte 

für    die    ganz    allgemeine    Hyperbel    -  A.B.,  lind  A.,B.    zweier  Tangenten.    SO 

und   zwar    nur    durch    die    Eigenschaften    der  TnnocT   •nrac-a-r,"  nr  i      T\,r  a  m  n     irz? 

Asymptoten  —  die  symmetrischen  Eigenschaften  ,      , ^  ?      I// r  71/ d       ^f  a  ^- 

gefunden,  während  für  die  Ellipse  noch  keinerlei  äUCll    MA^  :  iMH.^  =  MB^  :  MA.^,    alSO 

Symmetrie  nachgewiesen  wird.   Dass  diese  Mass-  A-^B.2  \\  A.^  B^   seiu.     Und  hiernach  kann 

eigenschaften  für  alle  drei  Kurven  übrigens  auch  man  "ebenfalls  beliebige  Tangenten  (lind 

''uI^,'^'"IfyHf  -ifP^ojekti^s^he".  Geometrie  Berührungspunkte)  der  Hyperbel  erhal- 

allein  gefunden  werden  können,  zeist  die  An-  ,  •    -,    °  ^  -,'^     ■,     ■,-    r.  ■,     -^^^        -,  ^ 

Wendung  der  Polaritätseigenschaften  auf  die  ten,  indem  man  durch  die  Schnittpunkte 

unendlich  fernen  Elemente  im  nächsten  Bande  einer  beliebigen  Tangente  mit  den  Asymp- 

dieses  Lehrbuches.    Es  bedarf  ferner  kaum  des  toten    in    beliebiger    Richtung    Parallele 

Hinweises,   dass   bei   rechtwinkliger  Lage  der  7pi(-.iii-,pf 
Asymptoten   die   sämtlichen  Ergebnisse   neben- 
stehender   AntAvort    auch    für    die   gleich-        6.   Man    erhält   also    folgende    Mass- 

seitige  Hyperbel  in  Geltung  bleiben.  beziehungen  jeder  Hyperbel: 

Erkl.  168.     Besondere   Hervorhebung   ver-  Satz  22.     Die  Hyperbel  hat  (so- 

dient  noch  der  Umstand,   dass   durch   die  An-         wohl    als    Tangenteilgebilde    wie    als 
Wendung  desselben  Satzes  von  der  Produkten-  Pnnktof^bilflp'l    rlip    hpirlpri    Winkpl- 

gleichheit  der  durch  die  Tangenten  gebildeten  t-nnj^tgeUliaej    Clie     DeiClen     WlUkei- 

A.symptotenabschnitte   die  Erzeugung  der  Hy-         halbierenden  der  Asymptoten 
perbel  auf  beide  Arten,  sowohl  als  Tangenten-         ZU     Symmetrieachsen     und     den 
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gebilde,  wie  als  Punktgebilde  geliefert  wird. 
Denn  die  Ve  rb  induugsgera  den  der  nach 
dem  Gesetz  MA^  ■  MA.,  —  MB,  ■  MB,  gebildeten 
Punkte  auf  den  Asymptoten-Trägern  erzeugen 
die  Hyperbel  als  Tangentengebilde,  und 
die  Mittelpunkte  dieser  Verbindungsstrecken 
dieselbe  Hyperbel  gleichzeitig  als  Punkt- 
gebilde. Ja  die  Erzeugung  kann  sogar  gleich- 
zeitig für  mehrere  Hyperbeln  in  Anwendung 
gelangen:  Nicht  nur  die  Geraden  wie  A^" A," 
durch  P  bezw.  deren  Mittelpunkte  (s.  Figur  52) 
erzeugen  eine  Hyperbel,  sondern  auch  deren 
Parallelen  durch  Q,  oder  deren  Parallelen  durch 
den  Mittelpunkt  von  MP.  Denn  die  ersteren 
Tangenten  bilden  ein  konstantes  Dreieck  vom 
vierfachen  Inhalt,  letztere  vom  Viertel  des  In- 
halts vom  Dreieck  MA^A^.  Jeder  Radiusvektor 
der  ersteren  Punkte  Q  ist  das  Doppelte,  jeder 
der  letzteren  die  Hälfte  vom  Radiusvektor  der 
Punkte  P  —  gemessen  von  M  aus.  Daher  hat 
man  auch  die  erstere  wie  die  letztere  Hyperbel 
mit  der  durch  P  gehenden  als  ähnlich  anzu- 
sehen mit  dem  Grössenverhältnis : 


A  s  y  m  p  1 0 1  e  n  s  c  li  n  i  1 1  p  11  n  k  t  als 
Syrametriecentrum.  Die  Recht- 
ecke der  von  jeder  beliebigen  Tan- 
gente gebildeten  Asymptoten- 
abschnitte oder  ebenso  die  von 
den  Asymptoten  mit  einer  ver- 
änderlichen Tangente  gebildeten 
Dreiecke  haben  konstanten  In- 
halt. Der  Berührungspunkt  jeder 
Tangente  ist  der  Mittelpunkt 
ihrer  Asymptoten  schnitt  punkte. 
Die  y  e  1-  b  i  n  d  u  n  g  s  g  e  r  a  d  e  n  der 
A  s  y  m  p  1 0 1  e  n  s  c  h  n  i  1 1  p  u  n  k  t  e  je 
zweier  beliebigen  Tangenten  sind 
parallel. 


^MP:MP:MQ 


1:2:1. 


Erkl.  169.  Der  Parallelismus  der  Verbin- 
duugsgeraden  nicht  zugeordneter  Tangenten- 
schnittpuukte  gilt  sowohl  im  Innenwinkel  der 
Asymptoten,  als  in  deren  Scheitelwinkeln: 

A^B.WA^B^  und  A^"B„\\A,"B^. 
Dass  übrigens  aus  der  Parallelität  dieser  Ge- 
raden die  Konstanz  des  Dreiecksinhalts  MAA.2 
folgt,  kann  ausser  der  Proportion   auch  durch 
Figurenverwandlung  gezeigt  werden: 

lSA,B,A,=^  A,B,B, 
wegen  gleicher  Grundseite  A^B,  und  Spitzen 
auf  der  Parallelen  dazu.     Folglich: 
^  31 A,  B^  +  A^  B^  A.^  =  MA,  B,  +  A^  B,  B,, 

oder: 

MA,A^  =  MB,B,. 
Beide  Umstände   finden   einen  Nachweis   durch 
rein  projektivische  Beziehungen  in  Aufgabe  309 
der  Aufgabensammlung  am  Schluss  dieses  Teiles. 


Erkl.  169  a.  Ein  l'eberblick  über  die  Er- 
gebnisse dieses  Abschnitts  zeigt  wieder  den 
innigen  Zusammenhang  der  Massbeziehungen 
mit  den  unendlich  fernen  Elementen:  Ueber 
die  Ellipse,  welche  keine  unendlich  fernen 
Elemente  besitzt,  findet  man  hier  keinerlei  me- 
trische Beziehungen:  mehr  schon  über  die 
Parabel  mit  einzigem  unendlich  fernem 
Punkte  bezw.  unendlich  ferner  Tangente;  am 
meisten  Aufschlüsse  ergeben  sich  über  die  Hy- 
perbel mit  ihren  zwei  unendlich  fernen  Punkten 
bezw.  den  in  unendlich  fernen  Punkten  berüh- 
renden Asymptoten.  Endgültigen  Aufschluss 
über  die  Masseigenschaften  aller  drei  Kurven 
erhält  man  im  folgenden  Band  dieses  Lehr- 
buches durch  Anwendung  der  Polaritäts- 
beziehungen —  und  zwar  wieder  auf  die  un- 
endlich fernen  Elemente. 


c)  Erzeug-ung:  der  Kurven  zweiten  Grades  als  „Keg-elschnitte." 


Frage  49.  Was  versteht  man  unter 
einem  Kegel,  und  was  unter  Kegel- 
schnitt? 


Erkl.  170.  In  der  elementaren  Stereometrie 
wird  als  Erzeugende  der  Kegelfläche  nur 
der  Kreis  verwendet,  der  dort  überhaupt  nur 
als  Punktgebilde  vorgestellt  wird.  Man  er- 
kennt, dass  die  nebenstehende  Definition  des 
Kegels  diese  vorige  als  einen  ganz  speziellen 
Einzelfall  in  sich  begreift,  nämlich  gar  nicht 
als  Ebenenbüschel  zweiter  Klasse,  sondern  nur 
als  Kegelfläche,  und  diese  nicht  in  allgemeiner 


Antwort.  1.  Unter  einem  Kegel 
versteht  man  hier  die  Gesamtheit  der 
Elemente  eines  Strahlenbündels, 
durch  welche  irgend  eine  Kurve  zweiten 
Grades  aus  dem  Scheitel  des  Bündels 
projiziert  wird.  Der  Kegel  wird  also 
gebildet  durch  eine  Gesamtheit  von  Ge- 
raden durch  den  Scheitel  des  Bündels, 
wenn  die  „erzeugende Kurve"  als  Punkt- 
gebilde zweiter  Ordnung  gedacht  wird. 
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Erzeugung   durch   Ellipse,   Hyperbel,   Parabel, 
sondern  nur  durch  den  Kreis. 

Erkl.  171.  In  der  projektivischen  Geometrie 
bildet  die  nebenstehende  Definition  selbst  nur 
eine  spezielle  Ausdrucksweise  für  die  Entstehung 
des  Kegels.    Man  versteht  nämlich  allgemein 

a)  iiuter  einer  Kege fläche  zweiter 
Ordnung  die  Gesamtheit  der  Schnittgeraden 
je  zweier  zugeordneten  Ebenen  zweier  projek- 
tivisch  verwandten  Ebenenbüschel  mit  schnei- 
denden Achsen  in  schiefer  Lage; 

b)  unter  einem  Ebenenbüschel  zweiter 
Klasse  die  Gesamtheit  der  Verbindungsebenen 
je  zweier  zugeordneten  Strahlen  zweier  projek- 
tivisch  verwandten  Strahlenbüschel  in  verschie- 
denen Ebenen  mit  gemeinsamem  Scheitel  in 
schiefer  Lage. 

Durch  Projektion  auf  eine  Ebene  bezw.  aus 
einer  Ebene  in  einen  Bündel  ist  leicht  einzu- 
sehen, dass  diese  und  die  nebenstehenden  Defi- 
nitionen im  Grunde  Gleiches  besagen. 


dagegen  durch  eine  Gesamtheit  von 
Ebenen  durch  den  Scheitel  des  Bün- 
dels, wenn  die  „erzeugende  Kurve"  als 
Tangentengehilde  zweiter  Klasse  ge- 
dacht wird.  Im  ersten  Falle  nennt  man 
den  Kegel  auch  Kegelfläche  zweiter 
Ordnung,  im  zweiten  Falle  Ebenen- 
büschel zweiter  Klasse. 

2.  Befindet  sich  der  Scheitel  des  proji- 
zierenden Bündels  unendlich  fern,  so 
wird  der  Kegel  zu  einem  Cylinder. 

3.  Ein  Kegelschnitt  heisst  die  beim 
Schnitt  eines  Kegels  (oder  Cylinders) 
durch  eine  Ebene  in  dieser  Schnitt- 
ebene entstehende  Kurve. 


Frage  50.  Welche  Bezieluiiig  be- 
steht zwischen  dem  Kegelschnitt  uiul 
der  erzeugenden  Kurve  des  Kegels? 


Erkl.  172.  In  Figur  54  ist  ein  einfachster 
Fall  dargestellt :  Man  kann  t  als  Originalebene 
und  e'  als  Bildebene  wählen,  oder  e'  als  Original- 
ebene und  £  als  Bildebene.  In  jedem  Falle 
werden  die  erzeugenden  Strahlenbüschel  S,  und 
&>  einer  Kurve  wieder  als  erzeugende  Strahlen- 
büschel ,9,  S.,  einer  andern  Kurve  abgebildet, 
die  erzeugenden  Punktreihen  t^  f.,  einer  Kurve 
auch  als  erzeugende  Punktreihen  ;,  t^  der  ent- 
stehenden Bildkurve.  Es  bleiben  als'o  bei  der 
Projektion  alle  diejenigen  der  bisher  abge- 
handelten Eigenschaften  auch  in  der  gegen- 
seitigen Beziehung  beider  Kurven  erhalten,  die 
nicht  mit  metrischen  Beziehungen  verknüpft 
sind. 


Aiitvv'ovt.  :■-.  '-a  jeder  Punkt  der 
erzeugenden  lüirve  auch  wieder  als 
Punkt  auf  die  Schnitt  ebene  projiziert 
oder  abgebildet  wird,  und  jede  Gerade 
der  erzeugenden  Kurve  als  Gerade,  so 
nennt  man  auch  die  Schnitteber e  Bild- 
ebene und  die  in  der  Schnittebene  ent- 
stehende Kurve  die  Abbildung  der  er- 
zeugenden Kurve  oder  die  Bildkurve, 
die  erzeugende  Kurve  des  Kegels  da- 
gegen die  Original  kurve,  ihre  Ebene 
die  Originalebene. 

2.  Da  jede  Punktreihe  wieder  als  eine 
Punktreihe  und  jeder  Strahlenbttschel 
wieder  als  ein  Strahlenbüschel  projiziert 
wird,  so  muss  die  Bild  kurve  auch 
eine  Ordnungskurve  sein,  wenn  die 
Originalkurve  eine  Ordnungskurve 
ist,  und  eine  Klassenkurve,  wenn  die 
Origiualkurve  eine  Klassenkurve  ist. 
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Frage  51.    Von  welchen  Umständen 
ist  die  Gattung  der  Bildkurve  ab-       Antwort.    1.  Da  die  G-attung  eint-r 
hängig?  Kurve  nur  abhängig  ist  von  ihrer  Be- 

ziehung zur  unendlich  fernen  Geraden- 

Erkl.  173.     In  nebenstehender  Antwort   ist  ^0    ist    die    Gattung    eines    Kegel, 

stets  angenommen,  dass  die  Schnittebene  nicht  Schnitts  abhangig  von  der  Beziehung 

durch  den  Scheitel  des  Kegels  selbst  hindurch-  der  Originalkurve  ZU  derjenigen  Geraden 

geht.   Trifft  dieser  Umstand  zu,  so  hat  man  in  ihrer  Ebene,  welche  in  der  Bildebene 

den  drei  nebenstehenden  Fällen  statt  Ellipse,  2ur  Unendlich  fernen  Geraden  ^^ird. 
Parabel,  Hyperbel  der  Reihe  nach  einen  Funkt    t\-         •  a.     -u        :i-     r^  i_  j 

(den  Scheitelpunkt),  eine  einzige  Gerade  (die  ^^^^B  ist  aber  die  Gegenachse  oder 

Kegelkante)  oder  zwei  gerade  Linien  (zwei  Fluchtgerade    in    der  Originalebene. 

Kegelkanten)  als  Kegelschnitt  anzusehen.  Vergl.  Und  die  Beziehung  der  Original- 

die  ausgearteten  Kurven  in  Antw.  der  Frage  41  k^j-yg    zur    Gegenachse    in    ihrer 

und  Erkl.  143.  ttii  ,        ^-^j  vj- 

Ebene    bestimmt    demnach    die 

r.11   -.-,4     TTT- ;>    ,    c  u  -.^  u       j-  Gattung  der  Bildkurve. 

Erkl.  174.    Wird  als  Schnittebene  die  u  n  -  . 

endlich  ferne  Ebene  selbst  gewählt,  so  kann  2.  Liegt  nämlich  die  Bildebene  SO, 
sie  jedenfalls  mit  der  Originalebene  als  par-  .dass  die  Originalkurve  als  Ordnungs- 
alle 1  angesehen  werden,  und  die  entstehende,  j^y^ye  _  sie  sei  Ellipse  oder  I^arabel 
selbst  im  Lnendlichen  hegende  Bildkurve   ist      .       Hvr.prbpl  mit    dpr   Gpo-pnarhsp 

von  gleicher  Gattung  wie  die  erzeugende  ptiei  nvpei Dei  —  mit  aer  tjegenacnse 
Originalkurve  des  Kegels.  —  Hat  man  statt  des  m  ihrer  Ebene  keinen,   einen   oder 

Kegels  einen  Cy  lind  er,   so  ist  die  Bildkurve  zwei    Punkte    gemeinsam    hat,    SO    hat 

jedenfalls  auch  nur  von   gleicher   Gattung  auch  die  Bildkurve  mit  der  unendlich 

wie  die  den  Kegel  erzeugende  Origmalkurve.  fempn  apradeii  in  ihrer  EbPTie  kpinen 

weil    bei  unendlich   fernem   Projektionsscheitel  lernen  Ijeiacien  in  lüiei  J^oene  iveiueu, 

die    Gegenachsen  beide   ins   Unendliche   fallen,  einen    oder   zwei    Punkte    gemeinsam, 

also   die  Beziehung  beider  Kurven  zur  Gegen-  d.  h.    sie    ist   Ellipse,    Parabel   oder 

achse   oder  unendlich  fernen  Geraden   dieselbe  Hyperbel, 
werden  muss.  „    -r%         "■   •  i      -n       ,    •         i  ..i. 

3.  Das  gleiche  Ergebnis  erhalt  man 

Erkl.  175.    Da  die  Gegenachse  in  der  ^^'   Auffassung    der    Originalkurve 
Originalebene   ausgeschnitten   wird    durch   die-    als    Klassenkurve     —     Sie     sei    Ellipse, 

jenige  Parallelebene  zur  Bildebene,  welche  Parabel  oder  Hyperbel.  Ist  für  dieselbe 
durch  den  Kegelscheitel  geht,  so  kann  man  die  Gegenachse  in  ihrer  Ebene  eine 
nJf?  P^^''L/'j/?f  "^'h^i'"'"  ^-^d/^if«  ausserhalb  verlaufende  Gerade,  eine 

oder  Parabel  oder  Hyperbel,   je   nachdem   der  „               j.        j       o    i        ^              •  *.          -u 

Kegel  mit  der  durch  seinen  Scheitel  gehenden  fangente  oder  bekante,  SO  ist  auch 

Parallelebene    zur    Schnittebene    keinen    oder  für  die  Bildkurve  die  unendlich  ferne 

einen    oder    zwei    Strahlen    gemeinsam    habe.  Gerade   eine   ausserhalb   verlaufende 

Denn  diese  keine,  ein  oder  zwei  Strahlen  treffen  (-grade,  eine  Tangente  oder  Sekante, 

ja  diejenigen  Punkte  der  Origmalkurve,  welche  ^     i       j-       -n-ui                   •  ^     i?  1 1  • 

in  der  Gegenachse  liegen,  also  ins  Unendliche  ^-    ö-     die     Bildkurve     Wira     Ü.liipse, 

projiziert  werden.  Parabel  oder  Hyperbel. 

Frage   52.     Welche  Zusammenstel- 
lungen  von    Original-   und   Bildkurven 

können   demnach   auftreten    und    unter  .    ,         .     -r^      -,  ^       ,    j 

welchen  Bedingungen?  , ,  Antwort.   Es  gibt  nach  der  vorigen 

"^      *  Leberlegung  lolgende  sechs  Zusammen- 
stellungen von  Original-  und  Bildkurven : 

Erkl.  176.   Man  erkennt  aus  nebenstehender  j     Ellipse    projiziert    als    Ellipse 

Antwort,   dass  es   lur  die  Gattung  der  Bild-  .      ,  t^.         ^ ,-.     ^    •       a.    u^-^  . ,  t^ 

kurve  gänzlich  gleichgültig  ist,  Avas  für  eine  (vgl.  Figur  54) :  keine  der  beiden  Kurven 
Kurve  als  Originalkurve  auftritt.    Dies  ist  wird  von  der  Gegenachse  in  ihrer  Ebene 

auch  zu  ersehen  aus  Figur  55.     Mag  man  aus  getroffen. 

Ebene   e,  auf  e,    projizieren    oder    aus  f,    auf  9    Tn^lUnsP    i.rniiViprf    ak   Parabpl 

f,.   stets   wird  eine  Kurve  1  als  Originalkurve  ^-  l^mpse    piojizieit   aiS   t^aiaoei 

eine  Ellipse  als  Bildkurve  erzeugen  -   mag  oder  umgekehrt  Parabel  als   Ellipse: 
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Figur  55. 


die  Ellipse  "«"ird  von  ihrer  Gegenaclise 
in  einem  Punkte  berührt,  die  Parabel 
aber  von  der  ihrigen  gar  nicht  getroffen. 

3.  Ellipse  projiziert  als  Hyperbel 
oder  umgekehrt  Hyperbel  als  Ellipse: 
die  Ellipse  wird  von  ihrer  Gegenachse 
in  zwei  Punkten  geschnitten,  die  Hy- 
perbel von  der  ihrigen  gar  nicht  ge- 
troffen. 

4.  Parabel  projiziert  als  Parabel: 
jede  der  beiden  Kurven  hat  die  Gegeu- 
achse  in  ihrer  Ebene  als  Taugente. 

5.  Parabel  projiziert  als  Hyperbel 
oder  umgekehrt  Hyperbel  als  Parabel: 
die  Parabel  wird  von  ihrer  Gegenachse 
in  zwei  Punkten  geschnitten,  die  Hy- 
perbel von  ihrer  Gegenachse  berührt. 

6.  Hyperbel  projiziert  als  Hyperbel: 
nun  1  ein  Stück  einer  Ellipse  oder  einer  Parabel  jede  der  beiden  Kurven  wird' von  der 
oder  einer  Hyperbel  sein  (von  welch  letzterer  Qegenachse    in    ihrer    Ebene    in    zwei 

der  zweite  Ast  ganz   auf  der  andern  Seite  der   p  ^■,.  ■,     ... 

Gegenachse  liegen  muss).  Ebenso  mag  2  in  ^  ^^D^ten  gesclinitten. 
Ebene  s^  oder  s.,  ein  Stück  einer  Ellipse  oder 
Parabel  oder  Hyperbel  sein  —  stets  wird  ihr 
Abbild  in  der  andern  Ebene  eine  Parabel 
werden,  weil  dies  Bild  eine  Kurve  gibt,  die 
den  einzigen  Berührungspunkt  der  Gegenaehse 
als  unendlich  fernen  Punkt  erhält.  —  Und  end- 
lich kann  die  Kurve  3  in  Ebene  e^  oder  e.j 
der  Figur  55  ein  Stück  einer  Ellipse,  Parabel 
oder  Hyperbel  bedeuten ,  jedesmal  wird  die 
Bildkurve  Hyperbel  werden ,  nämlich  eine 
Kurve,  welche  die  Projektionen  der  beiden 
Schnittpunkte  der  Originalkurve  mit  der  Gegen- 
achse als  unendlich  ferne  Punkte  hat.  Dabei 
sind  selbstverständlich  in  Figur  55  keineswegs 
die  Kurvenstücke  1,  2,  3  beider  Ebenen  gegen- 
seitige Projektionen. 

Erkl.  177.  In  Figur  56  ist  an  einer  einzigen  Zeichnung  das  ZusammentreiTen  der  drei 
Paare  ungleicher  Kurven  in  perspektivischer  Lage  gezeigt:  in  f^  eine  Ellipse,  in  f.,  eine 
Parabel,  in  f„  eine  Hyperbel.  Da  alle  drei  Ebenen  durch  dieselbe  Kante  ÄC  gehen,  so'muss 
selbstverständlich,  wenn  eine  der  drei  Kurven  Punkte  der  Kante  enthält,  jede  der  Kurven 
durch  dieselben  Punkte  der  Kante  hindurchgehen.  Die  Gegenachsen  entsprechen  als  f.^ 
und  /"g  der  unendlich  fernen  Geraden  f^ ,  als  g^  und  g^  der  unendlich  fernen  Geraden  g.^ , 
als  7i,  und  h.^  der  unendlich  fernen  Geraden  /i,  —  je  in  der  Ebene  mit  gleicher  Ziffer.  Hier- 
nach hat  man  auf  jeder  der  drei  Kurven  die  einander  zugeordneten  Punkte  in  derselben 
Eeihenfolge  zu  durchlaufen,  wie  dies  in  einer  derselben  stattfindet.  So  hat  man  der  Reihe 
nach  als  entsprechende  Kurvenstücke: 

1.  AB:  auf  der  Ellipse  als  Ä^B^  vom  gemeinsamen  Punkte  J,.^„  bis  zum  Berührungs- 
punkt 5,  mit  der  Gegenachse  g^\  auf  der  Parabel  als  ^o2^.,  vom  Punkt  A  auf  dem 
vorderen  Kurveubogen  zum  unendlich  fernen  Punkt  5,;  auf  der  Hyperbel  als  A^B^  von 
A  bis  zum  Berührungspunkt  B.^  mit  der  Gegenachse  g^.' 

2.  BC:  auf  der  Ellipse  als  5,  C,  vom  Berührungspunkt  B^  mit  der  Gegenachse  g^  bis 
zum  gemeinsamen  Punkte  C,,3;  auf  der  Parabel  als  B^C.^  vom  unendlich  fernen  Punkte  Bo  auf 
der  hinteren  Hälfte  des  Kurveubogens  wieder  ins  Endliche  herein  bis  C:  auf  der  Hyperbel 
als  B^  Ca  vom  Berührungspunkt  B^  mit  der  Gegenachse  g^  bis  C. 

S.CD:  auf  der  Ellipse  als  C\Di  vom  gemeinsamen  Punkt  Cj.,3  bis  zum  Schnittpunkt 
Dl  mit  der  Gegenachse  h^;  auf  der  Parabel   als  CoD.,  von  C  bis  zum  Schnittpunkt  X>.,  mit 
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Figur  56. 


od/; 


der  Gegenachse  h.,;  auf  der  Hyperbel  als  C.,D^^  von  C  auf  dem  hinteren  Bogen  des  unteren 
Astes  hinab  bis  zum  unendlich  fernen  Punkt  D... 

4.  DEF:  auf  der  Ellipse  als  D.^E^F^  vom  einen  Schnittpunkt  Dj  mit  der  Gegenachse 
Ä,  über  Punkt  £",  zum  andern  Schnittpunkt  F,  mit  derselben  Gegenachse  ä,  :  auf  der  Parabel 
als  D.^E.^F,  ebenso  von  einem  Schnittpunkt  Z).,  mit  der  Gegenachse  h.^  über  Punkt  £".,  zum 
andern  Schnittpunkt  F.2  mit  derselben  Gegenachse  /;, ;  auf  der  Hyperbel  als  D.E^F\  von 
dem  vorhin  nach  unten  erreichten  unendlich  fernen  Punkte  £>3  auf  entgegengesetzter  Seite  von 
oben  herab  ins  Endliche  zurück  und  auf  dem  vorderen  Bogen  des  oberen  Astes  bis  E^,  und  von 
da  auf  dem  hinteren  Bogen  des  oberu  Astes  wieder  hinauf  ins  Unendliche  zum  Punkt  F.. 

5.  FA:  auf  der  Ellipse  als  -F, ^j  vom  Schnittpunkt  F,  mit  der  Gegenachse  h^  zum 
gemeinsamen  Punkt  ^,03;  auf  der  Parabel  als  F^A.^  vom  Schnittpunkt  F.,  mit  der  Gegen- 
achse K  zum  Punkte  A:  auf  der  Hyperbel  als  F^A.^  vom  unendlich  fernen  Punkte  F,  auf 
dem  vorderen  Kurvenbogen  des  unteren  Astes  wieder  herauf  und  zurück  ins  Endliche  bis  A. 


Frage  53.  Welche  Einzelheiten  zei- 
gen die  auf  der  Gegenachse  liegenden 
Elemente  bei  der  Projektion  von  Kurven? 

Erkl.  178.  Der  Einfachheit  der  Zeichnung 
wegen  ist  in  Figur  57  für  den  ersten  Fall  neben- 
stehender Antwort  die  Ebene  f,  als  Original- 
ebene,  f.,  als  Bildebene  verwendet,  im  dritten 
Falle  f.,  ^Is  Originalebene,  6,  als  Bildebene.  — 
Im  zweiten  Falle,  wo  die  Gegenachse  Tangente 
der  Originalkurve  ist,  gibt  es  von  jedem  Punkt 
der  Gegenachse  ausser  dieser  noch  eine  einzige 
Tangente  an  die  Kurve,  und  daher  auch  an  die 
Parabel  keine  parallelen  Tangeuten,  weil  jede 
Tangente  als  parallel  zur  unendlich  fernen  an- 
zusehen ist. 


Antwort.  1.  A\'enn  in  der  Original- 
ebene (£j  in  Figur  57  links)  die  Gegen- 
achse «/i  ausserhalb  der  Kurve  liegt, 
so  gibt  es  von  jedem  Punkt  der  Gegen- 
achse z^Yei  Tangenten  an  die  Original- 
kurve, folglich  müssen  die  entsi)rechen- 
den  Tangenten  an  die  Ellipse  in  der 
Bildebene  (so  Figur  57  unten)  in  einem 
unendlich  lernen  Punkte  zusammen- 
treffen, also  parallel  sein. 


90 


Projektiviache  (neuere)  Geometrie.    II.  Teil. 
Figur  57. 


Erkl.  179.  Die  Entstehuug  der  Hyperbel 
als  Projektion  einer  Kurve,  die  von  der  Gegen- 
achse geschnitten  wird,  ist  geeignet,  die  Be- 
ziehung zwischen  Hyperbel  und  der  unendlich 
fernen  Geraden  in  deutliches  Licht  zu  setzen: 
Wie  von  der  Gegenachse  ein  Teil  innerhalb, 
ein  Teil  ausserhalb  der  Originalkurve  liegt,  so 
liegt  von  der  unendlich  fernen  Geraden  ein  Teil 
innerhalb  und  ein  Teil  ausserhalb  der  Hyperbel. 
Von  den  Punkten  der  Gegenachse,  die  ausser- 
halb bezw.  auf  oder  innerhalb  der  Kurve  liegen, 
gibt  es  zwei  bezw.  eine  oder  keine  Tangenten 
an  die  Originalkurve;  und  dabei  sind  beide 
Geradenstücke  getrennt  durch  die  Tangenten 
in  den  Berührungspunkten,  in  deren  jeder  zwei 
von  den  vorher  getrennt  vorhandenen  Tan- 
genten aus  den  äusseren  Punkten  der  Gegen- 
achse zusammenfallen.  Ebenso  wird  die  unendlich 
ferne  Gerade  bei  der  Hyperbel  durch  die  Asymp- 
toten in  zwei  Teile  getrennt:  von  dem  ausser- 
halb der  Hyperbel  liegenden  gibt  es  zwei 
parallele  Tangenten  (an  die  beiden  Aeste  der 
Hyperbel),  von  den  innerhalb  liegenden  gar 
keine  Tangenten:  die  Asymptoten  selbst  sind 
als  je  ein  Paar  zusammenfallender  paralleler 
Tangenten  anzusehen,  indem  sie  den  einen  Ast 
etwa  oben  links  und  gleichzeitig  den  andern 
unten  rechts  berühren. 


2.  Wenn  die  Gegenachse  die  Original- 
kurve  berührt,  so  ist  jedesmal  die  Ab- 
bildung eine  Parabel,  wie  schon  oben 
erwähnt;  und  von  einem  Punkte  der 
Gegenachse  gibt  es  an  die  Originalkurve 
nur  noch  eine  Tangente  ausser  der 
Achse  selbst. 

3.  AYenn  in  der  Originalebene  (eg  in 
Figur  57  oben)  die  Gegenachse  die 
Kurve  schneidet,  so  haben  die  zwei 
Schnittpunkte  Z>o^2  ^^^^  Tangenten  und 
als  deren  Schnittpunkt  einen  Punkt  M.^. 
In  der  Bildkurve  fallen  die  Berührungs- 
punkte dieser  Tangenten  ins  Unendliche, 
also  werden  die  zugeordneten  Tangenten 
zu  Asymptoten  der  Hyperbel,  und  der 
Schnittpunkt  M^  wird  zum  Mittelpunkt 
der  Kurve  (nach  Satz  22).  —  Von  den 
ausserhalb  der  Originalkurve  liegenden 
Punkten  der  Gegenachse  gibt  es  zwei 
Tangenten  an  die  beiderseitigen  Teile 
der  Kurve:  diese  werden  zu  parallelen 
Tangenten  an  die  beiden  getrennten 
Aeste    der  'Hj-perbel   in  der  Bildebene. 


Frage  54.  In  welcher  Beziehung 
zu  den  bisherigen  Erörterungen  stehen 
der  Kreis  und  der  Kreiskegel? 


Antwort.  1.  Da  der  Kreis  nach 
Satz  20  ebenfalls  zu  den  Kurven  zweiten 
Grades  gehört,  so  kann  auch  der  Kreis 
als  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  pro- 
jiziert werden  —  bezw.  der  Kreis- 
kegel  in  einer  Ellipse,  Parabel  oder 


Teber  die  verschiedenen  Gattungen  der  Kurven  zweiten  (Trades. 
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Erkl.  180.  In  der  elementaren  Stereometrie 
wird  nach  dem  Vorgang  der  antiken  Geometrie 
überhaupt  nur  vom  Kreiskegel  als  Kegel 
gehandelt,  und  zwar  auch  da  meist  nur  der 
senkrechte  Kreiskegel  in  Betracht  gezogen. 
Durch  Schneidung  des  letzteren  mit  beliebiger 
Ebene  entstehen  die  Kurven  zweiten  Grades 
als  eigentliche  „Kegelschnitte"  in  der  alten 
Bedeutung  dieses  Wortes;  und  auf  Grund  dieser 
Entstehungsweise  haben  die  Alten  auch  die 
ihnen  bekannten  Eigenschaften  der  Kurven 
gefunden.  Man  sieht ,  dass  dieser  Gedanken- 
gang einen  ganz  speziellen  Teil  der  vorliegen- 
den allgemeinen  Betrachtungsweise  der  neueren 
Geometrie  bildet. 


Erkl.  181.  Eigenschaften  der  Figuren  am 
Kreise,  welche  besonders  geeignet  sind,  um 
durch  die  Methode  der  Projektion  in  Eigen- 
schaften der  Kurven  zweiten  Grades  umgesetzt 
zu  werden,  sind  die  Beziehungen  des  Kreises 
zur  Gegenachse  in  seiner  Ebene,  ein-  und  um- 
geschriebene Dreiecke  und  Vierecke,  die  Lehre 
von  Pol  und  Polare  (siehe  Kleyer-Sachs,  Ebene 
Elementar-Geometrie.  VIII.  Teil.  6aj,  sowie 
die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchou  (siehe 
Kleyer-Sachs,  Ebene  Elementar-Geometrie, 
Vlfl.  Teil,  6c).  Wie  die  Autworten  der 
Fragen  44  und  46  anzeigen,  kann  man  auch 
die  Eigenschaften  der  projektivischen  Grund- 
gebilde am  Kreise  aufstelle)i  imd  auf  die  als 
„Kegelschnitte-'  erzeugten  Kurven  über- 
tragen, ohne  diese  selbständig  aus  jenen  Ge- 
bilden entstehen  zu  lassen.  Es  war  Steiners 
Verdienst,  durch  Zugrundelegung  der  projek- 
tivischen Eigenschaften  die  neuere  Geometrie  der 
Abhängigkeit  von  der  Planimetrie  zu  entledigen 
und  auf  eigene  Füsse  zu  stellen  (1833). 


Hyperbel  geschnitten  werden,  je  nacli- 
dem  die  Gegenaclise  in  der  (3riginalebene 
den  Kreis  niclit  trifft,  berührt  oder 
.schneidet. 

2.  Man  kann  daher  die  Lehre  von 
Ellipse,  Parabel,  Hj-perbel  auch  durch 
blosse  Projektion  des  Kreises  auf- 
bauen, indem  man  am  Kreise  solche 
Eigenschaften  aufstellt,  die  bloss  durch 
die  gegenseitige  Lage  von  Punkten 
und  Geraden  bedingt  sind,  und  diese 
durch  Projektion  auf  die  anderen  Kur- 
ven überträgt.  Diese  Art  der  Entwick- 
lung bietet  Gelegenheit,  die  projektivi- 
sche  Geometrie  als  eine  \\'eiterführuug 
der  Planimetrie  erscheinen  zu  lassen. 

3.  Dass  aber  von  den  Kurven  zweiten 
Grades  bei  dieser  Auffassung  nicht  etwa 
nur  ein  begrenzter  Teil,  sondein  die 
ganze  Gesamtheit  eihalten  wird,  muss 
erst  beTsiesen  werden.  Dieses  geschieht 
durch  den  Nachweis,  dass  jede  Kurve 
zweiten  Grades,  die  nach  der  allgemei- 
nen Bestimmungs weise  entstanden 
ist,  auch  wirklich  als  Projektion  eines 
Kreises  entstehen  kann,  oder  umgekehrt 
selbst  als  Kreis  projiziert  werden  kann. 

Um  diesen  Beweis  zu  führen,  nehme 
man  eine  beliebige  Kurve,  entstanden 
als  Punktgebilde  durch  zwei  projektivi- 
sche  Strahlenbüschel  mit  Scheiteln  .SjN. 
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Erkl.  182.  In  der  Figur  58  sind  eine  ganze 
Reihe  von  Willkürlichkeiten,  denen  nur  eine 
geringe  Zahl  von  Einschränkungen  gegenüber- 
stehen: So  darf  das  Kurveustück  S^S^A  in  e 
einer  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  angehören; 
und  die  Büschelscheitel  S',&  haben  ganz  be- 
liebige Lage  auf  der  Kurve;  nur  müssen  sie, 
wenn  letztere  eine  Hyperbel  ist,  auf  demselben 
Kurvenaste  liegen,  weil  auf  t  jedenfalls  zwei 
gleichlaufende  Punktreihen  entstehen  müssen, 
um  die  Projektion  durch  kongruente  Büschel 
zu  ermöglichen.  —  Die  Gerade  t  hat  ganz  be- 
liebige Lage,  darf  aber  nur  ganz  ausser- 
halb der  Kurve  verlaufen,  weil  sonst  die  Punkt- 
reihen Doppelpunkte  erhalten  würden,  und  nur 
Reihen  ohne  Doppelpunkte  durch  kongruente 
Büschel  projiziert  werden  können.  —  Die  Ebene 
f„  ist  durch  t  völlig  beliebig  zu  legen.  In  der 
Figur  ist  sie  parallel  der  Zeichenebene  des 
Buches  gewählt,  damit  der  Kreis  in  e'  auch  in 
der  Zeichnung  wirklich  als  Kreis  erscheint.  — 
Die  Ebene  a'  kann  in  beliebigem  Bereiche  die 
Projektionsstrahlen  Sf,S^  oder  Sf^S^  durchschnei- 
den: z.  B.  in  der  Verlängerung  über  .S^  (wie  in 
Figur  58)  oder  zwischen  S„  und  S^  oder  in  der 
Verlängerung  über  S^  hinaus. 

Erkl.  183.  Wenn  die  Kurve  S^S^A  in 
Ebene  f  eine  Hyperbel  ist,  so  muss  nach  vorigem 
die  Gerade  t  zwischen  deren  beiden  Aesten 
hiudurchlaufen.  Während  demnach  die  Original- 
kurve die  Gerade  t  keinenfalls  treffen  darf,  kann 
sie  ganz  wohl  die  Gerade  A^' A.2'  treffen;  dann 
geht  der  Kreis  durch  dieselben  beiden 
Punkte  dieser  Geraden  und  liegt  teils  oberhalb, 
teils  unterhalb  der  Ebene  t.  Die  Gerade  t  ist 
eben  die  Gegenachse  zur  Bildebene  s'  in  der 
Originalebene  t,  und  diese  darf  die  Original- 
kurve sicher  nicht  treffen  (weder  schneiden, 
noch  berühren),  wenn  dieselbe  als  Kreis,  d.  h. 
als  eine  Ellipse  abgebildet  werden  soll. 
(Würden  die  Geraden  t  und  t'  beide  zwischen 
den  Hyperbelästen  hindurchlaufen,  so  liegen 
die  den  beiden  Kurvenästen  der  Hyperbel  ent- 
sprechenden Bogenstücke  des  Kreises  beider- 
seits der  Gegenachse  in  «',  welche  ausgeschnitten 
wird  durch  eine  Parallelebiene  zu  t  durch  den 
Punkt  Sq.) 

Erkl.  184.  Denkt  man  sich  in  Figur  58 
die  Senkrechte  MSf,  um  die  Gerade  t  als  Achse 
gedreht,  so  beschreibt  Punkt  S^  einen  Kreis 
mit  Radius  MS^^,  dessen  Ebene  senkrecht  auf  t 
steht.  Da  die  Beziehung  des  Punktes  S^  zur 
Geraden  t  dabei  ungeändert  bleibt,  indem  sich 
die  Grösse  des  Winkels  A^S^,A.2  nicht  ändert, 
so  bildet  dieser  Kreis  den  geometrischen  Ort 
für  den  Punkt  <S;,  in  allen  verschieden  mög- 
lichen Ebenen  s^,  die  man  durch  dieselbe  Ge- 
rade t  hiudurchlegt ,  denn  jedesmal  entsteht 
in  der  Ebene  f' 1|  fo  ^^^  Kreisabbildung.  Man 
gelangt  dadurch  zu  der  Aufstellung: 

Satz.  Jede  beliebige  Kurve  zwei- 
ten Grades  kann  in  vielfacher  Weise 
als   Schnitt    eines   Kreiskegels    dar- 


in der  Ebene  e  (siehe  Figur  58).  Durch 
eine  ganz  ausserhalb  der  Kurve  ver- 
laufende Gerade  t  der  Ebene  e  legt  man 
nun  eine  beliebige  andere  Ebene 
Sq.  Dann  erzeugen  diese  beiden  Büschel 
»S'i  und  *S'2  auf  der  Schnittgeraden  t  zwei 
projektivische  Punktreihen  auf  gemein- 
samem Träger,  die  keine  gemeinsamen 
Punkte  besitzen  (weil  die  Kurve  und 
der  Träger  ;'  keinen  gemeinsamen  Punkt 
haben);  und  nach  dem  Satze  in  Erkl.  306 
des  I.  Teiles  dieses  Lehrbuches  gibt  es 
daher  in  der  Ebene  e,^  einen  Punkt  *%, 
von  welchem  aus  die  beiden  gleich- 
laufenden projekti vischen  Punktreihen 
des  Trägers  t  durch  kongruente, 
gleichlaufende  und  konzentrische 
Büschel  projiziert  werden.  Ist  also  Ä, 
B,  u.  s.  w.  ein  veränderlicher  Punkt  der 
Kurve  in  Ebene  s,  so  ist  -^  A^S^^ui^ 
gleich  <^  B^SqB^  u.  s.  w.  für  jedes  be- 
liebige Punktepaar  ^1^0,  B^B^  u.  s.  w. 
auf  f,  welches  einer  veränderten  Lage 
A,  B,  des  Punktes  auf  der  ursprüng- 
lichen Kurve  entspricht. 

Unter  diesen  Vorbedingungen  wird 
nun  die  Originalkurve  in  e  auf  jeder 
Parallelebene  zu  e^  als  Kreis  pro- 
jiziert. Denn  in  Ebene  e'  z.  B.  wird  die 
Projektion  von  S^A  aus  s  zur  Geraden 
^^l'Al  und  die  vonS.^A  aus  e  zu  >V^/- 
Wegen  der  Parallelität  von  «,,  und  e' 
wird  auch: 

S,'A'  II  S,A,  und  S,'A'  \\  S,A„ 

und  daher  wird  auch  der  Winkel: 

S/A'So'  =  ^,^0^,, 
und  der  Winkel: 

S^'B'So'  =  B^S,,B.2  u.  s.  w. 

Da  aber  in  Ebene  Sq  alle  Winkel  wie 
A^SqA^,  B^S^^B^  gleichgross  sein 
mussten,  so  müssen  auch  in  Ebene  e' 
alle  Winkel  S.'A'S.^,  S^B'S^  u.  s.  w. 
gleichgross  sein,  und  demnach  ist  die 
in  Ebene  e'  entstehende  Kurve  erzeugt 
durch  zwei  kongruente  gleichlaufende 
Strahlenbüschel  ^'/»s'^',  und  folglich  ein 
Kreis. 


Ueber  die  Sätze  von  Brianchon  und  Pascal  nebst  ihren  Anwendungen. 
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gestellt  werden:  für  die  Gegenachse 
kann  jede  die  Kurve  nicht  treffende  Gerade 
gewählt  Averden ;  und  sodann  für  den  Kegel- 
sch eitel  noch  ein  beliebiger  Punkt  eines 
bestimmten  Kreises. 


5.  Ueber  die  Sätze  von  Brianchon  und  Pascal  nebst  ihren  Anwendungen. 

Frage  55.  Was  folgt  aus  der  Art  und  Weise,  wie  in  den  Antworten  der 
Fragen  28  und  32  zu  einem  beliebigen  Element  eines  Gebildes  das  entsprechende 
Element  des  projektiviscli  verwandten  Gebildes  gefunden  wurde? 

Antwort. 

1.  Wo  immer  auf  t^  in  Figur  59  der  1.  A\'ie  immer  durch  >'j  in  Figur  60 
Punkt  Pj  gewählt  wird,  hat  der  eut-  der  Strahl  ^Ji  gewählt  wird,  hat  der  ent- 
sprechende Punkt  Pg  ^^^  ^2  jedesmal  sprechende  Strahl  p.^  durch  N.,  jedesmal 
solche  Lage,  dass  die  Verbindüngs-  solche  Lage,  dass  die  Schnittpunkte 
geraden  »S\Pj  und  .S^P^  durch  den-  [t^p^  und  {f^p.^  auf  derselben  Gera- 
selben Punkt  P„  auf  der  Geraden  t^^  den  p,^  durch  den  Punkt  .s'^  liegen,  oder 
hindurchgehen,  oder  dass  die  drei  Ge-  dass  die  drei  Schnittpunkte  ih^Co), 
raden  B^C\,,  S^P^,  ,%P.,  durch  einen  (^^^jj,  (^2^2)  auf  einer  und  derselben 
und  denselben  Punkt  gehen.  Geraden  liegen. 


Figur  59. 


Figur  60. 


2.  Fasst  man  nun  f^,f.^  und  a,h^r,p 
als  Seiten  eines  einfachen  Sechsseits 
zusammen,  so  sind  Pj  und  C,,.  »S\  und 
P],  No  und  Po  die  drei  Paare  von  Gegen- 
ecken desselben,  und  man  erhält  für 
jegliche  Lage  des  veränderlichen  Punktes 
Pj  bezw.  der  Verbindungsgeraden  p  das 
Ergebnis :  In  jedem  Sechsseit,  in  welchem 
zwei  Seiten  Träger  zweier  projektivischen 
Punktreihen ,  die  vier  andern  Seiten 
Verbindungsgeraden  von  vier  Paaren 
entsprechender  Punkte  sind,  gehen  die 
drei  Verbindungsgeraden  je  zweier  Ge- 
genecken durch  einen  und  denselben 
Punkt. 


2,  Fasst  man  nun  Nj,  S^  und  Ä,  B, 
C,  P  als  Ecken  eines  einfachen  Sechs- 
ecks zusammen,  so  sind  b^  und  c.,.  f^ 
und  py.  f.^  und  p.^  die  drei  Paare  von 
Gegenseiten  desselben,  und  man  erhält 
für  jegliche  Lage  des  veränderliciien 
Strahles  p^  bezw.  des  Schnittpunktes  P 
das  Ergebnis:  In  jedem  Sechseck,  in 
welchem  zwei  Ecken  Scheitel  zweier  pro- 
jektivischen Strahlenbiischel.  die  vier 
andern  Ecken  Schnittpunkte  von  vier 
Paaren  entsprechender  Strahlen  sind, 
liegen  die  drei  Schnittpunkte  je  zweier 
Gegenseiten  auf  einer  und  derselben 
Geraden. 


94 


Projektivische  (neuere)  Geometrie.     II.  Teil. 


3.  Nun  sind  aber  nach  den  Sätzen  13 
und  14  die  sechs  Seiten  dieses  Sechs- 
seits  Tangenten  einer  Kurve  zweiter 
Klasse,  und  zwar  nach  Satz  16  von  der 
Art.  dass  den  beiden  Trägern  t^  und  t^ 
keinerlei  ausgezeichnete  Stellung  zu- 
kommt gegenüber  den  andern  vier  Seiten. 
Folglich  kann  die  obige  Aussage  in  der 
ganz  allgemein  gültigen  Form  aus- 
gesprochen werden: 

Satz  23.  (,,Satz  von  Brianchon" 
fürs  Sechsseit.)  In  jedem  einer 
Kurve  zweiter  Klasse  umge- 
schriebenen (einfachen)  Sechs- 
seit gehen  die  drei  Verbindungs- 
geraden je  zweier  Gegenecken 
durch  einen  Punkt  („Punkt  des 
Brian  chon"A 

4.  Denselben  Satz  kann  man  auch  — 
in  anderer  Ausdrucksweise  —  aus- 
sprechen von  „jedem  einfachen  Sechs- 
seit. welches  durch  sechs  Strahlen 
eines  Strahlenbüschels  zweiter 
Klasse  gebildet  mrd."  Und  umgekehrt 
bildet  wegen  der  Eindeutigkeit  der  pro- 
jektivischen  Beziehungen  derselbe  Satz 
auch  die  Bedingung  dafür,  dass  sechs 
Geraden  einer  Ebene  Strahlen  eines 
Büschels  zweiter  Klasse,  bezw.  Tan- 
genten einer  Kurve  zweiter  Klasse 
sind. 


3.  Nun  sind  aber  nach  den  Sätzen  13  a 
und  14  a  die  sechs  Ecken  dieses  Sechs- 
ecks Kurvenpunkte  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung,  und  zwar  nach  Satz  16a  von 
der  Art,  dass  den  beiden  Büschelscheiteln 
*Sj  und  »s'o  keinerlei  ausgezeichnete  Stel- 
lung zukommt  gegenüber  den  andern 
vier  Ecken.  Folglich  kann  die  obige 
Aussage  in  der  ganz  allgemein  gültigen 
Form  ausgesprochen  werden: 

Satz  24.  („Satz  von  Pascal"  fürs 
Sechseck.)  In  jedem  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung  eingeschrie- 
benen (einfachen)  Sechseck 
liegen  die  drei  Schnittpunkte 
je  zweier  Gegenseiten  auf 
einer  Geraden  („Pascalsche  Ge- 
rade"). 

4.  Denselben  Satz  kann  man  —  in 
anderer  Ausdrucksweise  —  auch  aus- 
sprechen von  „jedem  einfachen  Sechs- 
eck, welches  durch  sechs  Punkte  einer 
Punktreihe  zweiter  Ordnung  gebildet 
wird."  Und  umgekehrt  bildet  wegen  der 
Eindeutigkeit  der  projektivischen  Be- 
ziehungen derselbe  Satz  auch  die  Be- 
dingung dafür,  dass  sechs  Punkte 
einer  Ebene  Punkte  einer  Punktreihe 
zweiter  Ordnung  bezw.  Kurvenpunkte 
einer  Kurve  zweiter  Ordnung 
sind. 


Erkl.  185.  Die  Entwicklungen  des  vorliegenden  Abschnittes  haben  in  Bezug  auf  die  beider- 
seitigen Entwicklungen  aus  Punktgebilden  und  Strahleugebilden  genau  gleichmässige  Geltung 
und  eignen  sich  daher  besonders  zur  dualistischen  Xebeneinanderstellung.  Es  bietet  sich  dadurch 
auch  dem  Studierenden  die  Gelegenheit,  von  einer  der  Antworten  zuerst  nur  die  Hälfte  auf  der 
einen  Seite  vorzimehmen  und  darnach  die  andere  Hälfte  selbstthätig  aufzubauen,  ohne  das  Ge- 
druckte zu  benutzen. 

Erkl.  186.  Von  den  vorstehenden  Sätzen  ist  der  eine,  der  Satz  von  Pascal,  schon  1640 
gefunden  worden  von  Blaise  Pascal  (1623  bis  1662,  der  damals  noch  nicht  17  Jahre  alt  war), 
und  zwar  nach  der  Methode  der  Behandlung  der  Kegelschnitte  durch  Projektion  aus  dem  Kreise, 
wie  sie  in  Erkl.  181  vorgeführt  wurde.  —  Der  andere  Satz  wurde  1806  gefunden  von  Brianchon. 
nachdem  seit  1799  durch  Carnot  der  Begriff  der  Dualität  Geltung  gefunden  hatte,  und  infolge 
dessen  ein  allgemeines  Streben  geweckt  worden  war,  um  früher  bekannte  Sätze  auf  ihre  dua- 
listische Uebertragbarkeit  zu  prüfen. 

Erkl.  187.  Statt  zu  sagen,  sechs  Gerade  gehören  einem  Strahlenbüschel  zweiter  Klasse  an 
bezw.  sechs  Punkte  einer  Punktreihe  zweiter  Ordnung,  kann  man  auch  sagen,  das  sechste  Ele- 
ment gehört  demselben  Gebilde  zweiten  Grades  an.  wie  die  fünf  ersten;  denn  durch  fünf 
Elemente  wird  ja  stets  ein  solches  Gebilde  bestimmt.  Ist  dann  die  Bedingung  für  das  sechste 
Element  in  Bezug  auf  eines  der  aus  den  sechs  Elementen  zu  bildenden  einfachen  Sechsecke 
bezw.  Sechsseite  erfüllt,  so  ist  sie  es  auch  für  jedes  andere  Sechseck  aus  denselben  sechs 
Elementen. 

Erkl.  188.  Aus  denselben  sechs  Elementen  kann  man  aber  nach  Figur  91  und  92  des  I.  Teils 
nicht  weniger  als  60  verschiedene  einfache  Sechsecke  bezw.  Sechsseite  bilden.  Und  für  jedes 
derselben  gelten  obige  Sätze.  Zum  gleichen  Ergebnis  gelangt  man  durch  Beachtung  der  ver- 
schiedenen Gruppierungen  der  Elemente  im  ersten  und  zweiten  Teile  obiger  Antwort:  Von  den 
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fünf  ursprünglich  vorhandenen  Elementen  kann  man  behufs  Auffindung  des  sechsten  ^'^  =  10 

verschiedene  Paare  als  Grundelemeute  (Träger  t^  f,  der  Punktreihen  bezw.  Scheitel  S,  S.,  der  Büschel) 

3  2 

wählen,  dann  bleibt  noch  aus  den  übrigen  drei  Elementen  -—  oder  dreifache  Auswahl  für  die 

Vermittlungselemente  je  in  doppelter  Möglichkeit  der  Beziehung  (S^  oder  S.,  bezw.  t^  oder  t,), 
also  im  ganzen  Auswahl  für  das  endgültige  Sechseck  unter  10-3-2  =  60  verschiedenen  Anord- 
nungen. Für  jede  dieser  60  Anordnungen  gibt  es  einen  verschiedenen  Punkt  des  Brianchon 
bezw.  Gerade  des  Pascal :  vergl.  Aufgabe  285  der  Aufgabensammlung  am  Schluss  dieses  Teiles. 

Erkl.  189.  Man  beachte  übrigens  auch,  dass  die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon  selbst  für 
den  Fall  der  ausgearteten  Kurven  gelten.  Dieser  besondere  Fall  —  Brianchon  für  das 
Sechsseit,  dessen  Seiten  zu  je  drei  durch  zwei  Punkte  gehen,  Pascal  für  das  Sechseck,  dessen 
Ecken  zu  je  drei  auf  zwei  Geraden  liegen  —  ist  schon  früher  behandelt  worden  in  Aufgabe  157 
bis  159  des  I.  Teiles.     Vergl.  auch  Aufgabe  287  dieses  Teiles. 


Frage  56.  "Welche  Anwendung  gestattet  der  Satz  von  Brianchon  bezw. 
Pascal  fürs  Sechseck  auf  die  Konstruktion  der  entsprechenden  Elemente 
zweier  projektivischen  Gebilde  bezw.  der  Elemente  einer  Kurve  zweiten  Grades? 


Figur  62. 


Figur  61. 


Antwort. 

1.  Statt  für  die  Auffindung  des  Punk-  1.  Statt  für  die  Auffindung  des 
tes  P^  zum  Punkte  P^  die  gesamten  Strahles  jh  zuu^  Strahle  j)^  die  gesamten 
Zwischenkonstruktionen  der  Elemente  Zwi.schenkonstruktionen  der  Elemente 
Si*sy„  in  Figur  59  durchzuführen,  kann  t^fo^o  in  Figur  GO  durchzuführen,  kann 
man  nunmehr  weit  einfacher  verfahren,  man  nunmehr  weit  einfacher  verfahren, 
indem  man  die  gesuchte  Gerade  P^P-i  indem  man  den  gesuchten  Schnittpunkt 
als  erste  und  die  fünf  gegebenen  Ge-  ip^p-i)  als  erste  und  die  fünf  gegebenen 
raden  f^bact.,  als  zweite  bis  sechste  Punkte  >S'ji? .4 CN.,  als  zweite  bis  sechste 
Seite  des  Sechsseits  auffasst  (Fig.  61).  Ecke  des  Sechsecks  auffasst  (Fig.  62). 
Die  fehlende  Seite  1  desselben  wird  Die  fehlende  Ecke  I  desselben  wird 
dann  dadurch  gefunden,  dass  die  Ver-  dann  dadurch  gefunden,  dass  die  Schnitt- 
bindungsgeraden zweier  Paare  Gegen-  punkte  zweier  Paare  Gegenseiten 
ecken  (1,  2)  und  (4.  5):  (2,  3)  und  (5.  G)  (I,  II)  und  (IV,  V);  (II,  III)  und  (V.  VI) 
des  Sechsseits  den  Punkt  des  Brian-  des  Sechsecks  die  Gerade  des  Pas- 
chon  bestimmen,  und  die  fehlende  Ecke  cal  bestimmen,  und  die  fehlende  Seite 
(6,  1)  auf  derselben  Geraden  liegen  (VI,  I)  durch  denselben  Punkt  gehen 
muss  mit  der  Ecke  (3,  4)  und  dem  Punkt  muss  mit  der  Seite  (III.  IV)  und  der 
des  Brianchon.  Geraden  des  Pascal. 
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2.  In  derselben  AVeise  erhält  man  2.  In  derselben  Weise  erhält  man 
daher  auch  zu  fünf  gegebenen  Tan-  daher  auch  zu  fünf  gegebenen  Kur- 
gen ten  einer  Kurve  zweiter  Klasse  venpunkten  einer  Kurve  zweiter  Ord- 
eine  weitere  Tangente,  wenn  deren  nung  einen  weiteren  Kurvenpunkt, 
Schnittpunkt  I\  mit  einer  der  fünf  wenn  dessen  Verbindungsgerade  i\  mit 
vorigen  bekannt  ist:  Man  beziffert  einem  der  fünf  vorigen  bekannt  ist:  Man 
die  gesuchte  Tangente  vorläufig  mit  1,  beziffert  den  gesuchten  Kurvenpunkt 
die  von  ihr  in  P^  geschnittene  mit  2,  vorläufig  mit  I,  den  mit  ihm  durch  p^ 
die  übrigen  in  ganz  beliebiger  Reihen-  verbundenen  mit  II,  die  übrigen  in  ganz 
folge  mit  3, 4,  5,  6;  verbindet  die  Schnitt-  beliebiger  Reihenfolge  mit  III,  IV,  V,  VI; 
punkte  (1,  2)  mit  (4,  5)  und  (2,  3)  mit  bringt  zum  Schnitt  die  Verbindungs- 
(5,  6),  und  zieht  durch  den  Schnittpunkt  gerade  (I,  II)  mit  (IV,  V)  und  (II,  III) 
R  dieser  beiden  Geraden  als  dritte  Ge-  mit  (V,  VI),  und  zeichnet  auf  der  Ver- 
rade  die  nach  (3,  4).  Der  Schnittpunkt  bindungsgeraden  r  dieser  beiden  Schnitt- 
mit  dieser  dritten  Geraden  auf  der  Tan-  punkte  als  dritten  Schnittpunkt  den  mit 
gente  6  liefert  als  Verbindungsgerade  (III,  IV).  Die  Verbindungsgerade  nach 
mit  dem  bekannten  Schnittpunkt  (1,2)  diesem  dritten  Schnittpunkte  durch  Punkt 
die  gesuchte  Tangente  1.  VI  liefert  als  Schnittpunkt  mit  der  be- 
kannten Verbindungsgeraden  (I,  II)  den 
gesuchten  Kurvenpunkt  I. 

3.  Vermittelst  des  Satzes  von  Brian-  3.  Vermittelst  des  Satzes  von  Pas- 
chon  fürs  Sechsseit  findet  man  also  die  cal  fürs  Sechseck  findet  man  also  den 
zweite  Tangente  an  einer  Kurve  (den  zweitenSchnittpunktmiteiner Kurve 
zweiten  Strahl  eines  Büschels)  zweiter  (den  zweiten  Punkt  einer  Punktreihe) 
Klassedurch  einen  beliebigenPunkt  zweiter  Ordnung  auf  einer  beliebigen 
ausserhalb  der  Kurve,  wenn  die  erste  Schnittgeraden  der  Kurve,  wenn  der 
Tangente  durch  diesen  Punkt  und  vier  erste  Schnittpunkt  auf  dieser  Geraden 
weitere  Tangenten  gegeben  sind.  und  vier  weitere  Kurvenpunkte  ge- 
geben sind. 

Erkl.  190.  Ebenso  wie  man  Punkte  mit  grossen  und  Gerade  mit  kleinen  Buchstaben  buch- 
stabiert, so  beziffert  man  auch  Punkte  mit  grossen  (römischen)  und  Gerade  mit  kleinen  (arabischen) 
Zittern.  Dadurch  wird  man  in  jedem  Stadium  einer  Aufgabe  daran  erinnert,  mit  was  für  Ele- 
menten und  was  für  Sätzen  gearbeitet  wird  —  ob  nach  Brianchon  mit  Tangenten  oder  nach 
Pascal  mit  Punkten.  Dass  man  dabei  das  gesuchte  Element  gleich  mit  der  ersten  Zift'er 
bezeichnet,  gibt  gleich  zu  Anfang  die  Entscheidung  zwischen  den  beiden  genannten  Arten  der 
Behandlung,  entspricht  aber  allgemein  dem  auch  in  andern  Zweigen  der  Mathematik  (z.  B.  allen 
Arten  von  Textgleichungen  oder  Konstruktionsaufgaben)  bewährten  Grundsatz,  dass  mau  gleich 
zu  Anfang  einer  Aufgabe  sich  über  deren  Endziel  genau  Rechenschaft  gibt. 

Erkl.  191.  Sind  die  sechs  Seiten  bezw.  sechs  Ecken  eines  einfachen  Sechsecks  mit  den 
Ziffern  1  bis  6  bezeichnet,  so  sind  gegenüberliegende  Elemente  I  und  4,  2  und  5, 
3  und  6  bezw.  (1,  2)  und  (4,  5),  (2,  3)  und  (5,  6),  (3,  4)  und  (G,  1).  Man  findet  also  für  ein 
beliebiges  durch  zwei  Zittern  bezeichnetes  Element  das  gegenüberliegende,  indem  man  einfach 
von  dessen  erster  Ziffer  um  vier  weiterzählt  und  dabei  die  mittlere  Ziffer  überspringt;  nämlich: 

12(3)45,  23(4)56,  34(5)61,  45(6)12,  56(1)23,  61(2)34. 


Frage  57.  Welche  Folgerungen  gestatten  die  Sätze  von  Brianchon  und 
Pascal  fürs  Fünfeck  bezw.  Fünfseit? 

Antwort. 

1.  Wenn  in  Figur  61  (Seite  95)  die  1.  Wenn  in  ^igur  62  (Seite  95)  der 
Tangente  1  längs  der  Kurve  gegen  Kurvenpunkt  I  längs  der  Kurve  gegen 
Tangente  6  hin  verschoben  wird ,  so  Punkt  VI  hin  verschoben  wird,  so  muss 
muss  nach  Satz  23  in  jeder  Lage  ein  nach    Satz    24    in    jeder    Lage    eine 


Ueber  die  Sätze  vön  Briauchon  und  Pascal  nebst  ihren  Anwendungen. 


97 


P"ie:ur  64  a. 


Figur  63  a. 


Figur  C4b. 


gemeinsamer  Scliiiittpunkt  11  der  Ver- 
bindiingsgeraden  von  Gegenecken  auf- 
recht erhalten  bleiben.  Das  wird  also 
auch  der  Fall  sein  müssen  unmittelbar 
vor  und  wieder  unmittelbar  nach  dem 
Zusammenfallen  der  Tangenten  1 
und  6.  Im  Zustande  des  Zusammen- 
treffens beider  Tangenten  aber  ist  der 
Schnittpunkt  der  Tangenten  1  und  6  zum 
Berührungspunkt  geworden,  da  dieser 
als  Schnittpunkt  zweier  unendlich  nahe 
benachbarten  Tangenten  angesehen  wer- 
den muss  (Antw.  auf  Frage  26).  Von  den 
sechs  Seiten  des  Sechsseits  sind  also 
nur  noch  fünf  als  Tangenten  vorhanden, 
eine  davon  aber  ist  doppelt  zu  zählen, 
und  ihr  Berührungspunkt  gilt  als  sechste 
Ecke  des  Sechsseits;  der  Berührungs- 
punkt dieser  Fünfecksseite  ist  verbun- 
den mit  deren  Gegenecke,  und  auf  ihrer 
Verbindungsgeraden  liegt  auch  der 
Schnittpunkt  der  Verbindungsgeraden 
der  noch  übrigen  Gegenecken. 

2.  Zum  gleichen  Ergebnis  kann  man 
aber  auch  ohne  den  Grenzübergang  ge- 
langen durch  Abänderung  der  Figur  59 
in  Figur  63  a.  Sucht  man  nämlich  dort 
statt  der  beliebigen  Tangente  PiPg 
den  Berührungspunkt  auf  Träger  t^^ 
so  wird  der  Schnittpunkt  der  Träger, 
aufgefasst  als  Punkt  E.,  auf  ^.  ver- 
bunden mit  .S'o  (Figur  63a),  und  durch 
den  Punkt  E,^  gehen  dann  im  Fünfseit 
S^S^B^EJ3^  die  Verbindungsgeraden 
5\£'j,  sowie  'Vo^'o  und  B^C.y  Dasselbe 
muss  aber  nach  Satz  16  für  jede  be- 
liebige Anordnung  der  Tangenten  und 
Träger  stattfinden. 

3.  Ein  dritter  Beweis  für  das  gleiche 
Ergebnis  entsteht  aus  Figur  63  b.  wenn 


gemeinsame  Verbindungsgerade  r  der 
Schnittpunkte  von  Gegenseiten  aufrecht 
erhalten  bleiben.  Das  wird  also  auch 
der  Fall  sein  müssen  unmittelbar  vor 
und  Avieder  unmittelbar  nach  dem  Zu- 
sammenfallen der  Punkte  I  und  VI. 
Im  Zustande  des  Zusammentreffens  bei- 
der Kurvenpunkte  ist  aber  die  Ver- 
bindungsgerade der  Punkte  I  und  VI 
zur  Tangente  geworden,  da  diese  als 
Verbindungsgerade  zweier  unendlich  nahe 
benachbarten  Kurvenpunkte  angesehen 
werden  muss  (Antw.  auf  Frage  26).  Von 
den  sechs  Ecken  des  Sechsecks  sind  also 
nur  noch  fünf  als  Kurvenpunkte  vor- 
handen, einer  davon  aber  ist  doppelt 
zu  zählen,  und  seine  Tangente  gilt  als 
sechste  Seite  des  Sechsecks;  die  Tan- 
gente dieses  Fünfeckspunktes  ist  ge- 
schnitten mit  der  Gegenseite,  und  durch 
ihren  Schnittpunkt  geht  auch  die  Ver- 
bindungsgerade der  Schnittpunkte  der 
noch  übrigen  Gegenseiten. 

2.  Zum  gleichen  Ergebnis  kann  man 
aber  auch  ohne  den  Grenzübergang  ge- 
langen durch  Abänderung  der  Figur  60 
in  Figur  64a.  Sucht  man  nämlich  dort 
statt  des  beliebigen  Kurvenpunktes  P 
die  Tangente  im  Scheitel  6'i,  so  wird 
der  Verbiudungsstrahl  der  Scheitel,  auf- 
gefasst als  Strahl  e.,  in  N,.,  geschnitten 
mit  f.,  (Figur  64  a),  und  auf  dem  Strahl 
<?,3  liegen  dann  im  Fünfeck  S^>^.,CAB 
die  Schnittpunkte  vun  /,  mit  »i,  sowie 
von  t.^  mit  e.^  und  von  h^  mit  Cg.  Das- 
selbe muss  aber  nach  Satz  16a  für  jfde 
beliebige  Anordnung  der  Kurvenpunkte 
und  Scheitel  stattfinden. 

3.  Ein  dritter  Beweis  für  das  gleiche 
Ergebnis  entsteht  aus  Figur  64b.  wenn 
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von  der  Kurve  gegeben  sind  vier  Tan-  von  der  Kurve  gegeben  sind  vier  Kurven- 
genten und  der  Berührungspunkt  auf  punkte  und  die  Tangente  in  einem  der- 
einer derselben.  Letztere  Tangente  wird  selben.  Letzterer  Kurvenpunkt  wii'd  zu 
zu  t^,  A^  zu  S^_.  C.,E^  zu  /„  (vergl.  Auf-  S^,  a^zuf.^,  Punkt  (r^c^)  zu  aS^  (vergl.  Auf- 
gabe 82  der  Aufgabensamml.),  und  durch  gäbe  152),  und  auf  derselben  Geraden 
denselben  Punkt  P^  auf  ^^  gehen  im  ^j^  durch  S'„  liegen  im  Fünfeck  S'^^CS^P, 
Fünfseit  S^A^P^P^C^,  die  Verbindungs-  die  Schnittpunkte  von  t^  mit  p^,  f.,  init 
geraden •'^\Pi,  sowie S^P^ und E^C^ selbst,  p.,,  sowie  e^  und  c.^  selbst.  Nach  Satz  16a 
Nach  Satz  16  muss  aber  auch  diese  Be-  muss  aber  auch  diese  Beziehung  als  all- 
ziehung  als  allgemein  bewiesen  gelten,  gemein  bewiesen  gelten. 

4.  Man  erhält  also  den   neuen  Satz:        4.  Man  erhält  also  den  neuen  Satz: 
Satz  23  a.     (Satz  von  Brianchon  Satz  24  a.    (Satz  von  Pascal  fürs 

fürs  Fünfseit.)  In  jedem  einer  Fünfeck.)  In  jedem  einer  Kurve 
Kurve  zweiter  Klasse  umge-  zweiter  Ordnung  eingeschriebe- 
schriebenen  (einfachen)  Fünf-  nen  (einfachen)  Fünfeck  liegt 
seit  geht  die  Verbindungsgerade  der  Schnittpunkt  einer  Seite  mit 
einer  Ecke  mit  dem  Berührungs-  der  Tangente  in  ihrer  Gegen- 
pnnkt  auf  ihrer  Gegenseite  und  ecke  und  die  Schnittpunkte  der 
die  Verbiudungsgeraden  der  bei-  beiden  übrigen  Paare  von  Ge- 
den  übrigen  Paare  von  Gegen-  genseiten  auf  einer  Geraden, 
ecken  durch  einen  Punkt. 

Erkl.  192.  Man  beachte  in  den  beiden  Figuren  61  und  62  den  Erfolg  der  Verschiebung 
der  Tangente  1  bezw.  des  Eckpunktes  I  auf  der  Kurve: 

In  Figur  61  ändern  sich  dabei  die  Schnitt-  In  Figur  62  ändern  sich  dabei  die  Verbin- 
punkte  (1,6)  und  (1,  2j,  nicht  aber  die  übrigen  dungsgeraden  I.VI  und  I.  II.  nicht  aber  die 
vier  Schnittpunkte  (2,3),  (3,4),  (4,5),  (5,6);  übrigen  vier  Verbindungsgeraden  II, III;  III.IV; 
folglich  ändern  sich  zwar  die  Verbindungs-  IV,  V:  V,  VI;  folglich  ändern  sich  zwar  die 
geraden  von  (1,6)  mit  (3,4)  und  (1,2)  mit  Schnittpunkte' von  I,  VI  mit  III,  IV  und  I.II 
(4,5),  nicht  aber  die  Verbindungsgerade  von  mit  IV,  V,  nicht  aber  der  Schnittpunkt  von 
(2,3)  und  (5,6).  Man  erkennt  also,  dass  der  II.  III  und  V,  VI.  Man  erkennt  also,  dass  die 
bei  der  Veränderung  von  1  stets  gemeinsam  bei  der  Veränderung  von  I  stets  gemeinsam 
bleibende  Schnittpunkt  E  der  drei  Geraden  bleibende  Verbindungsgerade  r  der  drei  Schnitt- 
(1,2)  und  (4,5),  (2,3)  und  (5,6),  (3,4)  und  punkte  von  I,II  und  IV, V;  11,111  und  V, VI; 
(6,1)  bei  der  Bewegung  der  Geraden  1  nur  III,  IV  und  VI,  I  bei  der  Bewegung  des  Punktes  I 
verschoben  wird  auf  der  Geraden  von  nur  gedreht  wird  um  den  Schnittpunkt  von 
(2,  3)  nach  (5,  6).  Bei  derjenigen  Lage  dieses  II,  III  und  V,  VI.  Bei  derjenigen  Lage  dieser 
Punktes  R  auf  der  genannten  Geraden  in  Geraden  r  in  Figur  62,  für  welche  der  Schnitt- 
Figur  61 ,  für  welche  die  Verbindungsgerade  punkt  von  r  mit  der  Geraden  IV.  V  auf  die 
von  R  mit  dem  Punkte  (4,  5)  durch  den  Schnitt-  Verbiudungsgerade  der  Punkte  VI  und  II  fällt, 
punkt  der  Geraden  6  und  2  hindurchgeht,  trifft  liegt  der  Schnittpunkt  von  r  mit  der  Geraden 
die  Verbindungsgerade  von  R  mit  dem  Punkte  III,  IV  auf  der  Tangente  des  Kurvenpunktes  VI. 
(3,  4)  den  Berührungspunkt  auf  der  Tangente  6. 

ErkL  193.  Im  einfachen  Fünfeck  bezw.  Fünfseit  hat  nach  Autwort  auf  Frage  48  des  I.  Teiles 
jede  Ecke  eine  Gegenseite,  jede  Seite  eine  Gegenecke ;  werden  z.  B.  die  Ecken  bezeichnet 
mit  den  Buchstaben  ABC  DE,  so  sind  gegenüberliegende  Elemente  A  und  CD.  B  und  DE, 
C  und  EA,  D  und  AB,  E  und  BC.  Wird  aber  eine  Ecke,  z.  B.  E,  vorweggenommen,  so 
bleiben  vier  Ecken  ABCD  übrig,  und  von  diesen  sind  dann  A  und  C  bezw.  B  und  D  als 
Gegenecken  zu  bezeichnen;  ebenso  bleiben,  wenn  eine  Seite  vorweggenommen  wird,  noch  vier 
Seiten  übrig,  und  von  diesen  kann  man  je  zwei  nicht  aufeinanderfolgende  als  Gegenseiten 
unter  den  übrig  bleibenden  Seiten  ansehen. 

Erkl.  194.  Figur  63  a  bezw.  64a  geben  jeweils  einen  Teil  der  früheren  Figuren  29  bezw.  34, 
wie  es  für  den  vorliegenden  Zweck  nötig  ist.  Man  hätte  selbstverständlich  ebensowohl  statt  E^ 
und  e,  die  Elemente  D^  und  rf,  als  unbekannte  aufsuchen  können,  und  dadurch  statt  der  gegen- 
überliegenden Elemente  des  Fünfecks  bezw.  Fünfseits  nicht  ^',  und  /, ,  sondern  S.^  und  t^  er- 
halten. Unter  den  noch  übrigen  Elementen  wären  dann  nicht  Ä, £,  bezw.  t^e.^,  sondern  -S,  Dj 
bezw.  ^, rfj  als  gegenüberliegende  aufgetreten,  dagegen  B^C.^  bezw.  JjC„  wären  in  gleicher 
Eigenschaft  verblieben,  wie  zuvor. 
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Erkl.  195.  Die  Figuren  63b  bezw.  64b  entsprechen  einander  ebenso  dualistisch,  wie  zuvor 
63a  und  64a.  Unter  den  Elementen  der  projektivischen  Gebilde  ist  hier  jedesmal  das  gemein- 
same Element  beider  Gebilde  vertreten  mit  seinem  entsprechenden.  Und  dadurch  erhält  von 
den  vermittelnden  Zwischenelementen  je  eines  eine  besondere  Lage:  in  Figur  63b  S',  auf  /, 
t,^  durch  den  Berührungspunkt  von  t^,  in  Figur  64b  t.-,  durch  .S", ,  S,,  auf  der  Tangente  in  b\. 
Als  Ergebnis  aber  entsteht  wieder  ein  Fünfeck  bezvr.  Fünfseit.  wie  zuvor  in  Figur  63  a  bezw.  63  b. 


Frage  58.     Welche  Anwendung  gestattet  der  Satz  von  Brianchon  bezw. 
Pascal  fürs  Fünfeck  auf  die  Konstruktion  von  Kurvenelementen? 


Figur  65. 


Antwort. 


1.  Statt  für  die  Auffindung  der  Be- 
rührungspunkte E^  in  Figur  63  a  oder 
der  Tangente  P^P.,  in  Figiu'  63b  die 
gesamten  Zwischenkonstruktionen  der 
Elemente  S^SJ^  durchzuführen,  kann 
man  nunmehr  weit  einfacher  verfahren, 
indem  man  die  fünf  in  Betracht  kom- 
menden Tangenten  als  Seiten  des 
Fünfseit s  (Figur  65)  auffasst.  und 
von  ihnen  noch  diejenige  doppelt 
zählt,  auf  welcher  der  Berührungs- 
punkt auftritt.  Wird  letzterer  ge- 
sucht, so  beziffert  man  diese  Tangente 
mit  (6, 1),  die  andern  in  beliebiger  Reihen- 
folge mit  2,  3,  4,  5;  die  Verbindungs- 
geraden der  Ecken  (1,2)  u.  (4,  5),  (2, 3)  u. 
(5,  6)  liefern  den  Punkt  B  des  Brianchon; 
und  dessen  Verbindungsgerade  mit  Ecke 
(3,  4)  geht  durch  den  Berührungspunkt 
6, 1.  —  Wird  eine  beliebige  neue  Tan- 
gente gesucht,  so  beziffert  man  diese 
vorläufig  mit  1,  die  andern  mit  2  bis  6, 
wobei  die  von  1  im  gegebenen  Punkte  ge- 
schnittene die  Ziffer  2,  und  die  samt  Be- 
rührungspunkt gegebene  Tangente  zwei 
benachbarte  Ziffern  erhält.  Wieder  ent- 
steht //  durch  (1 ,  2),  (4,  5)  und  (2,  3),  (5, 6), 
und  die  Verbindungsgerade  von  B  mit 


1.  Statt  für  die  Auffindung  der  Tan- 
gente ?j  in  Figur  64a  oder  des  Kurven- 
punktes P  in  Figur  64  b  die  gesamten 
Zwischenkonstruktionen  der  Elemente 
tJoSf,  durchzuführen,  kann  man  nun- 
mehr weit  einfacher  verfahren,  indem 
man  die  fünf  in  Betracht  kommenden 
Kurvenpunkte  als  Eckpunkte  des 
Fünfecks  (Figur  66)  auffasst.  imd  von 
ihnen  noch  denjenigen  doppelt  zählt, 
in  welchem  die  Tangente  auftritt. 
Wird  letztere  gesucht,  so  beziffert 
man  diesen  Kurveupunkt  mit  (VI.  I), 
die  andern  in  beliebiger  Eeihenfolge  mit 
n,  m,  IV,  V;  die  Schnittpunkte  der 
Seiten  LH  und  IV.  V:  11,111  und  V.  VI 
liefern  die  Gerade  r  des  Pascal;  und  deren 
Schnittpunkt  mit  Seite  III.  IV  liegt  auf 
der  Tangente  VI,  I.  —  Wird  ein  be- 
liebiger neuer  Kurvenpunkt  gesucht. 
so  beziffert  man  diesen  vorläufig  mit  I, 
die  andern  mit  II  bis  VI,  wobei  der  mit 
I  durch  die  gegebene  Gerade  verbundene 
die  Ziffer  II,  und  der  samt  Tangente 
gegebene  Kurvenpunkt  zwei  benachbarte 
Ziffern  erhält.  Wieder  entsteht  r  durch 
I,  II;  IV,  V  und  II,  III;  V,  VI,  und  der 
Schnittpunkt   von  r  mit  III,  IV  liefert 
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(3,4)  liefert  (6, 1),  d.h.  denjenigen  Punkt  VI,  I,  d.  h.  diejenige  Gerade  durch  VI, 

auf  6,  durch  welchen  1  hindurchgeht,  auf  welcher  Punkt  I  liegt. 

2.  Vermittelst  des  Satzes  von  Brian-        2.  Vermittelst  des  Satzes  von  Pascal 

chon  fürs  P'ilnfseit  findet  man  also:  fürs  Fünfeck  findet  man  also: 

a)  den  Berührungspunkt  auf  einer        a)    die   Tangente    in    einem  belie- 

beliebigen  von  fünf  gegebenen  Tan-  bigen  von  fünf  gegebenen  Punkten 

genten  einer  Kurve,  einer  Kurve, 

ß)  die  zweite  Tangente  an  die  />')  den  zweiten  Schnittpunkt  mit 
Kurve  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Kurve  auf  einer  beliebigen 
ausserhalb  der  Kurve,  wenn  gegeben  Schnittgeraden,  wenn  gegeben  sind 
sind  die  erste  Tangente  durch  diesen  der  erste  Schnittpunkt  auf  dieser  Ge- 
Punkt und  drei  weitere  Tangenten,  raden  und  drei  weitere  Kurvenpunkte, 
sowie  auf  einer  dieser  vier  Tangenten  sowie  in  einem  dieser  vier  Kurven- 
der Berührungspunkt.  punkte  die  Tangente. 

Erkl.  196.  Die  vorstehenden  Erörterungen  sind  unmittelbar  für  Elemente  der  Kurven 
ausgesprochen.  Man  könnte  dieselben  selbstverständlich  auch  für  „Auffindung  der  zugeordneten 
Elemente  projektivisoher  Gebilde"  formulieren.  Man  findet  darnach  auf  die  obeustehend  be- 
schriebene Art  und  Weise 

a)  das  entsprechende  Element  zum  gemeinsamen  Element  zweier  projektivischeu  Gebilde, 
ß)  das  zugeordnete  Element  zu  einem  beliebigen  Element  in  zwei  projektivischeu  Gebilden, 
wenn  unter  den   gegebenen  Elementen   auch  das   dem   gemeinsamen  Elemente  beider  Gebilde 
zugeordnete  vertreten  ist. 

Erkl.  197.  Ist  das  gesuchte  Element  mit  1  bezw.  I  bezeichnet,  so  kann  von  den  andern 
jedes  als  Doppelelement  auftreten:  (2,3),  (3,4),  (4,5)  oder  (5,6).  Ist  das  Doppelelement  das 
gesuchte  (und  dieser  zweite  Fall  ist  in  Figur  (35  bezw.  66  dargestellt),  so  erreicht  man  durch 
Bezeichnung  desselben  mit  (6, 1)  bezw.  (VI,  I)  den  Vorteil,  dass  der  gesuchte  Berühr imgspunkt 
bezw.  Tangente  wieder  wie  sonst  durch  das  Element  (3,  4)  gefunden  wird.  —  Dadurch,  dass  man 
auch  beim  Fünfeck  mit  1  bis  6,  statt  nur  1  bis  5  beziifert,  hat  man  ausserdem  den  Vorzug, 
dass  eigentlich  auch  hier  alles  durchs  Sechseck  geleistet  wird,  also  der  neue  Satz  gewisser- 
raassen  gar  nicht  als  Konstruktionsmittel,  sondern  nur  als  Beweismittel  auftritt. 


Frage  59.  Welche  Folgerungen  ergeben  die  Sätze  von  Brianchon  und 
Pascal  fürs  Vierseit  bezw.  Viereck  mit  benachbarten  Doppelelementen? 

Antwort. 

1.  Wenn  in  Figur  65  (S.  99)  nicht  1.  Wenn  in  Figur  66  (S.  99)  nicht 
nur  die  Tangente  6, 1  als  Doppeltangente  nur  der  Kurvenpunkt  VI,  I  als  Doppel- 
mit  Berührungspunkt  auftritt,  sondern  punkt  mit  Tangente  auftritt,  sondern 
auch  noch  Tangente  4  längs  der  Kurve  auch  noch  Kurvenpunkt  IV  längs  der 
gegen  Tangente  5  hin  verschoben  wird,  Kurve  gegen  Punkt  V  hin  verschoben 
so  muss  ein  gemeinsamer  Schnittpunkt  wird,  so  muss  eine  gemeinsame  Verbiu- 
B  der  Verbindungsgeraden  (1,2)  und  dungsgerade  r  der  Schnittpunkte  (I,  II) 
(4,5),  (2,3)  und  (5,6),  (3,4)  und  (6,1)  und  (IV,  V),  (II,  III)  und  (V,  VI),  (III, 
aufrecht  erhalten  bleiben,  auch  unmittel-  IV)  und  (VI,  I)  aufrecht  erhalten  blei- 
bar vor  und  unmittelbar  nach  dem  Zu-  ben,  auch  unmittelbar  vor  und  unmittel- 
sammenfallen  der  Tangenten  4  und  5.  Im  bar  nach  dem  Zusammenfallen  der 
Zustande  des  Zusammentreffens  beider  Punkte  IV  und  V.  Im  Zustande  des 
Tangenten  aber  ist  der  Schnittpunkt  Zusammentreffens  beider  Kurvenpunkte 
der  Tangenten  4  und  5  zum  Beruh-  aber  ist  die  Verbindungsgerade  der 
rungspunkt  geworden;  und  dessen  Punkte  IV  und  V  zur  Tangente  ge- 
Verbindungsgerade  mit  der  Ecke  (1,2)  worden;  und  deren  Schnittpunkt  mit  der 
triftet  die  Verbindungsgerade  des  Be-  Seite  (I,  II)  liegt  mit  dem  Schnittpunkt 
rührungspunktes  (6,  J)  mit  der  (neuen)  der  Tangente  (VI,  I)  und  der  (neuen) 
Ecke  (3,4)  im  gleichen  Punkte,  in  Seite  (III,  IV)  auf  der  gleichen  Geraden, 
welchem    die    Verbindungsgerade     der  durch    welche    der    Schnittpunkt    der 
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Gegenecken   (5,6)   und    (2,3)   dieselbe  Gegenseiten   (V,  VI)    und    (IL  III)   mit 
Gerade  trifft.  dem  vorigen  Punkt  verl)unden  wird. 

2.  Zum  gleichen  Ergebnis  gelangt  2.  Zum  gleichen  Ergebnis  gelangt 
man  ohne  den  Grenzübergang  durch  Ab-  man  ohne  den  Grenzübergang  durch  Ab- 
änderung der  Figur  ß3b  in  67a.  Sucht  änderung  der  Figur  G4b  in  68a.  Sucht 
man  nämlich  dort  statt  der  beliebigen  man  nämlich  dort  statt  des  beliebigen 
Tangente  P^P.,  den  Berührung»-  Kurvenpunktes  (j^j/j.,)  die  Tangente 
punkt  auch  noch  ariif  Träger  t.^,  so  auch  noch  im  Scheitel  »S^,  so  wird  der 
wird  der  Schnittpunkt  der  Träger,  auf-  Verbindungsstralil  der  Scheitel,  auf- 
gefasst  als  Punkt  D^  auf  t^,  verbunden  gefasst  als  Strahl  ^/j  in  .s\,  geschnitten 
mit  *S\  (Fig.  67a):  und  durch  den  Punkt  mit  t^  (Fig.  68a);  und  auf  der  Geraden 
Do  gehen  dann  im  Vierseit  S^A^D^C^  c/^  liegen  dann  im  Viereck  ^^ACS.^  die 
die  Verbindung?geraden  C.,E^,  A^D.^,  so-  Schnittpunkte  (Ca^i),  (a^d^),  sowie  (/jrfj). 
wie  S^Dy  Nach  Satz  16  gilt  aber  auch  Nach  Satz  16a  gilt  aber  auch  diese  Be- 
diese  Beziehung  allgemein.  ziebung  allgemein. 

3.  Man  erhält  demnach  den  neuen  Satz :        3.  Man  erhält  demnach  den  neuen  Satz : 


Satz  23  b.  In  jedem  einer  Kurve 
zweiter  Klasse  umgeschriebenen 
Vierseit  gehen  durch  einen  Punkt 
die  Verbindungsgerade  zweier  Ge- 
genecken und  die  Verbindungs- 
geraden der  einander  gegenüber- 
liegenden Berührungspunkte  und  Eck- 
punkte auf  den  zwei  durch  je  eine 
dieser  Ecken  g'ehenden  Seiten. 


Satz  24  b.  In  jedem  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung  eingeschriebenen 
Viereck  liegen  auf  einer  Geraden 
der  Schnittpunkt  zweier  Gegen- 
seiten und  die  Schnittpunkte  der 
einander  gegenüberliegenden  Tan- 
geuten und  Seiten  durch  die  zwei 
auf  je  einer  dieser  Seiten  liegenden 
Ecken. 


Erkl.  198.  Lässt  man  in  Fignr  61  nicht  die  Tangentenpaare  4,5  und  6,1,  sondern  die 
Tangentenpaare  1,2  und  3,4  zusammenrücken,  so  treten  anstatt  der  Berührungspunkte  (4,5) 
und  (6,1)  die  Berührungspunkte  (1,2)  und  (3,4)  auf;  es  verbleiben  aber  als  Gegenecken 
(2,3)  uud  (5,  6j,  also  auch  deren  Verbindungsgerade,  auf  welcher  der  Schnittpunkt  der  neuen 
Geraden  (4,  5),  (1,  2)  und  (6, 1),  (3,  4j  verbleibt.  —  Wählt  man  entsprechend  in  Figur  67  a  als 
Träger  die  Geraden  AiA^  und  C,C'j  anstatt  A^D^  und  C.^E.^,  so  treten  an  Stelle  der  Berüh- 
rungspunkte E^  und  Z>.,  die  Berührungspunkte  auf  .S",  Jj  und  -S,  C,  es  verbleiben  aber  als 
Gegenecken  S',,  D^,  also  auch  deren  Verbindungsgerade,  auf  welcher  nun  auch  der  Schnittpunkt 
der  neuen  Geraden  verbleibt. 

Erkl.  199.  Lässt  man  in  Figur  62  nicht  die  Punktepaare  IV,  V  und  VI,I,  sondern  die 
Kurvenpunkte  I,  II  und  III,  IV  zusammenrücken,  so  treten  anstatt  der  vorigen  Tangenten 
diese  neuen  auf;  es  verbleiben  aber  als  Gegenseiten  II,  III  und  V,  VI.  also  auch  deren  Schnitt- 
punkt, durch  welchen  die  Verbindungsgerade  der  neuen  Schnittpunkte  IV,  V  und  I,  II;  VI,I 
und  III,  IV  hindurchgeht.  —  Wählt  man  entsprechend  in  Figur  68a  als  Scheitel  die  Punkte 
A  und  C  anstatt  S,  und  S^,  so  treten  an  Stelle  der  Tangenten  e,  und  d.,  die  Taugenten  in  A 
und  C,  es  verbleiben  aber  als  Gegenseiten  /,  und  rf, ,  also  auch  deren  Schnittpunkt,  durch 
welchen  nun  auch  die  Verbindungsgerade  der  neuen  Schnittpunkte  hindurchgeht. 


Erkl. 

Satz  23  b  entnimmt  einem  Vierseit  erst  zwei 
Gegenecken;  durch  eine  jede  dieser  beiden 
Ecken  gehen  zwei  Seiten  mit  je  einem  Berüh- 
rungspunkt B  und  einer  benachbarten  Ecke  E. 
Der  Berührungspunkt  i^  auf  der  einen  Avird 
verbunden  mit  dem  ihm  gegenüberliegenden  Eck- 
punkt E  auf  der  andern;  und  der  Schnitt- 
punkt BE,  BE  liegt  jedesmal  auf  dersel- 
ben Verbindungsgeraden  der  Gegenecken,  ob 
man  die  zwei  Seiten  der  einen  oder  die  zwei 
Seiten  der  andern  Gegenecke  gewählt  hat,  — 
Auf  jeder  der  zwei  Verbindungsgeraden  von 
Gegenecken  des  (einfachen)  Vierseits  liegen 
zwei  solche  Schnittpunkte.  


200. 

Satz  24b  entnimmt  einem  Viereck  erst  zwei 
Gegenseit'i-n ;  auf  einer  jeden  dieser  beiden 
Seiten  liegen  zwei  Ecken  mit  je  einer  Tangente 
t  und  einer  benachbarten  Seite  *'.  Die  Tan- 
gente t  durch  die  eine  wird  geschnitten  mit 
der  ihr  gegenüberliegenden  Seite  .s  durch  die 
andere:  und  die  Verbinduugsgerade  {ts),  (ts) 
geht  jedesmal  durch  denselben  Schnittpunkt 
der  Gegenseiten,  ob  man  die  zwei  Ecken  der 
einen  oder  die  zwei  Ecken  der  andern  Gegen- 
seite gewählt  hat.  —  Durch  jeden  der  zwei 
Schnittpunkte  von  Gegenseiten  des  (einfachen) 
Vierecks  gehen  zwei  solche  Verbindungsgeraden. 
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Figur  67  a. 


Figur  67  b. 


>,   i.    iE,  Ar-Ss   C,  %       P,V   %      f,   A^S^ 


Frage  60.  Welche  Folgerungen  ergeben  die  Sätze  von  Brianchon  imd 
Pascal  fürs  Yierseit  bezw.  Viereck  mit  gegenüberliegenden  Doppel- 
elementen? 

Autwort. 


1.  Wenn  in  Figur  65  (Seite  99)  nicht 
nur  die  Tangente  6, 1  als  Doppeltangente 
mit  Berührungspunkt  auftritt,  sondern 
auch  noch  Tangente  3  längs  der  Kurve 
gegen  Tangente  4  hin  verschoben  wird, 
so  wird  der  Eckpunkt  (3,  4)  zum  Be- 
rührungspunkt auf  der  gegenüber- 
liegenden Seite  zu  6,  1;  und  die  Ver- 
bindungsgerade der  Berührungspunkte 
auf  diesen  Gegenseiten  geht  durch  den- 
selben Punkt,  wie  die  Verbindungs- 
gerade der  Gegenecken  (1,  2)  und  (4,  5) 
bezw.  (2,  3)  und  (5,  6). 

2.  Zum  gleichen  Ergebnis  gelangt 
man  durch  Betrachtung  der  projektivi- 
schen  Punktreihen,  wenn  die  Kurve  ge- 
geben ist  durch  drei  Tangenten  und  den 
Berührungspunkt  auf  zweien  derselben 
(Figur  67  b).  Letztere  Tangenten  wer- 
den zu  t^  und  f,^.  yi,  und  A^  zu  No  und 
(S'i,  E^  Z),  zu  ^f,;  i^n<i  durch  denselben 
Punkt  Po  ^^^  '^.i  gehen  im  Vierseit 
A^A.^  P.,  Pj  die  Verbindungsgeraden  A.^  P^. 
A,_P\  und  E^D,  selber. 

Figur  68  a. 


1.  Wenn  in  Figur  66  (Seite  99)  nicht 
nur  der  Punkt  VI ,  I  als  Doppelpunkt 
mit  Tangente  auftritt,  sondern  auch  noch 
Kurvenpunkt  III  längs  der  Kurve  bis 
zum  Punkt  IV  hin  verschoben  wird,  so 
wird  die  Verbindungsgerade  III,  IV  zur 
Tangente  in  der  Gegenecke  zu  VI,  I; 
und  der  Schnittpunkt  der  Tangenten  in 
diesen  Gegenecken  liegt  auf  derselben 
Geraden,  wie  die  Schnittpunkte  der 
Gegenseiten  I,  II  und  IV,  V  bezw.  II, 
III  und  V,  VI. 

2.  Zum  gleichen  Ergebnis  gelangt 
man  durch  Betrachtung  der  projektivi- 
schen  Strahlenbüschel,  wenn  die  Kurve 
gegeben  ist  durch  drei  Punkte  und  die 
Tangenten  in  zweien  derselben  (Fig.  68b). 
Letztere  Puokte  werden  zu  S^  und  .S^, 
a^  und  a.2  zu  f.^  und  f^ ,  Punkt  (e^^  d^ 
zu  /%:  und  auf  derselben  Geraden  Pq 
durch  *So  liegen  im  Viereck  APS^S^ 
die  Schnittpunkte  («i/'o),  («oPi)  ^^^ 
(e^d.^)  selber. 

Figur  68  b. 


L'eber  die  Sätze  von  Brianchon  und  Pascal  nebst  ihren  Anwendungen.  103 

3.  Jede  dieser  beiden  Beweisführungen  3.  Jede  dieser  beiden  Beweisführungen 
lässt  aber  noch  eine  Erweiterung  zu.  lässt  aber  noch  eine  Erweiterung  zu. 
Denkt  man  sich  nämlich  in  dem  ent-  Denkt  man  sich  nämlich  in  dem  ent- 
stehenden Vierseit  (Figur  69j  nicht  die  stehenden  Viereck  (Figur  70)  nicht  die 
untere  und  obere  Gegenseite  als  Doppel-  linke  und  rechte  Gegenecke  als  Doppel- 
tangenten, sondern  die  linke  und  rechte,  punkte,  sondern  die  untere  und  obere, 
so  muss  wieder  die  Verbindungsgerade  so  muss  wieder  der  Schnitti)unkt  der 
der  gegenüberliegenden  Berührungs-  gegenüberliegenden  Tangenten  auf  der 
punkte  durch  den  Schnittpunkt  der  Ver-  Verbindungsgeraden  der  Schnittpunkte 
bindungsgeraden  der  Gegenecken  gehen,  der  Gegenseiten  liegen.  Die  letzten 
Die  letzten  beiden  Verbindungsgeraden  beiden  Schnittpunkte  bleiben  aber  völlig 
bleiben  aber  Yölligungeändert,  also  bleibt  ungeändert,  also  bleibt  auch  ihre  Ver- 
auch  ihr  Schnittpunkt;  und  folglich  muss  bindungsgerade;  und  folglich  muss  der 
die  neueutstehende  Verbindungsgerade  neuentstehende  Schnittpunkt  auf  der- 
durch  denselben  Punkt  gehen  wie  die  selben  Geraden  liegen,  wie  der  vorige, 
vorige.  —  Dieselbe  Eigenschaft  entsteht  Dieselbe  Eigenschaft  entsteht  aus  der 
aus  der  zweiten  Betrachtungsweise,  wenn  zweiten  Betrachtungsweise,  wenn  in 
in  Figur  67b  statt  A^F^^  und  A^P.^  die  Figur  68b  statt  {a^p^)  und  (f^op.,)  die 
Tangenten  A^A.^  und  P^P^  zu  Trägern  Punkte  A  und  P  zu  Scheiteln  gewählt 
gewählt  werden.  werden. 

4.  Man  erhält  also  den  bemerken?-  4.  Man  erhält  daher  den  bemerkens- 
werten neuen  Satz:  werten  neuen  Satz: 

Satz  23  c.     (Satz  von   Brianchon  Satz  24  c.     (Satz  von  Pascal  fürs 

fürs    Vierseit.j       In    jedem    einer  Vierseit.)     In  jedem   einer  Kurve 

Kurve     zweiter    Klasse    umge-  zweiter  Ordnung  eingeschriebe- 

schriebenen  Vierseit  gehen   die  nen  Viereck  liegen  die  Schnitt- 

Verbindnngsgeraden  der  Gegen-  punkte  der  Gegenseiten  und  die 

ecken    und    die   Verbindungsge-  Schnittpunkte  der  Tangenten  in 

raden     der     Berührungspunkte  Gegenecken  alle  vier  auf  einer 

auf  Gegenseiten  alle  vier  durch  Geraden, 
einen  Punkt. 

Erkl.  201.  Die  Figuren  67  und  68  gehören  alle  vier  zur  Erörterung  des  Vierecks,  und 
zwar  67  a  zum  Satz  23  b,  68  a  zum  Satz  23  c,  dagegen  67  b  zum  Satz  24  b,  68  b  zum  Satz  24  c. 
In  den  Figuren  67  hat  man  jedesmal  ein  konvexes  umgeschriebenes  Vierseit.  in  68  a  ein  konvexes 
eingeschriebenes,  in  68b  ein  überschlagenes  eingeschriebenes,  nämlich  6',  ^S'oP.  also  Gegen- 
seiten a^2).y  und  a.,^, ,  Gegenecken  S,  S.,  und  AF.  —  In  Figur  67b  und  68b  sind  bei  der  Kon- 
struktion verwendet  die  Berührungselemente  £", ,  Z),  bezw.  e, ,  rf,.  Dagegen  sind  an  den  Figuren 
noch  angedeutet  die  Berührungspunkte  XY  auf  A^A.2  bezw.  Pj  Pj  in  Figur  67  b  und  ihre  Ver- 
bindungsgerade durch  P„.  sowie  die  Tangenten  x//  in  Ä  bezw.  P  in  Figur  68  b  und  deren  Schnitt- 
punkt auf  /jf,. 

Erkl.  202.  Wenn  in  Figur  66  (Seite  99)  die  Punkte  III  und  IV  miteinander  zur  Deckung 
gebracht  werden  sollen,  so  muss  der  eine  Punkt  III  durch  den  Punkt  II  auf  der  Kurve  hin- 
durchgehen, um  nach  IV  zu  gelangen.  Das  hat  in  Hinsieht  der  allgemeinen  Gültigkeit  keinerlei 
Bedenken.  Jedoch  kann  man  auch  diesem  Umstände  dadurch  ausweichen,  dass  man  die  Figur  66 
in  anderer  Weise  zeichnet ;  die  Ecken  II,  III,  IV  auf  der  Kurve  müssen  dann  in  dieser  Reihen- 
folge als  Nachbarecken  liegen. 

Erkl.  203.  Die  im  dritten  Teil  obiger  Antwort  angestellte  Ueberlegung  wurde  schon  ein- 
mal verwendet  in  Antwort  auf  Frage  37,  Erkl.  126  bezw.  Figur  36  und  37  zum  Beweise  der 
Identität  der  Ordnungskurve  und  Klassenkurve.  Man  hätte  also  schon  dort  die  Sätze  23c  und 
24c  aussprechen  können;  jedoch  finden  dieselben  an  dieser  Stelle  ihren  geeigneten  Platz  im 
Zusammenhang  mit  den  üi)rigen  Sätzen  von  Brianchon  und  Pascal.  —  Dieselbe  Ueberlegung 
des  dritten  Teils  der  Antwort  auf  Frage  60  ist  in  den  Figuren  69  b  und  70  b  in  den  Ziffern 
zu  erkennen.  Es  sind  dort  die  Elemente  mit  zweifacher  Bezifferung  versehen:  die  eine  der- 
selben (Ziffern  ohne   Klammer)   gibt  das   eine   Paar   gegenüberliegender  Berührungselemente, 
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die  andere  BezifferuDg  (Ziffern  in  Klammer)  gibt  das  andere  Paar  gegenüberliegender  Be- 
rühriingselemente.  Identisch  bleiben  für  beide  Fälle  die  Gegenecken  und  deren  Verbindungs- 
gerade bezw.  die  Gegenseiten  und  deren  Schnittpunkt,  nämlich  in  beiden  Figuren  1,  2  mit  4,  5 
bezw.  (1),  (2)  mit  (4),  (5),  und  3,4  mit  6,1  bezw.  (2),  (3)  mit  (5),  (6).  Dazn  gesellen  sich  aber 
im  ersten  Falle  2,  3  mit  5,  6,  im  zweiten  Falle  (3),  (4)  mit  (6),  (1), 

Ei'kl.  204.  Die  vorliegenden  Sätze  23c  und  24c  unterscheiden  sich  insofern  wesentlich  von 
den  übrigen  Sätzen  23  bis  23 d  und  24  bis  24 d,  dass  hier  vier  Elemente  in  vereinigter  Lage 
sich  befinden,  während  dies  in  den  übrigen  Fällen  nur  von  dreien  nachgewiesen  ist.  Ist  es 
schon  eine  Merkwürdigkeit,  wenn  drei  Elemente  kein  Dreieck  bilden,  sondern  vereinigt  liegen, 
so  ist  es  eine  weit  höhere  Stufe  der  Besonderheit,  wenn  vier  Elemente  nicht  ein  Viereck 
bilden,  sondern  vereinigt  liegen.  —  Aber  damit  nicht  genug  wird  sich  an  die  Sätze  23c  und 
24  c  sogar  eine  ganz  neue  Theorie  anschliessen,  indem  mit  diesen  jetzt  schon  vorhandenen  vier 
vereinigt  liegenden  Elementen  noch  weitere  zwei  bis  vier  Elemente  vereinigt  liegen ;  dies  führt 
dann  zur  Lehre  von  der  Polarität  bezw.  Eeciprocität  (erster  Abschnitt  des  folgenden  III.  Teiles 
dieses  Lehrbuches). 


Figur  69  a. 


Figur  69  b. 


6,i{M 


6,6  [S] 


Frage  61.     Welche  Ainveiidung-  gestatten  die  beiderlei  Sätze  von  Biian- 
chon  und  Pascal  fürs  Viereck  auf  die  Konstruktion  von  Kurvenelementen? 

Antwort. 


1.  Für  die  Auffindung  der  Berüh- 
rungspunkte 1>2  in  Figur  67a  oder  67b 
bezw.  der  Tangente  PxP.^  in  Figur  67b 
kann  man  die  Konstruktion  der  Zwischen- 
elemente Ni  >s'^,  i^^  unterlassen  und  die  vier  in 
Betracht  kommenden  Tangenten  als  Sei- 
ten d  e  s  Vi  e r  s  e i  t s  auffassen ,  davon  aber 
diejenigen  doppelt  zählen,  auf  welchen 
die  Berührungspunkte  auftreten. 
Wird  einer  der  letzteren  gesucht,  so 
beziffert  man  seine  Tangente  mit  6,  1, 
die  andern  in  beliebiger  Reihenfolge  mit 
2  bis  5,  nur  diejenige  mit  zwei  benach- 
barten Zift"ern,  auf  der  noch  ein  Be- 
rührungspunkt gegeben  ist.  Dann  liefern 
wieder  (1,2)  und  (4,  5),  (2,  3)  und  (5,  6) 
den  Punkt  R  des  Brianchon,  und  dessen 
Verbindungsgerade  mit  (3,  4)  geht  durch 
den  Berührungspunkt  (6,  1).  —  Wird 
eine  beliebige  neue  Tangente  gesucht, 
so  beziffert  man  diese  vorläufig  mit  1, 
die  andern  mit  2  bis  6  in  der  Art,  dass 
die  von  1  im  gegebenen  Punkte  ge- 
schnittene die  Ziffer  2,  und  jede  samt 
Berührungspunkt  gegebene  Tangente 
zwei  benachbarte  Ziffern  erhält.  Wieder 


1.  Für  die  Auffindung  der  Tangente 
d.y  in  Figur  68a  oder  68b  bezw.  der 
Kurvenpunkte  P  in  Fig.  68  b  kann  man 
die  Konstruktion  der  Zwischenelemeute 
ti  ^2*^0  unterlassen  und  die  vier  in  Betracht 
kommenden  Kurvenpunkte  als  Ecken 
des  Vierecks  auffassen,  davon  aber  die- 
jenigen doppelt  zählen,  in  welchen  die 
Tangenten  auftreten.  Wii^d  eine  der 
letzteren  gesucht,  so  beziffert  man 
ihren  Kurvenpunkt  mit  VI,  I,  die 
andern  in  beliebiger  EeiJienfolge  mit  II 
bis  V,  nur  denjenigen  mit  zwei  benach- 
barten Ziffern,  in  welchem  noch  die  Tan- 
gente gegeben  ist.  Dann  liefern  wieder 
I,  II  und  IV,  V;  11,111  und  V,  VI  die 
Gerade  /■  des  Pascal,  und  deren  Schnitt- 
punkt mit  III,  IV  liegt  auf  der  Tangente 
VI,  I.  —  Wird  ein  beliebiger  neuer 
Kurvenpunkt  gesucht,  so  beziffert  man 
diesen  vorläufig  mit  I,  die  andern  mit 
II  bis  VI  in  der  Art,  dass  der  mit  I 
durch  die  gegebene  Gerade  verbundene 
die  Ziffer  II,  und  jeder  samt  Tangente  ge- 
gebene Kurvenpunkt  zwei  benachbarte 
Ziffern  erhält.    \\'ieder  entsteht  r  durch 
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Figur  70  a. 
n(ji) 


Figur  70  b. 


entsteht  B  diircli  (1,  2j  (4,  5)  und  (2,  3) 
(5,  6);  und  die  Verbindungsgerade  von 
B  mit  (3,  4)  liefert  (6,  1),  d.  h.  denjeni- 
gen Punkt  auf  6,  durch  weichen  1  hin- 
durchgeht. 

2.  Vermittelst  der  Sätze  von  Briau- 
chon fürs  Vierseit  findet  man  also: 

a)  den  Berührungspunkt  auf  einer 
beliebigen  von  vier  gegebenen  Tan- 
genten einer  Kurve,  wenn  auf  einer 
derselben  der  Berührungspunkt  ge- 
geben ist, 

ß)  die  zweite  Tangente  an  die 
Kurve  durch  einen  beliebigen  Punkt 
ausserhalb  der  Kurve,  wenn  die  erste 
Tangente  durch  diesen  Punkt  und  zwei 
weitere  Tangenten,  sowie  auf  zweien 
von  den  drei  Tangenten  die  Berüh- 
rungspunkte gegeben  sind. 


LH;  IV,  V  und  11,111:  V,VI;  und  der 
Schnittpunkt  von  r  mit  lll,  IV  liefert 
VI,I,  d.  h.  diejenige  Gerade  durch  VI, 
auf  welcher  I  liegt. 

2.  Vermittelst  der  Sätze  von  Pascal 
fürs  Viereck  findet  man  also: 

a)  die  Tangente  in  einem  beliebigen 
von  vier  gegebenen  Punkten  einer 
Kurve,  wenn  durch  einen  derselben  die 
Tangente  gegeben  ist. 

ß)  den  zweiten  Schnittpunkt  mit 
der  Kurve  auf  einer  beliebigen 
Schnittgeraden,  wenn  der  erste 
Schnittpunkt  auf  dieser  Geraden  und 
zwei  weitere  Kurvenpunkte,  sowie 
durch  zwei  von  diesen  drei  Kurven- 
punkten die  Tangenten  gegeben  sind. 


Erkl.  205.  Auch  für  ohenstehende  Ueberlegung  gelten  —  mit  den  entsprechenden  Ab- 
änderungen —  die  Erkl.  196  und  197.  —  In  der  Anwendung  auf  die  Konstruktion  erweisen 
sich  die  Sätze  23  b  und  23  c  bezw.  24  b  und  24  c  als  völlig  gleichwertig  —  solange  man  sie 
durch  Bezifferung  von  1  bis  6  auf  die  Sechsecksätze  zurückführt.  Würde  man  das  nicht  thuu. 
so  könnten  zwar  beide  Sätze  b  und  c  die  Auffindung  einer  fünften  Tangente  bezw.  eines  fünften 
Kiirvenpunktes  leisten;  die  Auffindung  eines  Berührungselementes  aber  wäre  mittels  der 
Sätze  23b,  24b  ntir  auf  benachbarten,  mittels  23c,  24c  nur  auf  gegenüberliegenden 
Viereckselementen  möglich.  Jedoch  auch  dieser  Umstand  verliert  seine  Beschränkung,  da  aus 
vier  Tangenten  bezw.  vier  Kurveupunkten  je  dreierlei  einfache  Vierecke  gebildet  werden  können, 
darunter  stets  ein  solches,  in  welchem  zwei  beliebige  Elemente  je  nach  Wahl  zu  gegenüber- 
liegenden oder  zu  benachbarten  Elementen  des  einfachen  Vierecks  gemacht  werden  liönnen. 

Erkl.  200.  In  Figur  69  a  und  70  a  ist  die  Auffindung  desselben  Berührungsclement  es 
doppelt  dargestellt,  nämlich  nach  dem  wichtigeren  Satz  23c,  24c  durch  Ziffern  ohne  Klammer, 
und  nach  dem  minder  folgenreichen  Satz  23b,  24b  durch  Ziifern  in  Klammer.  Beidemale  ist 
6,  1  bezw.  VI,  I  das  gesuchte  Berührungsolement.  —  Angedeutet  ist  in  der  Figur  auch  das 
vierte  Element,  welches  im  ersteren  Falle  mit  den  drei  vorhergehenden  vereinigt  liegt:  in 
Figur  69a  geht  die  Verbindungsgerade  der  Berührungspunkte  auf  der  links  und  rechts  be- 
rührenden Tangente  ebenfalls  durch  Punkt  Ii\  in  Figur  70a  liegt  der  Sclinittpunkt  der  oben 
und  unten  berührenden  Tangenten  ebenfalls  auf  der  Geraden  r.  —  Gleiche  Andeutung  befindet 
sich  in  Figur  69b  bezw.  701),  wofür  die  doppelte  Bezifferung  bereits  in  Erkl.  203  erklärt  wurde. 
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Figur  71. 


Fisur  72. 


Frage  62.    Welche  Folgerungen  ergeben  die  bisherigen  Sätze  von  Brianchon 
und  Pascal  fürs  Drei  seit  bezw.  Dreieck? 


Antwort. 


1.  Lässt  man  in  der  Figur  für  das 
Vierseit  mit  benachbarten  Doppel- 
elementen (Figur  67a  bezw.  Figur  69a 
mit  der  eingeklammerten  Bezifferung) 
auch  noch  die  Taugenten  a  und  c  bezw. 
2  und  3  durch  Verschiebung  der  erstem 
längs  der  Kurve  zusammenrücken,  so 
verbleibt  nur  mehr  ein  der  Kurve  um- 
geschriebenes Dreiseit  mit  drei 
doppelt  zu  zählenden  Tangenten  1,  2; 
3,4;  5,  6.  Und  die  in  jeder  Lage  durch 
einen  Punkt  gehenden  Verbindungsgera- 
den der  Gegenecken  (1,2)  und  (4,5), 
(2,  3)  und  (5,  6),  (3,4)  und  (6, 1)  werden 
zu  Verbindungsgeraden  jeder  Ecke  mit 
dem  Berührungspunkt  der  Gegenseite. 

2.  Um  dasselbe  Ergebnis  ohne  den 
Grenzübergang  zu  erhalten,  kann  man 
ausgehen  von  Figur  67  a  (Seite  102). 
Dort  sind  t^  t^  zwei  projektivisch  ver- 
wandte Punktreihen;  und  ebensolche 
Punktreihen  entstehen  nach  Satz  16 
auch  auf  zwei  beliebigen  Tangenten 
als  neuen  Trägern.  Wählt  man  in 
Figur  71  als  solche  die  bisherige  Ge- 
rade t^  und  die  Tangente  CyC^  als  t.^, 
so  sind  schon  vorhanden  als  zugeordnete 
Punkte  auf  ^  und  ^3  die  Schnittpunkte  A^ 
u.  ^^3  mit  der  vorherigen  Tangente  Ä^  A.^, 
die  Schnittpunkte  D^  und  -D3  mit  dem 
vorherigen  Träger  t.^,  sowie  die  Punkte 
£"1  und  E^,  indem  der  Berührungspunkt  A\ 
auf  i^i  der  zugeordnete  Punkt  zum  Schnitt- 
punkt der  Träger  t-^  t^  sein  muss.  Wählt 
man  nun  als  Projektionsscheitel  S^  für  t^ 
den  Berührungspunkt  /)._>  auf  dem  vor- 


1.  Lässt  man  in  der  Figur  für  das 
Viereck  mit  benachbarten  Doppel- 
elementen (Figur  68a  bezw.  Figur  70a 
mit  der  eingeklammerten  Bezifferung) 
auch  noch  die  Kurven  punkte  A  und  C 
bezw.  II  und  III  durch  Verschiebung 
des  erstem  längs  der  Kurve  zusammen- 
rücken, so  verbleibt  nur  mehr  ein  der 
Kurve  eingeschriebenes  Dreieck  mit 
drei  doppelt  zählenden  Eckpunkten  I,  II; 
III,  IV ;  V,  VL  Und  die  in  jeder  Lage 
auf  einer  Geraden  liegenden  Schnitt- 
punkte der  Gegenseiten  I,  II  und  IV,  V; 
II,  III  und  V,VI;  III,  IV  und  VI,  I  wer- 
den zu  Schnittpunkten  jeder  Seite  mit 
der  Tangente  in  der  Gegenecke. 

2.  Um  dasselbe  Ergebnis  ohne  den 
Grenzübergang  zu  erhalten,  kann  man 
ausgehen  von  Figur  68  a  (Seite  102). 
Dort  sind  »s\  und  /S'^  zwei  projektivisch 
verwandte  Strahlenbüschel;  und  eben- 
solche Strahlenbüschel  entstehen  nach 
Satz  16a  auch  in  zwei  beliebigen 
Kurvenpunkten  als  neuen  Scheiteln. 
Wählt  man  in  Figur  72  als  solche  den 
bisherigen  Scheitel  S^  und  den  Kurven- 
punkt C{c^c^  als  ^'3,  so  sind  schon  vor- 
handen als  zugeordnete  Strahlen  in  S^ 
und  /S'g  die  Verbindungsgeraden  a^  und  a^ 
mit  dem  vorigen  Kurven  punkte  A,  die  Ver- 
bindungsgeraden d^  u.  ^3  mit  dem  vorheri- 
gen Scheitel  aS«,  sowie  die  Geraden  e^  u.  e^, 
indem  die  Tangente  e^  durch  S^  der  zu- 
geordnete Strahl  zum  Verbindungsstrahl 
der  Scheitel  *s\  N3  sein  muss.  Wählt  man 
nun  als  schneidenden  Träger  t^  für  8\ 
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herigen  Träger  t.,,  als  ,s'3  für  t.^  den  die  Tangente  d.,  im  vorherigen  Scheitel 
Schnittpunkt  Di  der  beiden  vorherigen  S.,,  als  t.^  für  >'.,  den  Verbindungsstrahl 
Träger  tj,,  so  müssen  die  Büschel  6'i  d[  der  beiden  vorherigen  Scheitel  .S'i.^^^j 
und  -S'o  ebenfalls  projektivisch  sein;  so  müssen  die  Punktreihen  ti  und  t^ 
und  zwar  müssen  sie,  weil  die  Strahlen  ebenfalls  projektivisch  sein;  und  zwar 
>'iZ)i  und  S'gDg  zusammenfallen,  sich  in  müssen  sie,  weil  die  Punkte  itid^)  und 
perspektivischer  Lage  befinden.  Die  (^3 cZg)  zusammenfallen,  sich  in  perspek- 
Perspekti\-itätsachse  t,^  -«Ird  geliefert  tivischer  Lage  befinden.  Der  Pro- 
durch  die  Schnittpunkte  der  Strahlen  jektionsscheitel  .S„  wird  geliefert  durch  die 
SiAi,  S^A.^  und  SiEi,  S^E^,  sie  ist  also  Verbindungsgeraden  der  Schnittpunkte 
dieselbe  Gerade  f^,  die  vorher  zur  Ver-  (t^ci^),  (t.^a^)  und  (t^e^),  {t^e.^,  er  ist  also 
mittlung  der  Eeihen  t^  und  t.^  gedient  derselbe  Punkt  .s'o,  der  vorher  zur  Ver- 
hatte. —  Xun  ist  der  Berührungspunkt  mittlung  der  Büschel  Ni  und  S.^  gedient 
auf  t.^^  der  entsprechende  Punkt  C^  zum  hatte.  —  Nun  ist  die  Tangente  in  S.^ 
Schnittpunkt  C|  der  Träger  t^fy  Um  der  entsprechende  Strahl  c^  zum  Ver- 
ihn  zu  finden,  zieht  man  .SiCi,  schneidet  bindungsstrahl '1  der  Scheitel  SiS.y  Um 
diese  G-erade  mit  t,,  und  verbindet  den  sie  zu  finden,  schneidet  man  /i  mit  Ci, 
Schnittpunkt  E^^  mit  S^:  der  Schnitt-  verbindet  den  Schnittpunkt  mit  -S^j  und 
punkt  von  ^^E^^  mit  t^  ist  C^  Und  nun  schneidet  die  Verbindungsgerade  f^,  mit 
gehen  wieder  im  umgeschriebenen  Drei-  t^\  die  Verbindungsgerade  von  if-^ej  mit 
eck  S^CiD^  durch  einen  Punkt  E^^  .S'^  ist  c.^:  Und  nun  liegen -«ieder  im  ein- 
die  drei  Verbindungsgeraden  der  Be-  geschriebenen  Dreieck  t,Cid._^  auf  einer 
rührungspunkte  C,^EiSi  mit  den  gegen-  Geraden  die  drei  Schnittpunkte  der 
überliegenden  Eckpunkten  S„D^Ci.  Tangenten  Cr^eiti  mit  den  gegenüber- 
liegenden Seiten  f^d^ci. 

3.  Man  erhält  also  den  letzten  Satz:        .3.  Man  erhält  also  den  letzten  Satz: 

Satz  23  d.  (Satz  von  Brianchon  fürs  Satz  24  d.  (Satz  von  Pascal  füi's 
Dreiseit.)  In  jedem  einer  Kurve  Dreieck.)  In  jedem  einer  Kurve 
zweiter  Klasse  umgeschriebe-  zweiter  Ordnung  eingeschriebe- 
nen Dreiseit  gehen  die  Verbin-  nen  Dreieck  liegen  die  Schnitt- 
dungsgeraden der  Eckpunkte  punkte  der  Seiten  mit  den  Tan- 
mit  den  Berührungspunkten  auf  genten  in  den  Gegenecken  auf 
den  Gegenseiten  durch  einen  einer  Geraden. 
Punkt. 

Erkl.  207.  Wenn  man  in  den  Vierecken  mit  gegenüberliegenden  Doppelelementen  (Figur  67  b, 
68b,  69b  und  70b:  69a  und  70a  mit  der  Bezifferung  ohne  Klammer)  noch  ein  Element  mit 
einem  andern  zusammenfallen  lässt,  so  entsteht  keinerlei  neue  Beziehung,  indem  von  vornherein 
drei  Punkte  mit  eiuem  vierten  verbunden  bezw.  drei  Gerade  mit  derselben  vierten  geschnitten 
werden,  so  dass  nun  selbst  die  drei  Elemente  vereinigt  liegen  müssen.  Daher  können  die 
Sätze  23  d.  24 d  nicht  aus  23  c,  24c,  sondern  nur  aus  23  b  und  24b  abgeleitet  werden. 

Erkl.  208.  Dass  für  den  direkten  Beweis  der  Sätze  23  d,  24  d  eine  neue  Betrachtungsweise 
aufgestellt  werden  muss,  rührt  daher,  dass  die  bis  dahin  verwendeten  Verschiedenheiten  der 
KonstruktioDsarten  aufgebraucht  sind.  Die  vermittelnden  Elemente  .'5',  S'..,  r^,  bezw.  tyt.,S„  haben 
alle  möglichen  Lagen  durchgen^acht,  welche  sie  auf  Grund  der  gegebenen  Elemente  bei  festen 
Grundgebilden  einnehmen  können,  folglich  muss  der  neue  Beweis  durch  Wechsel  der  Grnnd- 
gebilde  geliefert  werden. 

Erkl.  209.  Eine  ähnliche  Betrachtung,  wie  die  obenstehende,  ist  schon  gemacht  worden  in 
Erkl.  165  durch  Uebergang  von  der  Figur  29  auf  Figur  53.  Um  die  metrischen  Eigenschaften 
der  Asymptoten  zusammen  zu  erhalten,  ist  dort  eine  Art  Vorausnahme  des  obenstehenden  ein- 
getreten und  durch  den  Grenzübergang  an  Figur  53b  erwiesen  worden.  Nunmehr  ist  gezeigt, 
dass  jene  Beziehiing  allgemeine  Geltung  besitzt,  uud  man  kann  daher  auf  Grund  der  Figur  5::ib 
bezAv.  der  Vierecke  XYCA,  YZAB.'ZXBC  in  Figur  73  die  iu  Erkl.  126  gegebene  Andeu- 
tung in  Gestalt  der  allgemeinen  Sätze  aufstellen: 
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Satz.  In  jedem  einer  Kurve  umgeschrie- 
benen Dreiseit  entsteht  zu  den  zwei  Eck- 
punkten und  dem  Berührungspunkt  auf  einer 
Tangente  der  vierte  harmonische  Punkt  durch 
den  Schnittpunkt  mit  der  Verbindungs- 
geraden der  Berührungspunkte  der  beiden 
andern  Tangenten. 


Und  dualistisch: 

Satz.  In  jedem  einer  Kurve  eingeschrie- 
benen Dreieck  entsteht  zu  den  zwei  Seiten 
und  der  Tangeute  in  einem  Eckpunkt  der 
vierte  harmonische  Strahl  durch  die  Ver- 
bindungsgerade mit  dem  Schnittpunkt  der 
Tangenten  in  den  beiden  andern  Eckpunkten. 


Figur  73. 


Figur  74. 


Figur  75. 


Frage  63.  Welche  Anwendung  gestatten  die  Sätze  von  Brianclion  und 
Pascal  fürs  Dreieck  auf  die  Konstruktion  von  lüirvenelementen? 

Antwort. 

1.  Für  die  Auffindung  des  Berüliruugs-  1.  Für  die  Auffindung  der  Tangente 
Punktes  Cy  in  Fig.  71  kann  man  die  Kon-  c^  in  Figur  72  kann  man  die  Kon- 
struktion der  Zwischenelemente  S^S^f^  struktion  der  Zwisclienelemente  tit.SQ 
unterlassen  und  die  drei  in  Betracht  unterlassen  und  die  drei  in  Betracht 
kommenden  Tangenten  als  Seiten  des  kommenden  Kurvenpunkte  als  Ecken 
Dreiecks  auffassen,  wobei  jede  dop-  des  Dreiecks  auffassen,  wobei  jede 
pelt  gezählt  wird,  und  zwar  diejenige  doppelt  gezählt  wird,  und  zwar  die- 
mit  6,1,  auf  welcher  der  Berührungs-  jenige  mit  VI ,  I ,  in  welcher  die  Tau- 
punkt gesucht  wird.  Dann  liefern  (1,2)  gente  gesucht  wird.  Dann  liefern  I,  II 
und  (4,5),  (2,3)  und  (5,6)  den  Punkt  und  IV,  V;  II,  III  und  V,  VI  die  Ge- 
JS  des  Brianclion,  und  dessen  Verbindungs-  rade  r  des  Pascal,  und  deren  Schnitt- 
gerade mit  (3, 4)  geht  durch  den  Be-  punkt  mit  III,  IV  liegt  auf  der  Tan- 
rührungspunkt  (6,1).  gente  V1,I. 

2.  Vermittelst  des  Satzes  von  Brian-  2.  Vermittelst  des  Satzes  von  Pascal 
chon  fürs  Dreiseit  findet  man  also:  fürs  Dreieck  findet  man  also: 
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den  Berührungspunkt  auf  einer  die  Tangente  in  einem  beliebigen 

beliebigen  von  drei  gegebenen  Tan-  von    drei     gegebenen    Punkten 

genten  einer  Kurve,  wenn  auf  den  einer  Kurve,  wenn  in  den  beiden 

beiden  andern  der  Berühr ungs-  andern  die  Tangente  gegeben  ist. 
punkt  gegeben  ist. 

Erkl,  210.  Die  Anwendung  der  obenstebenden  Vorscbrift  ist  eine  so  einfache,  dass  eine 
Wiedergabe  an  einer  Figur  mit  der  Bezifferung  entbehrlich  erscheint.  Dagegen  ist  in  den  Figuren 
73  bis  75  die  Gültigkeit  beider  dualistisch  gegenüberstehenden  Sätze  je  an  derselben  Fignr 
gezeigt:  ABC  ist  jeweils  das  eingeschriebene  Dreieck  und  hat  die  Pascalsche  Gerade  XYZ 
bezw.  r;  GHI  ist  das  umgeschriebene  Dreieck  und  hat  den  Punkt  des  Brianchon  P  bezw.  /.'. 

Erkl.  211.  Da  für  die  Sätze  23  d.  24  d  stets  drei  Tangenten  nebst  ihren  Berührungspunkten 
bezw.  drei  Kurvenpunkte  nebst  ihren  Tangenten  auftreten,  so  muss  für  die  E)arstellung  beider 
Sätze  ganz  die  gleiche  Gruppe  von  Kurvenelementen  gezeichnet  werden.  Iiies  geschieht  in 
Figur  73  am  Kreis  mit  einem  umgeschriebenen  Tangentendreiseit  und  eingeschriebenen 
Dreieck  (Punkt  P  innerhalb,  Gerade  /•  ausserhalb  der  Kurve);  in  Figur  74  an  einem  Kurven- 
bogen, der  ebensowohl  einer  Ellipse  als  Parabel  oder  Hyperbel  angehören  mag.  mit  einem 
angeschriebenen  Tangentendreiseit  und  eingeschriebenen  Dreieck;  in  Figur  75  an  einer  Hy- 
perbel wieder  mit  angeschriebenem  Tangentendreiseit,  und  mit  eingeschriebenem  Dreieck 
mit  Eckpunkten  auf  getrennten  Aesten.  .Jedesmal  liegt  die  Gerade  r  ausserhalb  der  Kurve, 
und  das  muss  sein,  da  ja  Taugeutensehnittpunkte  nie  im  Innern  einer  Kurve  vorhanden  sein 
können.  Und  jedesmal  liegt  Punkt  R  innerhalb  der  Kurve;  dass  dies  mit  Notwendigkeit 
aus  dem  vorigen  folgt,  kann  mit  dem  Satze  in  Erkl.  209  (rechts)  oder  einfacher  später  mit 
Hilfe  von  Pol  und  Polare  gezeigt  werden. 

Erkl.  212.  Die  Rückführung  aller  Sätze  23  bis  23 d,  24  bis  24d  auf  die  Sechsecksätze  behufs 
Konstruktion  der  neuen  Kurvenelemente  ermöglicht  diese  Konstruktionen  ausztiführen ,  ohne 
jedesmal  zu  berücksichtigen,  welcher  der  Sätze  gerade  zur  Anwendung  gelangt.  Die  andere 
Art,  wo  die  Sätze  stets  einzeln  namhaft  gemacht  werden  müssen,  ist  natürlich  auch  anwend- 
bar, erfordert  aber  stets  eingehendere  Feststellung  der  Vieleckselejnente. 


Aufgaben-Sammlung, 

I.  Aufgaben  über  die  harmonischen  Gebilde. 

(Zu  Abschnitt  1.) 

Aufgabe  1.     Man  soll  in  den  Figuren  76 
und  77  einige  ausser  ab  cd  vorhandenen  voll- 
ständigen Vierseite  nebst  ihren  liarmonischen  Auflösung.  Das  vollständige  Vierseit  ab  cd 
Punktgruppen  aufstellen.  ,lgj.  Y\g, 77  hat  die  sieben  Geraden  abcdef;/. 

Diese  können  aitf  verschiedene  Art  zu  voll- 

Erkl.  213.     In  nebenstehender  Aufzählung  ständigen  Vierseiten  zusammengefasst  werden, 

werden  nur  die  Seiten  abcdef  verwendet,  und  ausser  ab  cd  selbst.     Man  hat  nämlich: 

bei   der   Schreibung  der  harmonischen  Punkte  Vollständiges  Vierseit  «6.^/ mit  Xebeu- 

sind  leweils  die   beiden  ersten  und  die  beiden  .  '■'    '""■='•""    &                             n     1  * 

letzten   zusammengehörige   Paare;    die   beiden  selten  c,  d,  ,  und  harmonischen  Punkten: 

Paare  getrennt  durch  Strichpunkt,    die  beiden  auf  c)  F,C\D,{ci),    auf  d)  E,  A\  D,{di), 

Punkte    eines  Paares   durch  Komma.     Wo   die  auf  i)  ü/, -ß;  (cO,  (''')• 

Figur   für  die  Schnittpunkte   keine  besondere  2    Vollständiges  Vierseit  öce/"  mit  Neben- 

Bezeichnung  enthält     sind  die  Punkte  nur  als  g^-^^^  ^  ^7  ,^  ^n^  harmonischen  Punkten: 

bchnittpunkte  der  beiden  Nebenseiten  angeführt,  ^^^^r,ri^         ci^   r.    t     r<,j  \ 

z.  B.  (c/)  als  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  c  auf  b)  C  B-,  E,  (b„)     auf  d)  D.A;E,  (rf«) 

und  /.  —  Auch  treten  einige  Schnittpunkte  auf,  •'-'^er  C.  B;  E,  J,           oder  V,  A;  E,  L, 

welche  in  der  Figur   erst  durch  Verlängerung  auf  n)  F,G;(iib),(nd) 

der  Seiten  erhalten  werden:  so  (bl),  (ch),  (dh).  oder  F,  G;  J,  L. 
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Fiffur  76.  Figur  77. 


Vollständiges  Viereck. 

4  Ecken:  A,  B,  C,  D. 
6  Seiten:  o,  fc,  c,  d,  e,  f. 
3  Xebenecken:  E,  F,  G. 
3  Verbindungsgeraden  dieser  Xeben- 
ecken: ff,  m,  n. 
■  ■X-—   6  Schnittpunkte  der  Seiten  mit  letz- 
teren: H,  J,  E,  L,  M,  N. 


C 


•5?- 


Vollständiges  Vierseit. 

4  Seiten:  a,  h,  c,  <1. 

6  Ecken:  A,  B,  C,  D,  E.  F. 

8  Nebenseiten:  e,  f,  g. 

3  Scbnittpunkte    dieser  Xebenseiten : 

G,  M,  y. 

6  Verbindungsgeraden  der  Ecken  mit 
letzteren:    h,  i,  Je,  l,  m,  n. 


Erkl.  214.  Jede  der  vier  Hauptseiten  des  Vier- 
seits  ah  cd.  Fig.  77,  tritt  im  nebenstehenden  drei- 
mal als  Nebenseite  mit  je  andern  vier  harmoni- 
schen Punkten  auf.  Dabei  tritt  jede  der  drei 
auf  einer  Seite  enthaltenen  Ecken  des  Vierseits 
einmal  als  trennender  Punkt  der  beiden  andern 
auf,  mit  einem  zugeordneten  vierten  Punkt, 
nämlich  in  folgenden  Anordnungen : 

auf  a)  • 

A.B;  F.(a»>)  —  A,F:  B,{al)  —  B.F:  A,(aJcl 

auf  bl 
B,  C;  E.  (b>i)   —  B.  E:  C,  (bh)  —  C.  E:  B.  (hl), 

auf  c) 
C,D;F,  {cm)  —  C,  F;  D,  (ci)  —  D,  F;  C.  (ch), 

auf  d) 
A,D;  E,  {(hl)  —  A,  E;  D,  (di)  —  D.  E\  A.  {dk). 


3.  Vollständiges  Vierseit  adfg  mit  Xeben- 
seiten b,  c,  h  und  hannomschen  Punkten: 

auf  b)  E.B;  C.  (hh),     auf  c)  D,  F;  C,  (ch), 
auf  h)  A,N;  (bh),  (ch). 

4.  Vollständiges  Vierseit  hcfg  mit  Neben- 
seiten a,  d,  k  und  harmonischen  Punkten: 

auf  a)  F,B;  A,  (ak),     auf  d)  D,  E:  A,  (dk) 
auf  k)  C,  N;  (ak),  {dk). 

5.  Vollständiges  Vierseit  bdef  mit  Xeben- 
seiten a,  c,  m  und  harmonischen  Punkten: 

auf  a)  A,  B;  F,  {am)     auf  c)  D.  C;  F,  (cm) 

oder  A,B;F,  H,  oder  D,  C;  F,  K, 

aufm)  E,  G;  (am),  {cm) 

oder  E,G;  H.K. 

6.  Vollständiges  Vierseit  cdeg  mit  Xeben- 
seiten a,  b,  I  und  harmonischen  Punkten: 

auf  a)  A.  F:  B,  {aJ),     auf  b)  C.  E;  B,  (bf)- 
auf  1)  D,M;  (al),  (hl). 


Aufgabe  2.    Man  soll  noch  weitere  Vier- 
seite der  Figuren  76  und  77  aufstellen  nebst         Andeutung.   Je  vier  Geraden,  von  denen 
ihren  harmonischen  Punkten.  l^gi^e  ^^^i  ^^rch  denselben  Punkt  gehen,  sind 

zu  verwenden. 


Aufgabe  3.  Man  suche  in  den  Figuren  76 
und  7"  harmonische  Punktgruppen  der  Art, 
dasszu  demselben  ersten  Punktepaar  ver- 
schiedene zweite  Paare  zugeordnet  er- 
scheinen. 


Auflösung.  Die  in  der  gestellten  Auf- 
gabe verlangte  dreifache  Paarung  muss  durch 
sechs  Pimkte  erfüllt  werden.  Solche  Anzahl 
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Erkl.  215.  In  nebenstehender  Auflösung  ist 
aus  der  Fig.  77  als  Thatsache  der  Zeichnung 
aDgenommen,  dass  die  sechs  Geraden  h.i,  k.l,»i.  n 
zu  je  dreien  durch  einen  der  vier  Punkte  gehen 
(him),  (/Ä:«))  (^"^"Oi  <^i^")>  dass  sie  also  die 
sechs  Seiten  des  von  diesen  vier  Punkten  ge- 
bildeten vollständigen  Vierecks  bilden.  Der  Nach- 
weis, dass  diese  G-ruppiernng  notwendig  statt- 
finden muss,  könnte  zwar  auch  schon  mittels 
Satz  1  an  dieser  Stelle  geführt  werden:  er  er- 
gibt sich  aber  an  einer  späteren  Stelle  so  viel 
einfacher,  dass  man  den  Beweis  lieber  bis  dort- 
hin aufschiebt  und  hier  die  Thatsache  gelten 
lässt.  (Yergl.  die  dualistische  Tebertragung  des 
Satzes  der  Erkl.  20  in  Aufgabe  9,  sowie  Auf- 
gabe 10.) 

Erkl.  216.  Sechs  Punkte  von  der  Art.  dass 
zu  zweien  derselben  als  erstem  Paar  je  zwei 
von  den  übrigen  als  zweites  Paar  vier  harmo- 
nische Punkte  ergeben,  bilden  eine  ganz  be- 
merkenswerte Zusammenstellung.  Dieselbe  wird 
später  (siehe  den  nächsten  Band  dieses  Lehr- 
buches) zu  ganz  besonderen  Erörterungen  An- 
lasä  bieten.  Man  nennt  solche  Gruppen  von 
Punkten  (oder  Strahlen)  eine  Involution  oder 
eine  involutorische  Gruppe.  Zugleich  bildet  das 
Auftreten  dieser  Gruppen  hier  nur  einen  ganz 
speziellen  Fall  einer  allgemeinen  Eigenschaft  des 
vollständigen  Vierecks  und  Vierseits,  von  welcher 
an  der  genannten  späteren  Stelle  ebenfalls  zu 
handeln  sein  wird.     (Vergl.  Erkl.  27  zu  Fig.  7.) 


findet  sich  auf  den  Geraden  a  bis  d  der  Fi- 
guren 76  und  77:  jedoch  sind  nach  voriger 
Aufgabe  dort  die  Paare  jedesmal  vertauscht. 
Auf  den  Geraden  e,  f,  f/  zeigt  die  Figur  über- 
haupt nur  vier  Schnittpunkte,  also  müssen 
die  Geraden  h  bis  «  geprüft  werden. 

In  der  That  hat  man  z.B.  auf  der  Geraden  » 
einmal  —  wie  schon  vorige  Aufgabe  zeigte  — 
wegen  des  Vierseits  acef  die  harmonischen 
Punkte  F,  G ;  (n  b),  (« (/)  und  ferner  wegen  des 
Vierseits  h/kJ  mit  Nebenseiten  f/m?)  auf  der 
letzteren  auch  die  harmonische  Gruppe  F,  G ; 
(nik),  (nJiT).  Also  bestehen  zu  demselben 
ersten  Piinktpaare  F  und  G  die  zweierlei 
zweiten  Paare  {nh),  {>id)  und  (nik),  {nhl). 
—  Dieselbe  Erscheinung  zeigt  sich  auf  jeder 
der  sechs  Geraden  h  bis  n,  nämlich: 

auf  h) 
zu  Ä,N  die  Paare  {hb),{hc)  und  (Jihn).  (Iil»). 

auf  i) 
zu  B,  M  die  Paare  (/c),  (id)  und  (imh).  {ink\ 

auf  k) 
zu  C,  A' die  Paare  (ka),(kd)  und  {kiii),(kh>n, 

auf  1) 
zu  Z>,  3/die  Paare  (?«).  (?6)  und  {Ih >>),{! km), 

auf  m) 
zu  E,  G  die  Paare  (»la),  (mc)  und  (mhi),  (mkl). 


Aufgabe  4.  Man  soll  die  Definition  har- 
monischer Strahlen  in  dualistischer  Weise 
zu  jener  der  harmonischen  Punkte  durch- 
führen. 


Erkl.  217.  Bezieht  man  die  erste  bezw. 
zweite  Definition  auf  das  (einfache  bezw. 
vollständige)  Vierseit  ab  cd  der  Figuren  76  u.77. 
so  sind  vier  harmonische  Strahlen: 

1.  fenm  durch  G,  denn 

auf  /  liegen  die  Gegenecken  (ah)  und  (cd), 
auf  e  liegen  die  Gegenecken  (bc)  und  (da), 
auf  n  und  »«  liegt  je  eine  der  (übrigen  Seiten- 
schnittpunkte) Gegenecken  (ac)  und  (bd). 

2.  egil  durch  3/,  denn 

auf  e  liegen  die  Gegenecken  A  und  C. 
auf  g  liegen  die  Gegenecken  E  und  F. 
auf  i  und  l  liegt  je  eine  der  Gegenecken  B 
und  D. 

3.  gfhk  durch  N,  denn 

auf  g  liegen  die  Gegenecken  E  und  F. 
auf  f  liegen  die  Gegenecken  B  und  Z>, 
auf  h  und  k  liegt  je  eine  der  Gegeuecken  A 
und  C. 

Durch  Auswahl  anderer  Vierseite  erhält  man 
auch  wieder  andere  Gntppen  von  je  vier  har- 
monischen Strahlen. 


Auflösung.  Durch  dualistische  üeber- 
tragung  der  Antworten  2  u.  ff.  dieses  Lehr- 
buches erhält  man  folgende  Aussagen: 

Unter  vier  harmonischen  Strahlen 
versteht  man  vier  Strahlen  eines  Punktes, 
welche  zu  einem  einfachen  Vierseit  solche 
Lage  haben,  dass  auf  dem  ersten  imd  dritten 
je  zwei  Gegenecken,  auf  dem  zweiten  und 
vierten  die  beiden  übrigen  Schnittpunkte 
der  Seiten  liegen.  —  Bezieht  man  dieselbe 
Ausdrucksweise  auf  ein  vollständiges 
Vierseit,  so  bleiben  die  beiden  ersten  Paare 
von  Gegenecken  bestehen,  und  die  übrigen 
Schnittpunkte  der  Seiten  werden  zum  letzten 
Paare  derselben,  so  dass  folgende  Fassung 
entsteht : 

Unter  vier  harmonischen  Strahlen 
versteht  man  vier  Strahlen  eines  Punktes, 
welche  zu  einem  vollständigen  Vierseit 
solche  Lage  haben,  dass  auf  dem  ersten  und 
drittenje  zweiGegenecken,  auf  dem  zweiten 
und  vieiten  die  beiden  übrigen  Gegen- 
ecken des  Vierseits  liegen.  —  Nun  ist  aber 
das  einfache  Vierseit  identisch  mit  dem  ein- 
fachen Viereck.    Und  wenn  man  aus  dessen 
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Erkl.  218.  Ebenso,  wie  in  Figur  3  (Seite  3) 
für  die  Definition  der  harmonischen  Punkte  die 
verschiedenen  Lagen  des  einfachen  Vierecks  zur 
Geraden  EFHK  dargestellt  sind,  könnte  man 
auch  aus  den  Figuren  76  und  77  die  Unter- 
scheidung für  die  harmonischen  Strahlen  ent- 
nehmen, je  nachdem  ihr  Scheitelpunkt,  wie  G 
im  Innern  oder  wie  E,  F  ausserhalb  der  ent- 
stehenden Vierecksfläche  ABCD,  gelegen  ist. 
Die  beiden  letzten  Fälle  sind  völlig  gleichartig 
und  dadurch  für  den  Anfänger  etwas  übersicht- 
licher, dass  nur  die  Halbstrahlen  der  Geraden 
(z.  B.  von  F  aus)  auftreten ,  während  beim 
Seheitel  G  jede  der  Geraden  nach  beiden  Seiten 
ausgezogen  erscheint.  Aber  gerade  der  letztere 
Fall  ist  der  bemerkenswertere,  der  auch  für 
spätere  Anwendungen  festgehalten  werden  muss. 


vier  Eckpunkten  ein  vollständige.?  Vier- 
eck bildet,  so  werden  die  zwei  übrigen  Seiten- 
schnittpunkte zu  zwei  Xebenecken;  und  der 
Schnittpunkt,  durch  welchen  die  vier  Geraden 
gehen,  wird  zur  diitten  Xebenecke.  Dadurch 
erhält  man  folgende  xlusdrucksweise : 

Unter  vier  harmonischen  Strahlen 
versteht  man  die  in  jeder  X ebenecke  eines 
vollständigen  Vierecks  entstehende 
Strahlengruppe,  welche  gebildet  wird  von  den 
zwei  Seiten  des  Vierecks  und  den  Ver- 
bindungsgeraden der  beiden  andern 
Nebenecken  mit  der  ersten  Nebenecke. 


Aufgabe  5.    Man  soll  durch  Aufstellung 
verschiedener  Vierecke   in   den   Figuren   76 

und  77  neue  Gruppen  harmonischer  Strahlen        Andeutung,    ilan  verfahre  dualistisch  zu 
finden.  Aufgabe  1  und  2. 


Aufgabe  6.  Die  Uebereinstimmung  der 
Ergebnisse  der  beiden  Definitionen  harmoni- 
scher Strahlen  in  Antwort  auf  Frage  8  und 
Aufgabe  4  nachzuweisen. 


Erkl.  219.  Man  erkennt  aus  nebenstehen- 
der Auflösung,  dass  man  auch  zum  gleichen 
Ziele  gelangen  könnte,  indem  man  ursprünglich 
vier  harmonische  Geraden  nach  Aufgabe  4  de- 
finierte und  vier  harmonische  Punkte  ganz 
analog  der  Antwort  auf  Frage  8  als  Schnitt- 
punkte von  vier  harmonischen  Geraden  mit  einer 
beliebigen  Geraden  definierte.  —  Vor  der  un- 
mittelbar dualistischen  Definition  hätte  auch 
dieser  Gedankengang  den  Vorzug  der  Verein- 
fachung für  eine  Reihe  von  Beweisen,  die  man 
sonst  doppelt  führen  müsste  (vergl.  auch  Auf- 
gabe 15). 


Auflösung.  1.  Die  Definition  der  har- 
monischen Strahlen  mittels  des  Vierecks  in 
Aufgabe  4  stimmt  überein  mit  der  Definition 
aus  vier  harmonischen  Punkten  in  Antwort 
auf  Frage  8 ,  denn  auch  bei  dieser  neuen 
Konstruktionsweise  entstehen  MEXF  oder 
E HG K oder  FJGL  als  harmonische  Punkte 
nach  früherer  Definition,  und  die  nach  Auf- 
gabe 4  entstehenden  Strahlen  emfn  oder 
ganc  oder  f/bmd  sind  dabei  nichts  anderes 
als  die  Verbindungsstrahlen  derScheitel(r 
oder  F  oder  E  mit  jenen  Punkten. 

2.  Und  wird  umgekehrt  nach  Antwort  auf 
Frage  8  ein  beliebiger  Punkt  G  mit  vier 
harmonischen  Pimkten  ME XF  verhimäen,  so 
erzeugt  die  Hinzunahme  eines  beliebigen 
Strahles  ED  ein  Viereck,  in  welchem  auf 
Grund  des  Satzes  1  dem  Punkte  G  diejenige 
Lage  zukommt,  welche  er  in  der  Definition 
der  Aufgabe  4  besitzt. 


Aufgabe  7.  Die  Eindeutigkeit  des  vierten 
harmonischen  Stiahles  in  der  Definition  der 
Aufgabe  4  nachzuweisen. 


Erkl.  220.  In  Figur  78,  welche  die  duali- 
stische Figur  bildet  zu  Figur  4  (Seite  4),  sind 
gegeben  die  Geraden  efh.  Im  linksseitigen 
Winkelraura  von  (ef),  der  von  der  Geraden  7i 
innen  geteilt  wird,  ist  ein  Viereck  a.l^c.^d^  ge- 
zeichnet, in  welchem  d§r  auf  h  liegende  Schnitt- 
punkt der  Gegenseiten  die  Lage  des  Punktes  G 


Auflösung.  Dieser  Nachweis  wird  geführt 
durch  den  dualistischen  Satz  zu  Satz  1,  nämlich : 
Satz.  Liegen  auf  zwei  festen  Ge- 
raden e-, /'eines  Punktes  je  zwei  Gegen- 
ecken imd  auf  einem  dritten  Strahl  /* 
desselben  Punktes  eine  fünfte  Ecke  eines 
vollständigen  Vierseits,  so  liegt 
dessen  sechste  Ecke  jedesmal  auf 
derselben  Geraden  k  durch  den  Punkt. 


Aufgaben  über  die  harmonischen  Gebilde. 
Figur  78. 
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aus  den  Figuren  76  und  77  hat,  und  daher  der 
die  Gerade  k  liefernde  Puukt  und  der  Scheitel 
der  vier  harmonischen  Geraden  die  Lage  der 
Punkte  E  bezw.  F  jener  Figur;  im  oberen 
Nebenwinkelraum  von  (ef),  der  von  der  Ge- 
raden h  äusserlich  geteilt  wird,  sind  zwei  Vier- 
ecke gezeichnet,  in  welchen  umgekehrt  der  auf 
h  liegende  Punkt  und  der  Scheitel  der  vier 
harmonischen  Geraden  die  Lage  von  E  oder  F, 
und  der  auf  k  fallende  Punkt  die  Lage  von  G 
(der  Figuren  76  und  77)  einnimmt.  Endlich  ist 
im  innersten  Teil  der  Figur  ein  Viereck  a^boC^d.^ 
gezeichnet,  für  welches  die  auf  h  und  k  liegen- 
den Punkte  beide  die  äussere  Lage  (E  oder  F), 
dagegen  der  Scheitel  der  vier  harmonischen 
Geraden  die  innnere  Lage  (von  G)  hat.  Man 
hat  also  die  Darstellung  für  beide  Konstruk- 
tionsfälle der  Erkl.  218. 


Oder  in  anderer  Ausdrucksweise  (für  ein 
vollständiges  Viereck): 

Satz.  Haben  zwei  (oder  mehrere) 
vollständige  Vierecke  eine  gemein- 
same Nebenecke  und  dui'cli  dieselbe 
gemeinsam  zwei  Seiten  e,  f  und  die 
Verbindungsgerade  h  mit  einer  der 
zwei  anderen  Nebenecken,  so  liegt  auch 
die  dritte  Neben  ecke  jedesmal  auf 
derselbenGeraden  ^•  durch  die  erste 
Nebenecke. 

Der  Beweis  wäre  auch  hier  in  doppelter 
Weise  zu  führen  nach  Analogie  der  Antwort 
auf  Frage  4:  unmittelbar  durch  räumliche 
Projektion  oder  durch  Berufung  auf  die  Sätze 
der  Antwort  auf  Frage  29,  6  des  I.  Teils. 


Aufgabe  8.  Man  soll  einen  dii-ekten  Be- 
weis für  die  Sätze  der  vorigen  Aufgabe  auf- 
stellen. 


Aufgabe  9.  Die  Gleichwertigkeit  der  bei- 
den Paare  von  vier  harmonischen  Strahlen  soll 
unmittelbar  aus  der  Definition  nachgewiesen 
werden. 


Erkl.  221.  In  allen  den  Fällen,  wo  eine 
Unterscheidung  der  beiden  zusammengehörigen 
Paare  der  vier  harmonischen  Strahlen  erforder- 
lich wird,  ist  auch  eine  verschiedene  Art  von 
Zeichnung  derselben  angeraten.  So  sind  in  den 
Figuren  78  und  79  die  Strahlen  e,  f  des  einen 
Paares  durch  gestrichelte,  die  Strahlen  h,  k  des 
andern  Paares  durch  punktierte  Geraden  an- 
gegeben —  entsprechend  der  Bezeichnung  der 
beiden  Paare  unter  vier  harmonischen  Punkten 
durch  King  und  Stern. 


Auflösung.  Sind  die  vier  harmonischen 
Geraden  efhk  in  Figiu"  79  konstruiert  nach 
Art  des  Vierseits  a^^boC-^d^,  in  Figur  78,  so 
verbinde  man  die  Schnittpunkte  {bd)  und  {ac) 
und  schneide  diese  Gerade  g  mit  e  und  /". 
Dadurch  erhält  man: 

1.  Vierseit  an  gm  mit  Gegenecken 
{an)  und  (m//)  auf  e, 
(am)  und  (ng)  auf  /" 
und  fünfter  Ecke  (ag)  auf  h ; 

folglich  muss  die  sechste  Ecke  (imi)  auff- 
liegen. 


Sachs,   Projektivische  (neuere)  Geometrie.    II.  Teil. 
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'f  ^---^-^ 


Erkl.  222.  Die  Figur  79  zeigt  bis  ius  ein- 
zelnste der  Buchstabieruug  die  dualistische  Durch- 
führung gegen  Fig.  6  (Seite  9).  Während  aber 
bei  Figur  6  zum  äusseren  Viereck  ABCD  ein 
inneres  P^JiA' hinzukommt,  so  tritt  in  Figur  79 
zu  einem  inneren  Vierseit  «icf?  ein  äusseres 
pqmn.  Mau  wird  also  umgekehrt  auch  bei 
Figur  6  ein  äusseres  Viereck  mit  Seiten  HB,  BD: 
KA,  KC  zufügen  können  —  und  dessen  vier 
Eckpunkte  müssten  nach  Figur  79  zu  je  zweien 
liegen  auf  EG  und  FG;  und  man  würde  bei 
Figur  79  ein  inneres  Vierseit  zufügen  können 
mit  Ecken  {hb){hd),  (ka)  (kc)  —  und  dessen 
vier  Seiten  müssten  nach  Figur  6  zu  je  zweien 
hindurchgehen  durch  (eg)  und  (fg). 

Erkl.  223.  Vergleicht  man  Figur  79  mit 
Figur  77,  so  sind  in  ersterer  Figur  ab  cd  die 
Seiten,  efg  die  Nebenseiten  eines  vollständigen 
Vierseits,  und  man  erhält  als  veränderten  Aus- 
druck der  nebenstehenden  Auflösung  den  Beweis 
für  den  dualistischen  Satz  zu  jenem  in  Erkl.  20 
(vergl.  die  Geraden  htm,  hin,  ckn,  klm  der 
Figur  77). 

Satz.  Im  vollständigen  Vierseit 
gehen  die  Verbindungsgeraden  der 
Ecken  mit  den  Schnittpunkten  der 
Nebenseiten  zu  je  dreien  durch  einen 
von  vier  Punkten. 


2.  Vierseit  mrjqd  mit  Gegenecken 

(jng)  und  {dq)  auf  e, 

(md)  und  (gq)  auf  f 

und  einer  fünften  Ecke  (dg)  auf  k; 

folglich  muss  die  sechste  Ecke  (mq)  auf /^ 

liegen. 

3.  Vierselt  nb}}:/  mit  Gegenecken 

(nb)  und  (gj))  auf  e, 

(bj))  und  (/ig)  auf  /' 

und  einer  fünften  Ecke  (gb)  auf  k; 

folglich  muss  die  sechste  Ecke  (n^j)  auf  Jt 

liegen. 

4.  Vierseit  gpcq  mit  Gegenecken 

(gj))  und  (qc)  auf  e, 

{X>c)  und  Igq)  auf  f 

imd  fünfter  Ecke  {cg)  auf  h; 

folglich  muss  die  sechste  Ecke  {pq)  auf  k 

liegen. 

Von  dem  neuen  Vierseit  m  np  q  liegen  nun 

umgekehrt  je  zwei  Gegenecken  auf  A  und/.-, 

die  zwei  übrigen  auf  e  und  f,  und  dabei 

sind  gegen  die  ursprüngliche  Definition  die 

Geradenpaai'e  ef  und  lik  gerade  vertauscht. 


Aufgabe  10.  Man  soll  die  Sätze  in  Erkl.  20 
und  223  durch  Satz  3  beweisen. 


Andeutung.  Die  Sätze  ergeben  sich  diuxh 
Projektion  der  in  Antwort  auf  Frage  2 
bezw.  Aufgabe  1  festgestellten  harmonischen 
Gruppen. 


Aufgabe  11.  Man  beweise,  dass  die  Punkte 
G  der  Figur  7  (Seite  11)  alle  auf  einer  Geraden 
durch  E  liegen  müssen. 


Andeutung. 

gäbe  zu  lösen. 


Analog  der  vorigen  Auf- 
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Aufgabe  12.    Man  erörtere  die  Lage  der 
vierten  harmonisclien  Geraden  zu  einer  ver- 
änderlichen dritten,  wenn  die  beiden  Gei-aden         Auflösung.     In  Fig.  7  (S.  11)  sind  BE, 
des  ersten  Paares  fest  blieben.  BF;  BH^c,  BK^  oder  CE,  CF;  CHx,  CKx 

stets  vier  harmonische  Geraden  —  ob  man 
die  Detinition  der  Antwort  auf  Frage  8  oder 

Erkl.  224.  Die  Masseigenschaften  ^er  fjf  ,f^\^^^^  S^"§^°<J^  Jf^t-/,!^^y^'^«^ 
Winkelhalbierenden  und  Senkrechten  dazu  kön-  f^^  ^'^  ^f^'^^^«  nach  ^  und  i  stets  ge- 
nen  selbstverständlich  erst  bei  der  metrischen  trennt  durch  jene  nach  i/ und  A:  FäUt  der 
Behandlung  auftreten  (S.Antwort  auf  Frage  16).  dritte  Strahl  mit  einem  der  zwei  ersten  zu- 
Dort  Stellt  sich  heraus,  dass  bei  dieser  Bewe-  sammen,  so  fällt  der  vierte  mit  demselben 
gung  des  dritten  und  vierten  Strahles  jeder  zusammen;  bewegt  sich  der  dritte  von  einem 
gleichzeitig  zum  Halbierungsstrahl  des-  der  zwei  ersten  weg  und  zum  andern  hin, 
jenigen  Winkels  wird,  innerhalb  dessen  seine  so  bewegt  sich  der  vierte  vom  gleichen  Strahl 
Bewegung  vor  sich  geht  Wenn  also  m  Figur  7  ^eg  und  ebenfalls  zum  gleichen  andern  hin, 
etwa  der  Strahl  i^i/  den  Winkel  £Z>Fhal-  aber  jedesmal  in  entgegengesetzter  Umlaufs- 
bierte,   so   halbiert  auch  der  zugehonge  btrahl      .  ,.  j         •        •,      j       ^i-  -,    ,     , 

BK.  den  Winkel  EBC;  oder  Avenn  etwa  CH,  Dichtung,  so  dass  jeweils  der  Winkel  des 
den'w^inkel  ^CF  halbierte,  so  halbiert  auch  dritten  und  vierten  (und  sein  Scheitelwinkel) 
der  zugehörige  Strahl  CK-,  den  Nebenwinkel  vergrössert,  ihr  Nebenwinkel  (und  sein 
FCD:  die  Strahlen  des  zweiten  Paares  stehen  Scheitelwinkel)  verkleinert  wird,  indem  die 
senkrecht  aufeinander.  eine   Bewegung    im    einen,    die    andere   im 

andern  von  zwei  Nebenwinkeln  der 
Strahlen  des  ersten  Paares  und  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  vor  sich  geht. 

Aufgabe  13.  Man  soll  zu  einem  bestimmten  von  drei  gegebenen  Elementen  (Punkten 
oder  Geraden)  das  zugeordnete  vierte  harmonische  Element  konstruieren. 

Auflösung. 
I.  Um  zu  einem  bestimmten  von  drei  ge-         I.  Um  zu  einem  bestimmten  von  drei  ge- 
gebenen Punkten   den  vierten   harmonischen   gebenen  Strahlen  den  vierten  harmonischen 
zu  konstruieren,  ziehe  man  zu  konstruieren,  wähle  man 

1.  durch  jeden  der  drei  Punkte  eine  be-  1.  auf  jeder  der  drei  Geraden  einen  be- 
liebige Gerade,  liebigen  Punkt, 

2.  verzeichne  die  Schnittpunkte  der  Strahlen  2.  zeichne  die  Verbindungsgeraden  der 
durch  die  gepaarten  Punkte  mit  dem  Punkte  auf  den  gepaarten  Strahlen  mit 
dritten  Strahle  und  miteinander,  dem  dritten  Punkte  und  miteinander, 

3.  verbinde  jeden  der  ersteren  Schnitt-  3.  schneide  jede  der  ersteren  Geraden 
punkte    mit   dem  andern    gepaarten   Punkte  mit  dem  andern  gepaarten  Strahle  und 
und 

4.  den  letzteren  Schnittpunkt  mit  dem  4.  die  letztere  Gerade  mit  der  Ver- 
Schnittpunkt  dieser  beiden  neuen  Verbindungs-  bindungsgeraden  dieser  beiden  neuen  Schnitt- 
geraden, —  dann  ist  punkte,  —  dann  ist 

5.  der  Schnittpunkt  dieser  letzten  Yer-  5.  die  Verbindungsgerade  dieses  letzten 
bindungsgeraden  mit  dem  Träger  der  drei  Schnittpunktes  mit  dem  Scheitel  der  drei 
gegebenen  Punkte  der  gesuchte  vierte  har-  gegebenen  Strahlen  der  gesuchte  vierte  har- 
monische Punkt.  monische  Strahl. 

IL   Um    zu   einem   bestimmten   von   drei        IL   Um   zu   einem   bestimmten    von    drei 

gegebenen  Punkten  den  vierten  harmonischen  gegebenen  Strahlen  den  vierten  harmonischen 

zu  konstruieren,  ziehe  man  zu  konstruieren,  wähle  man 

1.  zwei  beliebige  Geraden  durch  einen  1.  zwei  beliebige  Punkte  auf  einem  der 
der  gepaarten  Punkte,  gepaarten  Strahlen, 

2.  schneide  sie  mit  einer  beliebigen  Ge-  2.  verbinde  sie  mit  einem  beliebigen  Punkte 
raden  durch  den  dritten  (einzelnen)  Punkt,  auf  dem  dritten  (einzelnen)  Strahl, 

3.  verbinde  beide  Schnittpunkte  mit  dem  3.  schneide  beide  Verbiudungsgeraden  mit 
andern  gepaarten  Punkte  und  dem  andern  gepaarten  Strahle  und 
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4.  verbinde  die  beiden  neuentstelienden 
Schnittpunkte  dieser  letzten  Geraden  und 
der  beiden  erstgewählten  Geraden,  — 
dann  ist 

5.  der  Schnittpunkt  dieser  letzten  Yer- 
bindungsgeraden  mit  dem  Träger  der  drei 
gegebenen  Punkte  der  gesuchte  vierte  har- 
monische Punkt. 

ni.  I'm  zu  einem  bestimmten  von  drei 
gegebenen  Punkten  den  vierten  harmonischen 
zu  konstruieren,  lege  man 

1.  durch  den  ungepaarten  Punkt  eine  be- 
liebige Gerade  und  wähle  auf  ihr  zwei  be- 
liebige Punkte; 

2.  man  verbinde  jeden  dieser  Punkte  mit 
den  beiden  gepaarten  Punkten, 

3.  verzeichne  die  beiden  durch  diese  Ge- 
raden neu  entstehenden  Schnittpunkte  und 

4.  ziehe  deren  Verbindungsgerade:  ihr 
Schnittpunkt  mit  dem  ursprünglichen  Träger 
ist  der  gesuchte  vierte  Punkt. 

IV.  Man  projiziere  die  drei  gegebenen 
Punkte  aus  irgend  einem  Scheitel  durch  drei 
Strahlen  und  konstruiere  nach  I  bis  III  den 
vierten  harmonischen  Strahl :  dann  ist  dessen 
Schnittpunkt  mit  dem  Träger  der  gesuchte 
vierte  harmonische  Punkt. 


4.  schneide  die  beiden  neuentstehenden 
Verbindungsgeraden  dieser  letzteren  Punkte 
und  die  beiden  erstge\Yählten  Punkte,  — 
dann  ist 

5.  die  Verbindungsgerade  dieses  letzten 
Schnittpunktes  mit  dem  Scheitel  der  drei 
gegebenen  Strahlen  der  gesuchte  vierte  har- 
monische Strahl. 

in.  Um  zu  einem  besthnmten  von  drei 
gegebenen  Strahlen  den  vierten  harmonischen 
zu  konstruieren,  wähle  man 

1.  auf  dem  ungepaarten  Strahl  einen  be- 
liebigen Punkt  und  lege  durch  ihn  zwei  be- 
liebige Geraden; 

2.  man  bringe  jede  dieser  Geraden  zum 
Schnitt  mit  den  beiden  gepaarten  Strahlen, 

3.  ziehe  die  beiden  durch  diese  Punkte 
gehenden  neuen  Verbindungsgeradeu  und 

4.  bringe  dieselben  zum  Schnitt:  die  Ver- 
bindungsgerade ihres  Schnittpunktes  mit  dem 
ursprünglichen  Scheitel  ist  der  gesuchte  vierte 
Strahl. 

IV.  Man  schneide  die  drei  gegebenen 
Strahlen  mit  irgend  einer  Geraden  in  drei 
Punkten  und  konstruiere  nach  I  bis  III  den 
vierten  harmonischen  Punkt:  dann  ist  dessen 
Verbindungsgerade  mit  dem  Scheitel  der  ge- 
suchte vierte  harmonische  Strahl. 


Erkl.  225.  Die  obenstehende  Auflösung  ist  absichtlich  ohne  Figurenbuchstaben  durch- 
geführt, weil  sie  in  vollständiger  Allgemeinheit  gilt,  während  jede  Figur  den  Anschein  er- 
wecken könnte,  als  ob  die  gegenseitige  Lage  der  Elemente  dieselbe  werden  müsste,  wie  dort.  — 
Der  einzige  Unterschied  unter  den  drei  gegebenen  Elementen  ist  der  zwischen  dem  einzelnen, 
zu  welchem  das  gesuchte  vierte  zugeordnet  ist,  und  den  beiden  Elementen  des  ersten  Paares. 
Man  nennt  daher  die  letzteren  die  gepaarten  Elemente,  das  erstere  das  un gepaarte. 

Erkl.  226.  In  der  ersten  Auflösungsweise  [vergl.  Erkl.  9.  7).  8)]  w^erden  die  drei  gege- 
benen Elemente  zunächst  ganz  gleich  behandelt,  und  auch  nachher  nur  das  ungepaarte 
Element  den  gleichwertig  auftretenden  beiden  gepaarten  gegenüber  unterschieden.  In  der 
zweiten  Auflösung  [Erkl.  9.  1),  2),  4),  5)]  wird  gleich  von  vornherein  dreifacher  Unterschied 
gemacht,  indem  das  eine  der  gepaarten  Elemente  zwei,  das  ungepaarte  ein.  das 
zweite  gepaarte  kein  neues  Element  erzeugen  muss.  Die  dritte  Auflösung  [Erkl.  9.  3), 
6)]  und  die  vierte  werden  besonders  dann  in  Wirksamkeit  treten,  wenn  von  den  dazu  gehörigen 
Linien  und  Punkten  eine  Anzahl  schon  in  der  vorhandenen  Figur  vorliegt,  so  dass  weniger 
Zeichnung  nötig  wird,  als  bei  direkter  Konstruktion.     Vergl.  auch  Aufl.  der  Aufg.  50  und  5L 


Aufgabe  14.  Man  unterscheide  die  ver- 
schiedenen Arten  von  Figuren,  auf  welche 
jede  der  vorigen  Löstingen  führt. 


Andeutung.    Man  vergl.  Figur  4  und  78 
sowie  Erkl.  9  und  18. 


Aufgabe  15.  Satz  2  (Antwort  der  Frage  9) 
soll  nicht  räumlich  nach  dem  ersten,  sondern 
in  der  Ebene  nach  dem  zweiten  Beweis- 
verfahren der  Antwort  auf  Frage  4  bewiesen 
werden. 


Auflösung.  1.  Seien  ab  cd  in  Figur  80 
vier  harmonische  Strahlen,  erzeugt  durch 
Projektion  der  vier  harmonischen  Punkte 
A-^B^C^D^,  und  Ä^B^C^D.^  ihre  vier  Schnitt- 
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Erkl.  227.  Das  erste  Beweisverfahren  in 
Antwort  auf  Frage  9  projiziert  das  ganze 
Viereck,  durch  welches  die  vier  ursprüng- 
lichen harmonischen  Punkte  geliefert  werden. 
Bei  nebenstehender  Abänderung  beschränkt  sich 
die  Beweisführung  auf  zwei  kollineare  Dreiecke, ' 
für  welche  allerdings  ein  Satz  verwendet  wird, 
der  früher  räumlich  bewiesen  wurde.  —  Während 
also  in  Auflösung  der  Aufgabe  6  nur  eine 
äussere  Bestätigung  von  der  Uebereinstimmung 
der  beiden  dualistischen  Definitionen  harmoni- 
scher Punkte  und  Strahlen  gegeben  wurde,  so 
leistet  die  nebenstehende  Ausführung  einen  voll- 
gültigen Beweis  von  gleicher  Sicherheit,  wie 
jener  in  Antwort  auf  Frage  9. 

Erkl.  228.  Die  Erleichterung  des  Beweises 
für  Satz  2  für  den  Fall,  dass  die  zwei  Träger 
einen  der  vier  harmonischen  Punkte  gemein- 
sam haben  (bezw.  dass  die  zwei  Scheitel  einen 
der  vier  harmonischen  Strahlen  gemeinsam  haben), 
kehrt  auch  später  bei  der  metrischen  Beweis- 
führung wieder.  Hier  wird  die  Gerade  t^  in 
der  Weise  verwendet,  dass  erst  wegen  des  ge- 
meinsamen Punktes  i)j„  die  Gruppen  A^B^C^D^ 
und  ^3  ßgC'gDg,  dann  wegen  des  gemeinsamen 
Punktes  A.y.  "die  Gruppen  A.^B^C\D^  und 
^2ß,,C._>Z).,,'"also  zuletzt,  auch  A^B^C\D^  und 
A.B.yCoD.,  gleichzeitig  harmonisch  sein 
müssen. 

Erkl.  229.  Man  beachte  wohl,  dass  die 
nebenstehende  Beweisführung  auch  wohl  ge- 
eignet ist  zu  dualistischer  Uebertragung,  dass 
man  also  hiermit  an  den  beiden  Definitionen 
harmonischer  Punkte  und  Strahlen  auch  die 
Invarianz  der  harmonischeu  Beziehung  bei  jeg- 
licher Art  von  Projektion  in  genau  dualistischer 
Weise  durchführen  kann. 


punkte  mit  einer  beliebigen  Geraden  t.y  Dann 
verbinde  man  A^  mit  iJ^  durch  eine  Gerade 
^3  mit  den  Schnittpunkten  A^^B^C^Di^. 
Wählt  man  dann  einen  beliebigen  Punkt  G 
auf  b  und  verbindet  ihn  mit  A^  und  C\,  so 
entsteht  ein  vollständiges  Vierseit 
A^GCiS,  und  dessen  Nebenseite  ^lC^  mnss 
durch  die  neuentstehende  Nebenseite  EI  im 
bereits  vorhandenen  vierten  harmonischen 
Punkte  i)i3  geschnitten  werden. 

2.  Verbindet  man  nun  noch  E  mit  C\  und 
F  mit  ^23'  so  sind  A^FA^  und  C^EC^  zwei 
Dreiecke  von  derartiger  Verwandtschaft,  dass 
die  Verbindungsgeraden  der  entsprechenden 
Eckpunkte  A^  und  C„  F  und  E.  A^  und  C^ 
alle  drei  durch  den  einen  Punkt  D^^ 
hindurchgehen.  Folglich  müssen  nach  Ant- 
wort auf  Frage  29,6  des  ersten  Teiles  auch 
die  Schnittpunkte  entsprechender  Seiten  A^F 
und  C^E,  FA^  und  ECr^,  ^3^1  ^Q^  C^C^ 
auf  einer  Geraden  liegen.  Das  erste  und 
letzte  Paar  bestimmt  die  Punkte  -S'  und  G 
der  Geraden  b,  also  muss  auch  der  Schnitt- 

'punkt  H  der  Geraden  FA.^^^  und  C^E  auf 
b  liegen. 

3.  Hiernach  hat  man  wieder  ein  voll- 
ständiges Vierseit  SEHE,  dessen  Neben- 
seiten SH  und  EF  die  dritte  Nebenseite  A^  C^ 
in  zwei  harmonisch  zugeordneten  Punkten  B.^ 
und  Z>3  treffen:  und  somit  ist  bewiesen,  dass 
wenn  A^B^C^B^  vier  harmonische  Punkte 
sind,  dann  auch  die  auf  einer  Geraden  durch 
Dj  entstehenden  vier  Punkte  A^^B^  Cg  Dg  solche 
sein  müssen. 

4.  Derselbe  Beweisgang  führt  aber  auch 
von  A^B^C^D.  wieder  auf  A.^B.^C.^D^  wegen 
des  gemeinsamen  Punktes  A^^,  also  sind  die 
Schnittpunkte  der  vier  Strahlen  ab  cd  mit 
jeder  Geraden  vier  harmonische 
Punkte,  auch  wenn  diese  nicht  selbst 
durch  einen  der  erzeugenden  vier  harmoni- 
schen Punkte  hindurchgeht. 


Aufgabe  16.  Man  soll  die  Beweisführung 
in  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  dua- 
listisch übertragen. 
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Aufgabe  17.  Man  entnehme  aus  voriger 
Aufgabe  einen  Schluss  für  die  perspektivische 
Lage  harmonischer  Elementegruppen. 


Erkl.  230.  Der  nebenstehende  Satz  ist  in 
so  allgemeiner  Form  ausgesprochen ,  dass  er 
sowohl  für  harmonische  Punkte  als  harmonische 
Strahlen  gilt.    Will  man  denselben  einzeln  aus 


Auflösung.  Man  kann  die  Behauptung 
aufstellen : 

Satz.  Wenn  zwei  Gruppen  von 
vier  harmonischen  Elementen  ein 
gemeinsames  Element  besitzen,  so 
befinden  sie  sich  in  perspektivi- 
scher Lage  (und  zwar  auf  zweifache 
Weise). 

Zum  Beweis  wähle  man  die  beiden  Punkt- 
gruppen A^B^C^D^  und  A^B^C^D^  der 
Figur  80,  nehme  also  als  bekannt  an,  dass 
beide  harmonisch  sind.  Bringt  man  nun  die 
Verbindungsgeraden  Ä^A^  und  C'^Cg  zum 
Schnitt  in  S,  verbindet  S  mit  Djg,  so  muss 


drücken,  so  kann  man  folgende  beiden  Sätze  der  vierte  harmonische  Strahl  zu  fZ  die  beiden 

daraus  herstellen :  Träger   t^  und  t^  im  vierten   harmonischen 

Haben  zwei  Gruppen  von  vier  harmoni-  Punkt  zu  D  treffen,    d.  h.  die  Verbindungs- 

schen  Punkten  einen  Punkt  gemeinsam,   so  geraden  A^A^,  B^B^,  C^C^  müssen  durch 

gehen   die  Verbindungsgeraden   der  andern  einen  Punkt   gehen.      Dasselbe   gilt  auch 

drei  Paare  entsprechender  Punkte  auf  zwei-  f^r  den  Schnittpunkt  der  Verbindungsgeraden 


fache  Weise  durch  einen  Punkt. 

Haben  zwei  Gruppen  von  vier  harmoni 
sehen  Strahlen  einen  Strahl  gemeinsam,   so 


A^C^  und  A^Cy  — 

Hat  man  statt  dessen  zwei  Strahlen- 
scnen  ötramen  einen  ötrani  geme.usam  SU  j^  gn  a,h,c,d,  und  a.h.c.(L.  die  beide 
hegen  die  Schnittpunkte  der  andern  drei  iJS^-,^^^  ^-^^  \,„^  ./..'o-pmprn««m  h«hp„ 
Paare  entsprechender  Strahlen  aui  zwei- 
fache Weise  auf  einer  Geraden. 


harmonisch  sind  und  rfjg  gemeinsam  haben, 
so  verbinde  man  die  Schnittpunkte  o.ia^  und 
c^Cg  durch  t  und  schneide  t  mit  dy^  in  D,  dann 
muss  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  D 
aus  beiden  Scheiteln  6\  und  S^  durch  den 
vierten  harmonischen  Strahl  zu  d  projiziert 
werden,  d.  h.  die  Schnittpunkte  der  Strahlen 
öjOg,  b^h^,  CyC^  müssen  auf  einer  Geraden 
liegen.  Dasselbe  gilt  auch  für  die  Ver- 
bindungsgerade der  Schnittpunkte  a^c^  und 
ßgC^  (vergl.  Figur  zu  Aufgabe  16). 

Erkl.  231.  Um  den  Beweis  unmittelbar  für  die  vorigen  Sätze  einzurichten,  kann  man  den- 
selben in  der  folgenden  dualistischen  Weise  durchführen: 

Unter  den  Verbindungsgeraden  entsprechen-  Unter  den  Schnittpunkten  entsprechender 
der  Punkte  befindet  sich  jedenfalls  B^B^,  zu-  Strahlen  befindet  sich  jedenfalls  ftj&o,  zugeord- 
geordnet  zum  gemeinsamen  Punkte  D^^;  auf  net  zum  gemeinsamen  Strahle  d^^;  durch  (b^b^) 
B^Bo,  müssen  dann  liegen  die  Schnittpunkte  müssen  dann  hindurchgehen  die  Verbiudungs- 
der  Geraden  A^A^  und  C^C^  (in  S),  aber  geraden  der  Schnittpunkte  «jrt.^  und  c^Cg  (auf  n, 
auch  von  A^C.  und  A^^C^  (in  S'),  beides  wegen  aber  auch  von  ajCg  und  Cg«,  (auf  i'),  beides  wegen 
des  vollständigen  Vierecks  A^C^A,^C^\  daher  des  vollständigen  Vierseits  rtiCja^c, ;  daher  kön- 
können  die  Pitnktgruppen  A^B^C^D^  und  nen  die  Strahlengruppen  ajfcjCjfZj  und  «.. fcjCof?, 
^3  JSg  Cg  Z)„  sowohl  S  als  ^"  zum  Perspektivitäts-  sowohl  t  als  t'  zur  Perspektivitätsachse  er- 
scheitel  erhalten.  halten. 


Aufgabe  18.     Man  bringe  zwei  harmo- 
nische Gebilde   in  perspektivische  Lage,    so 

dass    zwei   vorgegebene   Elementepaare    zu-         Andeutung.  Man  unterscheide,  ob  Punkt- 
geordnet werden.  reihen  oder  Strahlenbüschel  vorgelegt   sind. 

Aufgabe  19.  Man  beweise,  dass  harmonische  Elementegruppen  stets 
projektivisch   sind. 

Auflösung. 

1.  Sind  AyByC\Di  und  A^B^C^D^  in  2.  Sind  a^h^c^d^midi  a^b.^^c.d.^  zvf^\\\?a-- 
Figur  80  zwei  harmonische  Punktgruppen,  so  monische  Strahlengruppen ,  so  bringe  man 
verbinde  man  zwei  beliebige  Punkte  beider   zwei  beliebige  Strahlen  beider  Gruppen,  z.  B. 


Aufgaben  über  die  harmouischen  Gebilde. 
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Gruppen,  z.  B.  A.,D^  durch  eiae  Gerade  t^,  a^d^,  zum  Schnitte  im  Punkte  >3  und  zeichne 

und  zeichne  auf  .-I3 1)3  eine  beliebige  harmo-  durch    (03^3)     eine    beliebige    harmonische 

nische  Punktgruppe  derart,  dass  .^3  und  D^  Strahlengruppe  derart,  dass  a^  und  d^  zwei 

zwei  von  den  vier  Punkten  sind.  Dann  ist  nach  von  den  vier  Strahlen  sind.     Dann  ist  nach 

dem  Satze  in  Aufgabe  17  sowohl  A^B^C^TJ^  dem  Satze  in  Aufgabe  17  sowohl  a^h^c^d^^ 

mit   A^Bo,C^D^,   als    auch    A.^B^C^D^    mit  mit  ag^jf^--/«,  als  auch  r/^^oC^^/,  mit  0363(73^/3 

A.B.^C\D^    in   perspektivischer   Lage,    und  in  perspektivischer  Lage, 'und"  folglich  auch 

folglich    auch    A^B^C-^D^    mit    A^B^C^D^  (t^b-^c^d^    mit    a^h^c„d^    projektivisch    be- 

projektivisch  bezogen.  zogen. 

3.  Ist  A^B^C^D^  eine  harmonische  Punktgruppe  und  a-^h^c^d^  eine  harmonische 
Strahlengruppe,  so  zeichne  man  entweder  zu  A^B^C^L^  eine  perspektivische  Strahlen- 
gruppe a^h^c^d.^  oder  zu  a-Jj-^^c^d^  eine  perspektivische  Punktgruppe  A^B.^CoDc,  und  be- 
weise ganz  wie  zuvor.  Ebenso  ist  zu  verfahren ,  wenn  die  gegebenen  harmonischen 
Elementegruppen  gemeinsame  Träger  bezw.  gemeinsame  Scheitel  haben. 

Erkl.  232.  Wenn  A.  und  Z)g  zwei  von  den  vier  harmonischen  Punkten  sind,  so  kann  man 
einen  dritten  Punkt  ganz  beliebig  wählen  und  dazu  oder  zu  einem  der  andern  dann  den  vierten 
harmonischeu  aufsuchen.  Es  gibt  dann  einen  Punkt  S  oder  S'  (s.  Erkl.  231)  zur  Vermittlung 
der  Verwandtschaft  zwischen  t^  und  ^3,  zwei  ebensolche  Punkte  zwischen  t.,  und  ^3,  also  sind 
auch  t^  und  ^  projektivisch  verwandt.  —  Gleiche  Peberlegung  gilt  für  S,  und  .S'.J  Auch  hier 
wird  Si  7\  S3.' S^Vx  S3,  folglich  S^y  S^-  (Vergl.  auch  die  andere  Beweisführung"  in  Antwort 
auf  Frage  11.)    '  

Aufgabe  20.  Man  soll  für  zwei  har- 
monische    Elementegruppen     AB  CD     und 

EFHK  die  projektivische  Beziehung  durch        Andeutung.      Man   verfahre   nach   Auf- 
Zeichnung  herstellen.  gäbe  17  und  19. 

Aufgabe  2L  Man  ziehe  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  P  eine  Gerade  nach  dem 
unzugänglichen  Schnittpunkt  zweier  Geraden. 

Fieur  81  Auflösung.    1.  Man  lege  dui'ch  den  Punkt 

P  Figm"  81  zwei  beliebige  Geraden  AD  und 
BC-.  dann  entsteht  ein  vollständiges  Viereck 
AB  CD  und  in  dessen  Nebenecke  A"  würde 
die  gesuchte  Gerade  XP  der  vierte  har- 
monische Strahl  werden  zu  XQ  und  den  beiden 
gegebenen  Geraden. 

2.  Legt  man  nun  durch  Q  noch  eine  Ge- 
rade B^D^  (oder  B.^D.^,  so  ist  AB.CD^ 
(oder  AB.^CD^  wieder  ein  vollständiges 
Viereck,  und  wieder  A'P,  (oder  A'P,)  vierte 
hannonische  Gerade  zu  XQ. 

3.  Daher  müssen  alle  Punkte  P^  (oder  P.^, 
welche  auf  diese  "Weise  entstehen,  auf  der- 
selben vierten  harmonischen  Geraden  liegen, 
d.  h.  die  gesuchte  Gerade  geht  von  P  durch 
Pj  und  P.2  u.  s.  w.  nach  A'. 

Man  vergleiche  hierzu  auch  Figur  7, 
S.  11,  wo  alle  Punkte  G  auf  einer  Geraden 
durch  Punkt  E  liegen.  Der  oberste  der 
Punkte  G  liefert  durch  das  Viereck  A^D^A^D^ 
den  Punkt  /',  und  dieser  liefert  durch  alle 
Transversalen  lauter  Punkte  G  auf  der  Ge- 
raden nach  dem  unzugänglich  gedachten 
Punkte  E. 


ErkL  233.  Liegt  Punkt  P  zwischen  den 
Geraden,  so  liegt  Q  ausserhalb,  liegt  umgekehrt 
P  ausserhalb,  so  kommt  Q  innerhalb  zu  liegen, 
und  die  ganze  Figur  nebst  Beweisführung  ist 
beidemale  in  genau  gleicher  Weise  durchzu- 
führen. —  Man  kann  das  Ergebnis  auch  in 
folgendem  Satze  aussprechen : 

„Werden  zwei  beliebige  Geraden  von  den 
Strahlen  eines  Büschels  (Scheitel  Q)  ge- 
schnitten, und  verbindet  man  wechselweise 
ihre  Schnittpunkte  mit  je  zweien  der  Strah- 
len, so  liegen  sämtliche  Schnittpunkte  dieser 
Verbindungsgeradeu  auf  einer  einzigen  Ge- 
raden durch  den  Schnittpunkt  der  gege- 
benen Geraden.-* 


120 


Projektivische  (neuere)  Geometrie.  —  IL  Teil. 


Aufgabe  22.  Dieselbe  Aufgabe  für  einen 
Punkt  G  zwischen  den  beiden  Geraden  zu 
lösen. 


Aufgabe  23.  Zu  zwei  g-egebenen  Par- 
allelen soll  durch  einen  Punkt  P  eine  dritte 
Parallele  gelegt  werden._; 

Erkl.  234.  Der  vierte  harmonische  Strahl 
zu  PPj  und  AB,  CD  ist  die  vierte  Parallele 
durch  Q.  Solche  vier  parallele  harmonischen 
Strahlen  müssen  immer  entstehen,  wenn  vier 
harmonische  Punkte  von  einem  unendlich  fernen 
Scheitel  projiziert  werden,  bezw.  wenn  zwei 
Seiten  eines  Vierecks  parallel  laufen. 


Auflösung.  Die  Aufgabe  büdet  eine  An- 
wendung der  beiden  vorigen  Aufgaben:  die 
Geraden  APC  und  BPD  liefern  Punkt  Q, 
QB^C^  mit  QAD  den  Punkt  P^,  und  PP^ 
geht  durch  den  unendlich  fernen  Schnitt- 
punkt der  beiden  Parallelen,  ist  also  selbst 
parallel  zu  beiden. 


Fio:ur  82. 


Aufgabe  24.  Man  soll  auf  einer  Geraden 
jj  den  Schnittpunkt  bestimmen  mit  der  Ver- 
bindungsgeraden zweier  Punkte  M  und  X, 
die  wegen  eines  Hindernisses  nicht  gerad- 
linig verbunden  werden  können. 

Figur  83. 


Erkl.  235.  In  den  Figuren  81  und  83  ist 
ein  Hindernis  angedeutet  etwa  in  Gestalt  einer 
Wasserfläche  oder  eines  Hügels  oder  Bergvor- 
sprungs. Vorhanden  sein  muss  allerdings  die 
Möglichkeit,  z.  B.  in  Figur  83  Gerade  zu  ziehen 
von  2j  aus  nach  M  und  N,  d.  h.  allgemein  die 
zur  Figur  sonst  nötigen  Zeichnungen  in  irgend 
einer  Lagre  vorzunehmen. 


Auflösung.  1.  Man  wähle  auf  ^;  zwei 
beliebige  Punkte  und  verbinde  sie  mit  den 
gegebenen  Punkten  M  und  ^Y  dui'ch  die 
Geradenpaare  ac  und  bd.  Dann  bilden  diese 
vier  Geraden  ein  vollständiges  Vierseit  ab  cd, 
und  auf  dessen  Nebenseite  x  würde  der  ge- 
suchte Schnittpunkt  (xp)  der  vierte  harmo- 
nische Punkt  werden  zum  Schnittpunkt  {xq) 
der  Xebenseite  q  und  der  beiden  gegebenen 
Punkte  MS. 

2.  Legt  man  nun  durch  einen  weiteren 
Punkt  auf  q  noch  zwei  weitere  Geraden  a^d^, 
so  ist  a^hcd^  (oder  auch  ada^d^  wieder  ein 
vollständiges  Vierseit,  und  wieder  (a:^i)  vierter 
hai-monischer  Punkt  zu  {xq)  und  M,  N. 

3.  Daher  müssen  alle  Geraden  ^Jj,  welche 
auf  diese  "Weise  entstehen,  durch  denselben 
vierten  harmonischen  Punkt  hindurchgehen, 
d.  h.  der  gesuchte  Schnittpunkt  {px)  ist  der 
Schnittpunkt  von  p  mit  ^j^. 


Au%abeii  über  die  harmonischeu  Gebilde. 
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Erkl.  236.  Die  obenstehende  Angabe  24 
bildet  in  leicht  erkennbarer  Weise  die  dualisti- 
sche rebertragung  zur  Aufgabe  21  und  ist  auch 
in  der  Auflösung  dualistisch  behandelt.  Beide 
bedürfen  keiner  weiteren  Hilfsmittel,  als  der 
durch  Fignr  76  und  77  gebotenen.  Daher  findet 
man  dieselben  auch  schon  elementar  behandelt 
als  Aufgabe  264  und  265  in  Klejer- Sachs, 
Ebene  Elementar-Geometrie,  TL  Teil  (s.  S.  174). 


Aufgabe  25.     Dieselbe  Aufgabe  in  ver- 
schiedenen anderen  Lagen  zu  wiederholen. 


Aufgabe  26.  Aus  der  dualistischen  De- 
finition harmonischer  Punkte  und  Strahlen 
soll  ein  allgemeines  Ergebnis  für  dualistisch 
verwandte  Figuren  abgeleitet  werden. 

Erkl.  237.  Sind  in  der  einen  Figur  vier 
harmonische  Punkte  oder  vier  harmonische 
Strahlen  entstanden  durch  irgend  ein  Viereck, 
so  liefert  das  Viereck  dualistisch  ein  Vierseit, 
und  wie  die  ersten  Elemente  zu  dem  Viereck 
liegen,  so  liegen  die  neuentstehenden  zu  ihrem 
Vierseit ;  wenn  also  die  ersten  vier  harmonisch 
liegen,  so  müssen  auch  die  neuen  vier  harmonisch 
liegen.  —  Dieses  Ergebnis  erfährt  später  wich- 
tige Anwendung  bei  der  Kurventheorie  und  der 
Polarentheorie. 

Erkl.  238.  Die  ursprüngliche  Anlage  zweier 
dualistischen  Figuren  mag  beginnen  wie  sie  will: 
jedesmal  entsprechen  einander  nach  Antwort  der 
Frage  46  des  I.  Teils  n  Punkte  einer  Geraden 
und  n  Strahlen  eines  Punktes  u.  s.  w.  Man  sieht 
also,  dass  diese  projektivische  Verwandtschaft 
nie  zur  perspektivischen  Lage  kommen  kann, 
weil  ja  stets  ungleichartige  Elemente  zu- 
geordnet sind.  Die  innigste  Beziehung  könnte 
also  die  der  vereinigten  Lage  je  zweier 
entsprechenden  Elemente  sein. 


Auflösung.  Da  die  Definitionen  der  har- 
monischen Punkte  und  Geraden  einander 
völlig  dualistisch  gegenübergestellt  werden 
können,  so  muss  auch  ganz  allgemein  bei 
beliebiger  dualistischer  Uebertragung  irgend 
einer  Figur  eine  neue  Figur  von  der  Art 
entstehen,  dass  gegenüber  beliebigen  vier 
harmonischen  Elementen  der  einen 
Figur  auch  immer  wieder  vier  harmoni- 
sche Elemente  in  der  andern  Figur  ent- 
stehen. 

Nimmt  man  hierzu  das  Ergebnis  der  Er- 
klärung 36,  wonach  Figuren  projektivisch 
sind,  wenn  je  vier  harmonischen  Elementen 
der  einen  vier  harmonische  der  andern  ent- 
sprechen, so  kann  man  den  bemerkenswerten 
Satz  aufstellen: 

Satz.  Dualistisch  verwandte 
Figuren  sind  zugleich  stets  pro- 
jektivisch  verwandt. 


Aufgabe    27.     Von    vier    harmonischen  Aufgabe  28.   Von  vier  harmonischen  Ge- 

Pimkten  sei  gegeben  der  erste  P,  und  dazu  drei  raden  sei  gegeben  die  erste  p,  und  dazu  drei 

beliebige  Geraden  a&c,  auf  deren  jeder  einer  beliebige  Punkte   ABC,   durch  deren  jeden 

der  di-ei  andern  liegen  soll.    Man  konstruiere  eine  der  drei  andern  hindurchgehen  soll.  Man 

dieselben.  konstruiere  dieselben. 


Auflösung.  I.  Analysis.  Angenommen 
die  Gerade  i  durch  P  (siehe  Figur  84)  sei 
der  Träger  der  gesuchten  vier  harmonischen 
Punkte  P,  Ä,  B,  C.  Dann  müssen  diese  aus 
jedem  Punkte,  z.  B.  (ab)  durch  vier  harmo- 
nische Strahlen  (hier  p,  a,  h,  c')  projiziert 
werden.  Von  letzteren  vier  Geraden  kennt 
man  pah,  also  muss  {et)  auf  dem  vierten 
harmonischen  Strahl  c'  liegen. 

IL  Konstruktion.  Man  verbinde  P 
mit  {ah)    und  konstruiere  nach  Aufgabe  13 


Auflösung.  I.  Analysis.  Angenommen 
der  Punkt  S  auf  p  (Figur  85)  sei  der  Scheitel 
der  gesuchten  vier  harmonischen  Geraden  p, 
'SA,  SB,  SC.  Dann  müssen  diese  durch 
jede  Gerade,  z.  B.  durch  AB  in  vier  har- 
monischen Punkten  (hier  l'ABC)  geschnitten 
werden.  Von  letzteren  vier  Punkten  kennt 
man  PAB,  also  muss  CS  durch  den  \ierten 
harmonischen  Punkt  C"  hindurchgehen. 

IL  Konstruktion.  Man  ziehe  AB  und 
konstruiere  nacli  Aufgabe  13  zu  PAB  den 
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Figur  84.  Figur  85. 


P'    ^. 


zu  p,  a,  h  den  vierten  harmonischen  Strahl  c'.  vierten  harmonischen  Pimkt  C".   Die  Gerade 

Verbindungsgerade  von  {cc')  mit  P  ist  t.  CC  trifft  2^  in  .S'. 

III.  Beweis.     Die  vier  Punkte   P,  A,        III.  Beweis.   Die  vier  Geraden  2^,  SA, 

B,  C  sind  vier  harmonische,  weil  sie  auf  ^  SB,  SC  sind  vier  harmonische,   weil  sie 

durch  vier  harmonische  Strahlen  2^0  6  c' aus-  von  <S'  durch   die  vier  harmonischen  Ptiukte 

geschnitten  werden.  PABC  hindurchgehen. 


IV.  Determination.  Da  man  die  Ge- 
rade c'  konstruieren  kann  als  vierten  har- 
monischen Strahl,  zugeordnet  zu  p  oder  a 
oder  b,  so  lässt  die  Aufgabe  im  allgemeinen 
dreierlei  Lösungen  zu.  Daher  kann  auch 
in  der  Aufgabe  vorgeschrieben  werden,  auf 
welcher  der  gegebenen  Geraden  abc  der 
zu  P  zugeordnete  Punkt  liegen  soll.  Dann 
hat  man  einerlei  Lösung;  denn  wegen  der 
Eindeutigkeit  der  harmonischen  Beziehung 
kann  keine  verschiedene  Lösung  entstehen, 
ob  man  zur  Konstruktion  Punkt  (ab)  oder 
(bc)  oder  («c)  verwendet. 


IV.  Determination.  Da  mau  den 
Punkt  C  konstruieren  kann  als  vierten  har- 
monisch zugeordneten  zu  P  oder  A  oder  B, 
so  lässt  die  Aufgabe  im  allgemeinen  dreier- 
lei Lösungen  zu.  Daher  kann  auch  in  der 
Aufgabe  vorgeschrieben  werden,  durch  wel- 
chen der  gegebenen  Punkte  ABC  der  zu  j; 
zugeordnete  Strahl  gehen  soll.  Dann  hat 
man  einerlei  Lösung;  denn  wegen  der 
Eindeutigkeit  der  harmonischen  Beziehung 
kann  keine  verschiedene  Lösung  entstehen, 
ob  man  zur  Konstruktion  Gerade  AB  oder 
BC  oder  AC  verwendet. 


ErkL  239.  Die  beiden  Aufgaben  27  und  28  sind  so  gleichartig  gebaut,  dass  auch  ihre 
Lösung  genau  dualistisch  durchgeführt  werden  kann.  Doch  ist  in  vorstehender  Ausführung- 
absichtlich  nicht  mechanisch  Wort  für  Wort  übertragen,  sondern  hie  und  da  freiere  Uebersetzung 
gewählt,  wie  es  der  Anschauung  von  Schnittpunkten  und  Verbindungsgeraden  entspricht. 

ErkL  240.  Die  Punkte  ABC  bezw.  die  Geraden  abc  müssen  ein  Dreieck  bilden.  Denn 
wären  die  Punkte  ABC  selbst  auf  einer  Geraden,  oder  gingen  die  Geraden  abc  selbst  durch 
einen  Punkt,  so  wäre  die  Lösung  überhaupt  unmöglich,  wenn  das  Element  P  bezw.  jj  nicht 
selbst  das  vierte  harmonische  wäre;  ist  es  dies  aber,  dann  kann  S  jeder  Punkt  auf  _;>,  t  jede 
Gerade  durch  P  sein.    Zur  Konstruktion  vergleiche  man  auch  Erkl.  226. 


Aufgabe  29.  Auf  einer  gegebenen  Seite 
eines  Fünfecks  einen  Punkt  zu  suchen,  aus 
dem  alle  fünf  Eckpunkte  durch  vier  har- 
monische Strahlen  projiziert  werden. 


Andeutung.     Man  vergleiche  die  beiden 
vorigen  Aufgaben. 


Aufgabe  30.  Ditrch  einen  gegebenen 
Punkt  auf  einer  Seite  im  Fünfseit  eine  Ge- 
rade zu  legen,  durch  welche  die  vier  übrigen 
Seiten  in  vier  harmonischen  Punkten  ge- 
schnitten werden. 


Aufgaben  über  die  harmonischen  Gebilde. 
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Aufgabe  31,  32.  Die  dualistischen  Anf- 
gaben  zu  den  Aufgaben  30  und  31  aufzustellen 
und  zu  lösen. 


Aufgabe  33.  Vier  beliebig-  g-egebene 
Punkte  sollen  durch  vier  harmonische  Strah- 
len aus  einem  Scheitel  5'  projiziert  werden. 

Auflösung.  Zieht  man  durch  einen  der 
gegebenen  Punkte  eine  beliebige  Gerade  als 
ersten  der  vier  harmonischen  Strahlen,  so  ist 
die  Aufgabe  zurückgeführt  auf  Aufgabe  28, 
hat  also  bei  jeglicher  der  möglichen  drei 
Zuordnungen  eine  bestimmte  Lösung.  Die 
allgemeine  Aufgabe  hat  daher  soviel  Lös- 
ungen, als  Gerade  durch  den  ersten  Punkt 
möglich  waren,  nämlich  einfach  unendlich 
viele. 


Aufgabe  34.  Vier  beliebig  gegebene  Ge- 
raden sollen  in  vier  harmonischen  Punkten 
durch  eine  Gerade  t  geschnitten  werden. 

Auflösung.  Wählt  man  auf  einer  der  ge- 
gebenen Geraden  einen  beliebigen  Punkt  als 
ersten  der  vier  harmonischen  Punkte,  so  ist 
die  Aufgabe  zurückgeführt  auf  Aufgabe  27, 
hat  also  bei  jeglicher  der  drei  möglichen 
Zuordnungen  eine  bestimmte  Lösiing.  Die 
allgemeine  Aufgabe  hat  daher  soviel  Lös- 
ungen, als  Punkte  auf  der  ersten  Geraden 
möglich  waren,  nämlich  einfach  unendlich 
viele. 


Erkl.  241.  Alle  Punkte,  welche  für  Aufgabe  33  als  Scheitel,  bezw.  alle  Geraden,  welche 
für  Aufgabe  34  als  Träger  erhalten  werden  können,  bilden  offenbar  eine  besondere  Art  von 
Punktreihe  bezw.  Strahlenbüschel,  welche  mau  definieren  kann  als  ,.geometrischen  Ort"  eines 
Punktes  oder  eines  Strahls  von  der  bestimmten  Eigenschaft.  Es  sind,  wie  sich  bald  zeigen 
wird.  Kes'elschnitte. 


Aufgabe  35.  Von  zwei  projekti vischen 
Pnnktreihen  sind  die  drei  zugeordneten 
Elementenpaare  gegeben.  Man  soll  zu  einem 
beliebigen  weiteren  Element  des  ersten  Ge- 
bildes das  zugeordnete  des  zweiten  Gebildes 
konstruieren. 


Aufgabe  36.  Von  zwei  projektivischen 
Strahlenbüscheln  sind  die  drei  zugeordneten 
Elementeupaare  gegeben.  Man  soll  zu 
einem  beliebigen  weiteren  Element  des  ersten 
Gebildes  das  zugeordnete  des  zweiten  Ge- 
bildes konstruieren. 


Auflösung.  Wegen  ihrer  grossen  Wichtigkeit  für  den  weiteren  Aufbau  der  projek- 
tivischen Geometrie  sind  diese  beiden  Aufgaben  im  dritten  Kapitel  dieses  Buches  ganz 
besonders  behandelt,  und  zwar  Aufgabe  35  in  Antwort  der  Frage  28,  Aufgabe  36  in  Ant- 
wort der  Frage  32.    Man  vergleiche  jeweils  den  zweiten  bis  fünften  Teil  dieser  Antworten. 

Erkl.  242.  Die  Auflösung  wird  vollständig  geleistet  mit  den  hier  zur  Verfügung  stehenden 
Hilfsmitteln,  kann  also  am  genannten  Orte  ohne  weitere  Vorbereitung  entnommen  werden.  Sie 
besteht  in  der  Aufsuchung  solcher  Vermittlungselemente,  dass  das  erste  und  letzte  Gebilde  durch 
eine  Reihe  von  Projektionen  und  Schnitten  miteinander  verbunden  werden.  Dass  dabei  durch 
jede  verschiedene  Art  doch  stets  gleiches  Ergebnis  entstehen  muss,  folgt  aus  der  Eindeutig- 
keit der  harmonischen  Beziehuner. 


Aufgabe  37.  Drei  gegebene  Geraden  ahc 
sollen  durch  eine  Gerade  aus  gegebenem 
Punkte  F  so  geschnitten  werden,  dass  die 
vier  entstehenden  Punkte  zu  einer  beliebig 
gegebenen  Gruppe  von  vier  gegebenen  Ele- 
menten projektivisch  werden. 

Auflösung.  I.  Analysis.  Angenommen 
die  Gerade  /  durch  P  (siehe  Figur  84)  sei 
der  Träger  der  gesuchten  vier  Schnittpunkte 
FäBC.  Dann  müssen  diese  aus  jedem 
Punkte,  z.  B.  (ab)  durch  vier  Strahlen  yj a ö c' 
projiziert  werden,  welche  ebenfalls  mit  der 
gegebenen  Elementengrappe  projektivisch 
sind.    Von  letzteren  vier  Geraden  kennt  man 


Aufgabe  38.  Drei  gegebene  Punkte  A  B  C 
sollen  aus  einem  Punkte  einer  gegebenen 
Geraden  p  so  projiziert  werden,  dass  die 
vier  entstehenden  Geraden  zu  einer  beliebig 
gegebenen  Gruppe  von  vier  gegebenen  Ele- 
menten projektivisch  werden. 

Auflösung.  I.  Analysis.  Angenommen 
Punkt  S  auf  p  (s.  Figur  85)  sei  der  Scheitel 
der  gesuchten  vier  Strahlen  pabc.  Dann 
müssen  diese  von  jeder  Geraden,  z.  B.  AB 
in  vier  Punkten  PABC  geschnitten  wer- 
den, welche  ebenfalls  mit  der  gegebenen 
Eleuientengruppe  projektivisch  sind.  Von 
letzteren  vier  Punkten  kennt  man  aber  l'AB 
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aber  pah  als  zugeordnet  zu  drei  Elementen, 
also  muss  c'  der  zum  vierten  Element  der 
gegebenen  Gruppe  zugeordnete  Strahl 
sein,  wenn  2^ ah  zu  den  drei  ersten  projek- 
tivisch  zugeordnet  sind.  Und  {et)  ist  der 
ScJmittpunkt  von  c  mit  dem  hiernach  zu  kon- 
struierenden vierten  Strahle  c' . 

II.  Konstruktion.  Mau  verbinde  P 
mit  {ah)  und  konstruiere  nach  Aufgabe  36 
denjenigen  vierten  Strahl  c'  zw.  'pah,  der 
dem  vierten  Element  der  gegebenen  Gruppe 
projektivisch  ist,  wenn  j?ai  den  drei  ersten 
zugeordnet  sind. 

IIL  Beweis.  Die  Punkte  PÄBC  sind 
projektivisch  zu  den  vier  gegebenen  Elemen- 
ten, denn  sie  sind  perspektivisch  mit  den 
vier  Strahlen  pabc',  welche  mit  jenen  pro- 
jektivisch konstruiert  sind. 

IV.  Determination.  Da  die  vier  ge- 
suchten Punkte  zu  den  vier  gegebenen  Ele- 
menten auf  24  verschiedene  Arten  zugeordnet 
werden  können,  so  hätte  man  ursprünglich 
24  Lösungen.  Von  diesen  fallen  aber  je 
vier  in  eme  einzige  zusammen,  die  wegen 
paarweiser  Elementenvertauschung  sich  selbst 
projektivisch  sind.  Daher  bleiben  sechs  ver- 
schiedene Lösungen  —  wenn  nicht  in  der 
Aufgabe  über  eine  der  sechserlei  Zuord- 
nungen bestimmte  Vorschrift  gegeben  wird. 


als  zugeordnet  zu  di-ei  Elementen,  also  muss 
C  der  zum  vierten  Element  der  gegebenen 
Gruppe  zugeordnete  Punkt  sein,  wenn 
PÄB  ,zi\  den  drei  ersten  projektivisch  zu- 
geordnet sind.  Und  CS  ist  der  Strahl  von 
C  durch  den  hiemach  zu  konstruierenden 
vierten  Punkt  C". 

IL  Konstruktion.  Man  schneide  p 
mit  AB  und  konstruiere  nach  Aufgabe  35 
denjenigen  vierten  Punkt  C  zu  PAB,  der 
dem  vierten  Element  der  gegebenen  Gruppe 
projektivisch  ist,  wenn  PAB  den  drei  ersten 
zugeordnet  sind. 

III.  Beweis.  Die  Strahlen  2^cihc  sind 
projektivisch  zu  den  vier  gegebenen  Elemen- 
ten, denn  sie  sind  perspektivisch  mit  den 
vier  Punkten  PABC,  welche  mit  jenen  pro- 
jektivisch konstruiert  sind. 

IV.  Determination.  Da  die  vier  ge- 
suchten Strahlen  zu  den  vier  gegebenen  Ele- 
menten auf  24  verschiedene  Arten  zugeordnet 
sein  können,  so  hätte  man  ursprünglich  24 
Lösungen.  Von  diesen  fallen  aber  je  vier 
in  eine  einzige  zusammen,  die  wegen  paar- 
weiser Elementenvertauschung  sich  selbst 
projektivisch  sind.  Daher  bleiben  sechs 
verschiedene  Lösungen  —  wenn  nicht  in  der 
Aufgabe  über  eine  der  sechserlei  Zuord- 
nungen bestimmte  Vorschrift  gegeben  wird. 


Erkl.  243.  Die  vier  gegebenen  Elemente  können  für  jede  der  beiden  Aufgaben  vier  Punkte 
einer  Geraden  oder  vier  Strahlen  eines  Punktes  sein.  Sind  sie  gleichartig  mit  den  durch  die 
Aufgabe  verlangten  Elementen,  so  ist  die  Konstruktion  genau  wie  in  Antwort  auf  Frage  28 
und  32;  sind  sie  ungleichartig,  so  erhält  man  gleichartige  durch  eine  beliebige  Projektion 
derselben. 

Erkl.  244.  Die  gefundenen  Elemente  PABC  bezvv.  pabc  können  zu  jeder  der  24  Permu- 
tationen der  vier  gegebenen  Elemente  zugeordnet  werden.  Nach  Antwort  der  Frage  35  und  36 
des  I.  Teiles  sind  aber  je  solche  zwei  von  diesen  24  Permutationen  zu  sich  selbst  projektivisch, 
welche  sich  nur  unterscheiden  durch  Vertauschuug  zweier  Elemente  und  der  zwei  andern.  Folghch 
kommen  wieder  so  viele  in  Wegfall,  dass  nur  sechs  selbständige  Unterscheidungen  übrig  bleiben. 

Erkl.  245.  Würden  die  gegebenen  Geraden  abc  bezw,  die  gegebenen  Punkte  ABC  in 
solcher  Lage  sein,  dass  die  ersten  durch  einen  Punkt  gehen,  die  letzten  in  einer  Geraden  liegen, 
so  wäre  die  Aufgabe  überhaupt  unmöglich,  wenn  nicht  das  neuentstehende  Element  P  bezw.  2> 
selbst  das  vierte  projektivisch  zugeordnete  ist;  ist  es  dies  aber,  dann  erfüllt  jede  Gerade 
durch  P  bezw.  jeder  Punkt  auf  ^j  die  Forderungen  der  Aufgabe. 


Aufgabe  39,  40,  41,  42.  Man  bilde  aus 
den  Aufgaben  87  und  38  abgeänderte  Auf- 
gaben nach  derselben  Art,  wie  die  Aufgaben 
29  bis  32  aus  den  Aufgaben  27  und  28  ent- 
standen —  und  löse  sie. 


Aufgabe  43.  Vier  beliebig  gegebene  Aufgabe  44.  Vier  beliebig  gegebene  Ge- 
Punkte soUen  aus  einem  Scheitel  durch  vier  raden  sollen  durch  eine  Gerade  in  vier 
Strahlen  projiziert  werden,  welche  mit  einer  Punkten  geschnitten  werden,  welche  mit 
Gruppe  von  vier  beliebig  gegebenen  Ele-  einer  Gruppe  von  vier  beliebig  gegebenen 
menten  projektivisch  sind.  Elementen  projektivisch  sind. 


Aufgaben  über  die  Massbeziehungen  harmonischer  Gebilde. 
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Auflösung.  Zieht  man  durch  einen  der 
gegebenen  Punkte  eine  beliebige  Gerade  als 
ersten  der  vier  projizierenden  Strahlen,  so  ist 
die  Aufgabe  zurückgeführt  auf  Aufgabe  38, 
hat  also  bei  jeglicher  der  sechs  möglichen 
Zuordnungen  eine  bestimmte  Lösung,  bei 
der  allgemeinen  Auffassung  aber  je  unendlich 
viele  Lösungen. 


Auflösung.  Wählt  man  auf  einer  der 
gegebenen  Geraden  einen  beliebigen  Punkt 
als  ersten  der  vier  Schnittpunkte,  so  ist  die 
Aufgabe  zurückgeführt  auf  Aufgabe  37,  hat 
also  bei  jeglicher  der  sechs  möglichen  Zu- 
ordnungen eine  bestimmte  Lösung,  bei  der 
allgemeinen  Auffassang  aber  je  unendlich 
viele  Lösungen. 


Erkl.  216.  Auch  bei  dieser  Angabe  kann  man  die  Gesamtheit  der  als  Lösung  entstehenden 
Punkte  bezw.  Strahlen  auffassen  als  ,. geometrischen  Ort-'.  Derselbe  ist  auch  hier  eine  Kurve, 
ein  Kegelschnitt.  


Aufgabe  45.  Man  soll  die  durch  die 
harmonische  Beziehung  festgelegte  Eindeutig- 
keit der  projekti vischen  Beziehimg  in  Sätzen 
ausdi'ücken. 

Erkl.  247.     Man  kann   die  nebenstehenden 
Ergebnisse   in   Formelschreibung   wiedergeben, 
wie  folgt : 
a)    ^Ä^3      -SiTx-^s        l>)    ^X^2      S,^S., 

S-2   A    ^3  ^    /\    ^3  Sl    A   ^3 


Auflösung, 
Aussagen : 


Man   erhält    die    folgenden 


^   A^3 

t.  i\  t. 


-    .    .      J  'S"!    A    -^2  ^2   A   ^3  S.2    /\    Sg. 

Die  Beweise  zu  allen  drei  Sätzen  stützen 
sich  jeweils  darauf,  dass  dem  vierten  harmoni- 
scheu Element  eines  Gebildes  auch  stets  das 
vierte  harmonische  Element  des  andern  Gebildes 
entsprechen  m  u  s  s  ;  und  zwar  gleichgültig, 
welche  Zwischengebilde  zur  Vermittlung  der 
projektivischen  Verwandtschaft   gedient  haben. 


Satz  a.  Ist  von  zwei  gegebenen  Ge- 
bilden jedes  zu  demselben  dritten  projek- 
tivisch,  so  sind  sie  auch  miteinander  pro- 
jektivisch. 

Satz  b.  Ist  von  zwei  projektivischen 
Gebilden  das  eine  zu  einem  dritten  projek- 
tivisch,  so  ist  auch  das  andere  mit  diesem 
dritten  projektivisch. 

Satz  c.  Haben  zwei  projektivische 
Gebilde  in  vereinigter  Lage  drei  gemein- 
same entsprechende  Elemente,  so  haben 
sie  alle  zugeordneten  Elemente  gemein- 
sam, sie  sind  identisch. 


2.  Aufgaben  über  die  Massbeziehungen  liarmonischer  Gebiide. 


(Zu  Abschnitt  2.) 


Aufgabe  46.  Man  konstruiere  vier  be- 
liebige hai-monischen  Strahlen  auf  Grund  der 
metrischen  Eigenschaften. 

Erkl.  248.  Die  erste  Konstruktion  geschieht 
auf  Grund  des  Satzes  6  b,  die  zweite  und  dritte 
geben  beide  dieselbe  Konstruktion  auf  Grund 
des  Satzes  7,  nur  ausgehend  die  eine  von  den 
Halbierungsgeraden,  die  andere  von  den  Winkel- 
schenkeln. 


Auflösung.  Man  verfährt  nach  den  Sätzen 
6  imd  7,  wie  folgt: 

I.  Man  verbindet  einen  beliebigen  Scheitel 
mit  Endpunkten,  Mittelpimkt  und  unendlich 
fernem  Punkt  einer  beliebigen  Strecke. 

IL  Man  zeichnet  einen  rechten  "Winkel 
und  trägt  am  einen  Schenkel  beiderseits 
gleichgrosse  Winkel  an. 

ni.  Man  zeichnet  zwei  beliebige  Geraden 
sowie  die  Halbierungsgeraden  ihres  Winkels 
und  Nebenwinkels. 


Aufgabe  47.  Beliebige  harmonische  Punkte 
aus  den  metrischen  Eigenschaften  zu  finden. 


Aufgabe  48.  Lehrsätze  fürs  Dreieck, 
Trapez  und  Pai'allelogramm  aus  den  harmo- 
nischen Beziehungen  in  Figur  86  und  87  ab- 
zuleiten. 


Auflösung.    Man  gewinnt  die  Sätze: 


126 


Projektivische  (neuere)  Geometrie.    II.  Teil. 
Figur  86.  Figur  87. 


OO/f 
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Erlil.  249,  Die  erste  der  nebenstehenden 
Aussagen  ist  nur  eine  andere  Ausdrucksweise 
des  Satzes  6b,  und  in  Fig.  86  anwendbar  auf 
Dreieck  FAB  oder  FOD.  —  Der  erste  Satz  über 
das  Trapez  besagt  die  Eigenschaft,  dass  in  Fig.  84 
Punkt  E  ins  Unendliche  gefallen,  folglich  Punkt  F 
zum  Mittelpunkt  von  HK  geworden  ist.  —  Der 
zweite  Satz  über  das  Trapez  ist  in  Figur  86 
daraus  zu  entnehmen,  dass  auch  die  Strahlen 
FE,  FA,  FG,  FB  vier  harmonische  sind,  also 
auf  der  Verbindungsgeraden  EG  vier  harmoni- 
sche Punkte  ausschneiden  müssen.  Von  diesen 
liegt  E  unendlich  fern,  folglich  G  in  der  Mitte. 


Erkl.  250.  Die  Sätze  über  das  Parallelo- 
gramm folgen  aus  Figixr  87  in  derselben  Weise, 
dass  nämlich  die  Parallelseiten  mit  der  unend- 
lich fernen  Geraden  und  mit  EG  bezw.  FG 
vier  harmonische  Strahlen  bilden,  also  auch  so- 
wohl auf  Seiten  als  Diagonalen  vier  harmonische 
Punkte  ausschneiden. 


Fürs  Dreieck: 

Satz.  Jede  Schwerlinie  eines  Drei- 
ecks bildet  mit  den  beiden  Nachbar- 
seiten  und  der  Parallelen  zur  Gegen- 
seite vier  harmonische  Strahlen. 

Fürs  Trapez: 

Satz.  Auf  der  Parallelen  zu  den 
Grundseiten  des  Trapezes  durch  den 
Schnittpunkt  der  nichtparallelen 
Seiten  wird  die  Strecke  zwischen  den 
Diagonalen  in   diesem  Punkte  halbiert. 

Satz.  Auf  der  Parallelen  zu  den 
Grundseiten  des  Trapezes  durch  den 
Schnittpunkt  der  Diagonalen  wird 
die  Strecke  zwischen  den  nichtparallelen 
Seiten  in  diesem  Punkte  halbiert. 

Fürs  Parallelogramm: 

Satz.  Die  Mittelparallelen  des  Par- 
allelogramms gehen  durch  den  Diago- 
nalenschnittpunkt. 

Satz.  Die  Parallelen  zu  den  Par- 
allelogramraseiten  durch  den  Diagonalen- 
schnittpunkt halbieren  die  Gegenseiten. 


Aufgabe  49.  Man  soll  die  vorigen  Sätze 
vom  Trapez  weiterführen  und  auch  in  Sätze 
vom  Dreieck  umsetzen. 


.-^  M 


<^V 
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Aufgabe  50.  Zu  drei  gegebenen  Punkten 
den  vierten  harmonischen  zu  konstruieren. 

Erkl.  251.  Sind  gegeben  EHF,  gesucht  K 
iu  Figur  88,  so  ziehe  man  EA,  HA,  FA  und 
FM\\AE,  mache  FN  =  FM  und  verbinde 
AN.  —  Sind  gegeben  EFK,  gesucht  H,  so 
verbinde  man  wieder  EA ,  FA ,  EA ,  ziehe 
FN\\AE,  mache  FM=  FX  und  ziehe  AM. 
Jedesmal  ist  AF  Schwerlinie  im  Dreieck  A3IN, 
und  AE  Parallele  zur  Gegenseite.  Vergleiche 
Aufo-abe  13. 


Auflösung.  Man  verbinde  die  drei  Punkte 
mit  einem  beliebigen  äusseren  Punkte  A, 
ziehe  durch  einen  der  gepaarten  Punkte  die 
Parallele  zum  Verbindungsstrahl  des  andern 
und  verdopple  die  darauf  durch  den  unge- 
paarten  Strahl  entstehende  Strecke  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  vom  ersteren.  Die 
Verbindungsgerade  des  Endpunktes  mit  dem 
Scheitel  Ä  trifft  den  gesuchten  vierten  Punkt. 


Aufgabe  51.  Zu  drei  gegebenen  Strah- 
len den  vierten  harmonischen  zu  kon- 
struieren. 

Erkl.  252.  Im  ersten  Falle  ist  gegeben  in 
Figur  88  AE,  AF  und  AH.  Man  zieht 
F3I\\AE,  macht  FN=FM  und  zieht  AN.  — 
Ist  gegeben  AE,  AF,  AK,  so  zieht  man 
FN\\AE,  macht  FM=FN  und  zieht  AM. 

Im  zweiten  Falle  ist  gegeben  in  Figur  88 
AE,  AH,  AK,  man  zieht  MN\\AE,  halbiert 
MN  und  verbindet  AF.  —  Ist  gegeben  AF, 
AH,  AK,  so  wird  die  Parallele  zu  AF  von 
AK  geschnitten  in  der  Verlängerung  über  A 
hinaus.  Der  Halbierungspunkt  wird  wieder  mit 
A  verbunden  und  liefert  AE  nach  dem  ersten 
Satze  der  Aufgabe  48.     Vergl.  Aufgabe  13. 


Auflösung.  I.  Man  schneide  die  drei  ge- 
gebenen Strahlen  durch  eine  Parallele  zu 
einem  der  gepaarten  und  verdopple  die 
darauf  durch  den  ungepaarten  Strahl  ent- 
stehende Strecke  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung vom  ersteren.  Die  Verbindungsgerade 
des  Endpunktes  mit  dem  Scheitel  ist  der 
gesuchte  vierte  Strahl. 

IL  Man  schneide  die  drei  gegebenen  Strah- 
len durch  eine  Parallele  zum  ungepaarten 
und  halbiere  die  darauf  durch  die  gepaarten 
Strahlen  entstehende  Strecke.  Die  Verbin- 
dungsgerade des  Mittelpunktes  mit  dem 
Scheitel  ist  der  gesuchte  vierte  Strahl. 


Aufgabe  52.  Die  beiden  vorigen  Auf- 
gaben in  möglichst  verschiedenen  Lagen  zu 
wiederholen. 


Aufgabe   53.     Den  Mittelpunkt   einer 
Strecke  durch  lineare  Konstruktion  zu  finden.        Auflösung.    Man  sucht  den  vierten  har- 
monischen Punkt  zum  unendlich  fernen  Punkte 

Erkl.  253.  Man  braucht  zu  nebenstehender  der  Strecke,  wenn  deren  Endpunkte  zuge- 
Konstruktion  parallele  Geraden  (wie  wenn  ordnet  sind, 
in  Figur  14  zu  gegebenen  Punkten  EFK  der 
Punkt  H  gesucht  würde);  deren  Konstruktion 
gilt  aber  als  linear,  nämlich  als  Verbindung 
mit  gegebenem  (unendlich  fernem)  Punkt.  Man 
zieht  EA,  FA,  BD,  ED,  FB,  CA. 

Aufgabe  54.  Eine  gegebene  Strecke  durch 
lineare  Konstruktion  zu  verdoppeln.  Auflösung.     Mau  sucht  den  vierten  har- 

monischen Punkt   zum   einen  Endpunkt  der 

Erkl.  254.    Man  denke  in  Figur  86  als  ge-   Strecke,  wenn  der  andere  Endpunkt  mit  dem 
geben  EHF,  gesucht  K  (oder  gegeben  EFK,   unendlich  fernen  zugeordnet  ist. 
gesucht  H).     Man  zieht  HA,  FA,   DC,   FC. 
AB,  DB. 


Aufgabe  55.    Eine  gegebene  Fläche  durch 
lineare  Konstruktion  zu  ver-><-facheu. 


Andeutung.  Man  wiederhole  Aufgabe  54. 
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Aufgabe  56.  Die  harmonischen  Eigen- 
schaften des  Vierecks  sollen  allein  auf 
Grund  der  Doppelverhältnisse  nachgewiesen 
werden. 

Erkl.  255.  Da  das  Doppelverhältnis 
von  vier  Punkten  definiert  ist  als  Quotient  der 
Teilungsverhältnisse  der  Strecke  der  beiden 
ersten  Punkte  durch  den  dritten  und  vierten, 
so  schreibt  man  auch  die  Eeihenfolge  der  Strah- 
len ganc  im  Doppelverhältnis  so,  dass  zwei 
Strahlen  gn  durch  o  innen,  durch  c  aussen  ge- 
teilt werden.  Dann  rauss  natürlich  auch  in 
jedem  projektivischen  Gebilde  die  Anordnung 
der  entsprechenden  Elemente  so  sein,  dass  das 
erste  und  zweite  durchs  dritte  innen,  durchs 
vierte  aussen  getrennt  werden. 

Erkl.  256.  Nach  Satz  9  des  I.  Teiles  ist 
das  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  dasselbe 
wie  das  Doppelverhältnis  der  Strahlen,  durch 
welche  sie  geschnitten  werden;  und  auch  das 
Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  dasselbe  wie 
das  Doppelverhältnis  derjenigen  vier  andern 
Punkte  (in  gleicher  Eeihenfolge),  welche  durch 
dieselben  vier  Strahlen  ausgeschnitten  wer- 
den. —  Nach  Satz  6  des  I.  Teiles  erhält  all- 
gemein ein  Doppelverhältnis  den  reciproken 
Wert,  wenn  man  die  Elemente  eines  seiner 
Elementenpaare  vertauscht.  Hat  also  hier  das 
Doppelverhältnis  den  besonderen  Wert,  dass  es 
seinem  reciproken  Werte  selbst  gleich  ist,  so 
muss  es  einen  ausgezeichneten,  einen  konstanten 
Wert  haben;  und  dieser  ist,  wie  auch  in  Erkl.  41 
ausgeführt  wird,  der  Wert  — 1  für  die  har- 
monische Beziehung. 

Erkl.  257.  Aus  nebenstehendem  Ergebnis 
folgt  sofort  der  Satz  5  in  seinen  beiden  Teilen, 
da  nach  Satz  9  des  I.  Teils  die  harmonische 
Beziehung  durch  Schneidungen  der  Strahlen 
ganc  und  Projektionen  ihrer  Schnittpunkte  so- 
fort übertragen  werden  muss. 


Auflösung.  In  der  Xebenecke  F  des  voll- 
ständigen Vierecks  (Figur  76)  bezw.  in  der 
Ecke  ii'des  vollständigen  Vierseits  (Figur  77) 
haben  die  vier  Strahlen  gnac  das  Doppel- 
verhältnis (gnac).  Nach  Satz  9  des  I.  Teils 
hat  denselben  Wert  auch  das  Doppel  Ver- 
hältnis der  von  den  vier  Strahlen  gnac 
ausgeschnittenen  Punkte  auf  Z>  oder  auf  d,  also: 

(gnac)  =  {EIBC)  —  {EL  AD). 
Wegen   der  Strahlen  mfne   durch  G  haben 
aber  auch  gleiches  Doppel  Verhältnis  die  von 
diesen  Strahlen  auf  6  und  (^ ausgeschnittenen 
Punkte,  also: 

{EIBC)  =  {mnfe)  =  {EL  DA). 
Nach  dem  vorigen  muss  daher  hier: 

{EL  AD)  =  ELDA) 
sein;    nach   Satz   6    des    I.  Teiles    aber   ist 
allgemein: 

(^^^-^)  =  wriD)- 

Hiernach  muss  das  Doppelverhältnis 
{EL AD)  den  ausgezeichneten  Wert  haben, 

dass: 

-,   oder  {ELAD)2  =  1. 


Dies  kann  nur  zutreffen,  wenn  {EL  AD) 
entweder  gleich  -\- 1  oder  gleich  —  1  ist. 
Der  Wert  -{-  1  kann  nicht  vorliegen ,  weil 
in  diesem  Falle  drei  Punkte  zusammenfallen 
müssten,  also  hat  man  {ELAD)  =  —  1; 
und  das  ist  der  Wert  des  Doppelverhältnisses 
fiii'  vier  harmonische  Elemente,  hierfür 
die  Punkte  EL  AD  oder  EIBC,  auch 
EGHK  sowie  MGÄC,  NGBD  und  die 
Strahlen  gnac. 


Aufgabe  57.    Derselbe  Beweis  soll  statt 
mit    Punkten ,    mit    Strahlen    durchgeführt        Andeutung.    Man  steUe  den  dualistischen 
werden.  Beweis  zur  Auflösung  der  Aufgabe  56  auf. 


Aufgabe  58.  Man  soll  die  verschie- 
denen Einführungsarten  der  haimoni- 
schen  Gebilde  in  den  Fragen  und  Aufgaben 
dieses  Lehrbuches  übersichtlich  zusammen- 
stellen. 

Erkl.  258.  Als  notwendige  Ergänzung  der 
nebenstehenden  sechs  Fälle  wäre  hinzuzufügen: 

7)  der  Nachweis ,  dass  aus  den  auf  Grund 
der  Vierecksbeziehungen  erhaltenen  geometri- 
schen Definitionen  der  harmonischen  Gebilde 
auch  die  metrischen  Eigenschaften  des  Doppel- 
verhältnisses  —  1   bezw.    der   Proportion   glei- 


Auflösung.  Es  stehen  sechs  verschie- 
dene Wege  zu  Gebote  für  die  Einführung 
der  haimonischen  Gebilde: 

1.  a)  Die  rein  geometrische  Definition 
der  harmonischen  Punkte  auf  Grund  der 
Vierecksbeziehung,  dazu  b)  die  Defini- 
tion der  harmonischen  Strahlen  als  Pro- 
jektion der  wie  eben  definierten  harmoni- 
schen Punkte,  und  sodann  c)  der  Nachweis 
der   Dualität  zwischen    diesen   harmoni- 


Aufgaben  über  die  Massbeziehungen  harmonischer  Gebilde. 


129 


eher  innerer  und  äusserer  Teilung  abgeleitet 
werden  können,  bezw.  dass  die  geometrisch 
definierten  harmouiseheu  Gebilde  übereinstim- 
men mit  den  metrisch  definierten;  —  und 
umgekehrt 

8)  der  Nachweis,  dass  aus  den  auf  Grund 
des  Doppelverhältnisses  —  1  bezw.  der  Propor- 
tion gleicher  innerer  und  äusserer  Teilung  er- 
haltenen metrischen  Definitionen  der  harmo- 
nischen Gebilde  auch  die  geometrischen 
Eigenschaften  der  Vierecksbeziehuugen  abge- 
leitet werden  können,  bezw.  dass  die  metrisch 
definierten  harmonischen  Gebilde  übereinstim- 
men mit  den  geometrisch  definierten. 

Erkl.  259.  Ordnet  man  die  Antworten  und 
Auflösungen  im  Buche  nach  der  Reihenfolge  der 
in  nebenstehender  Auflösung  sowie  Erkl.  258 
aufgestellten  Gesichtspunkte,  so  erhält  mau: 

la)  aus  Autwort  2,  Ib)  aus  Antwort  8), 
Ic)  aus  Antwort  9  und  10  sowie  Auflösung  6 
und  15; 

2  a)  aus  Auflösung  4,  2  b)  aus  Erkk  219, 
2e)  aus  Antwort  9  und  10  sowie  Erkl.  229; 

3  a)  aus  Antwort  2,  3  b)  aus  Auflösung  4, 
3  c)  aus  Antwort  9  und  10  sowie  Auflösung  6 ; 

4  a)  aus  Antwort  13  und  14,  4  b)  und  4  c) 
aus  Antwort  20  bezw.  Satz  9  des  I.  Teils; 

5  a)  und  5  b)  aus  Antwort  13,  5  c)  aus  Satz  9 
des  I.  Teils; 

6  a)  aus  Antwort  13,  »3  b)  und  6  c)  aus  Satz  9 
des  L  Teils ; 

7)  aus  Antwort  16  und  17; 

8)  mit  der  Proportion  aus  Antwort  15,  mit 
dem  Doppelverhältnis  aus  Auflösung  56  und  57. 

Erkl.  260.  Ordnet  man  umgekehrt  die  Fälle 
1  bis  8  der  nebenstehenden  Auflösung  und 
Erkl.  258  nach  der  Reihenfolge  der  Antworten 
und  Auflösuugen  im  Buche,  in  welchen  sie  be- 
handelt sind,  so  erhält  man: 

Antwort  2,  3,  4,  5,  6,  7  zu  1  a) ;  Antwort  8 
zu  Ib);  Antwort  9  zu  1  c),  2  c);  Antwort  10  zu 
1  c),  2  c),  3  c) ;  Antwort  13  und  14  zu  4  a),  5  a)  b), 
6  a);  Antwort  15  zu  8;  Antwort  16  bis  19  zu 
7;  Antwort  20  zu  4b)c).  —  Auflösung  1  bis  3 
zu  la);  Auflösung  4,  5  zu  2b),  3a);  Auflösung 6 
zu  2,  3,  4c);  Auflösung  7,  8  bis  12  zu  2b), 
3  a);  Auflösung  15  zu  1,  2  c);  Auflösung  16  zu 
2,  3  c);  Auflösung  46  zu  5  b),  6  a) ;  Auflösung 
47,  52  zu  5  b),  6  c);  Auflösung  50,  52  zu  4  c), 
5  b);  Auflösung  51,  52  zu  4,  5b)c);  Auflösung 
53  bis  55  zu  ob),  6c);  Auflösung  56,  57  zu  8. 

Erkl.  261.  Zur  hier  gegebenen  Uebersicht 
gehört  noch  die  Bemerkung,  dass  die  Invarianz 
der  harmonischen  Beziehung  bei  der  Projektion 
behandelt  ist  in  Antwort  10  und  11,  19  und  20 
sowie  Satz  9  des  I.  Teils. 


sehen  Strahlen  und  den  vorigen  harmoni- 
schen Punkten. 

2.  Die  rein  geometrische  dualistische 
Definition  sowohl  a)  der  harmonischen  Punkte 
als  auch  b)  der  harmonischen  Strahlen  auf 
Grund  der  Vierecksbeziehungen,  und  dazu 
c)  der  Nachweis,  dass  Projektionen  sol- 
cher harmonischen  Punkte  und  Strahlen  immer 
wieder  ebensolche  harmonische  Punkte  und 
Strahlen  liefern. 

3.  a)  Die  rein  geometrische  Definition 
der  harmonischen  Strahlen  auf  Grand  der 
Vierecksbeziehungen,  dazu  b)  die  Defini- 
tion der  harmonischen  Punkte  als  Schnitt 
der  wie  eben  definierten  harmonischen  Strah- 
len und  sodann  c)  der  Nachweis  der  Duali- 
tät zwischen  diesen  harmonischen  Punkten 
und  den  vorigen  harmonischen  Strahlen. 

4.  a)  Die  metrische  Definition  der  har- 
monischen Punkte  auf  Grund  des  Doppel- 
verhältnisses —  1,  oder  was  dasselbe 
heisst,  auf  Grund  der  Proportion  gleicher 
innerer  und  äusserer  Teilung,  dazu  b)  die 
Definition  der  harmonischen  Strahlen  als 
Projektion  der  wie  eben  definierten  har- 
monischen Punkte,  und  sodann  c)  der  Nach- 
weis, dass  auch  diese  harmonischen  Strah- 
len gleiches  Doppelverhältnis  haben, 
wie  die  vorigen  harmonischen  Punkte. 

5.  Die  metrische  dualistische  Definition 
sowohl  a)  der  harmonischen  Punkte  als 
auch  b)  der  harmonischen  Strahlen  auf 
Grund  des  Doppelverhältnisses  — 1  oder 
der  Proportion  gleicher  innerer  und  äusserer 
Teilung,  und  dazu  c)  der  Nachweis,  dass 
Projektionen  solcher  harmonischen 
Punkte  und  Strahlen  immer  wieder  eben- 
solche harmonische  Strahlen  und  Punkte 
liefern. 

6.  a)  Die  metrische  Definition  der  har- 
monischen Strahlen  auf  Grund  des  Doppel- 
verhältnisses —  1  oder  der  Proportion 
gleicher  innerer  und  äusserer  Teilung,  dazu 
b)  die  Definition  der  harmonischen  Punkte 
als  Projektion  der  wie  eben  definierten 
harmonischen  Strahlen  und  sodann  c)  der 
Nachweis,  dass  auch  diese  harmonischen 
Punkte  gleiches  Doppelverhältnis 
haben  wie  die  vorigen  harmonischen  Strahlen. 

Ueber  die  gegenseitige  Ueberführung  der 
Einführungen  1  —  3  und  4—6  sehe  man  die 
Erkl.  65. 


Sachs,  Projektivische  (neuere)  Geometrie.    II.  Teil. 
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Figur  89. 

3 


-K  i-3'Z:6 


-' 1 K  Z.^--6:n 


Aufgabe  59.  Man  berechne  die  Lage 
des  vierten  harmonischen  Punktes  zu  drei 
nach  Lage  und  Zuordnung  gegebenen  Punkten. 

Erkl.  262.  Wählt  man  als  Beispiel  die 
dritte  Zeile  der  Figur  89,  so  ist  im  ersten 
Falle  der  nebenstehenden  Antwort: 

2-4-28 
k)  fl  z=  4,   6  ==  28,  X  —    .    .   ^^    =  7 


für  den  einen,  und 

/3)  a  =  21,  Z^  =  28.  x  = 


4-f-28 
2-21-28 


21  +  28 

für  den  andern  inneren  Punkt. 
Im  zweiten  Falle  wird: 

«)  o  =:  4 ,    c  =  /  ,    y  ^=-  - 


8  —  7 
21-24 


—  24 


=  28 


für  den  einen,  und 

21-24 
^)  a  =  21,  0  ^  24,  y  =  ^^ZT^  =  ^^ 

für  den  andern  äusseren  Punkt. 

In  der  That  muss  y  gleichen  Wert  erhalten, 
oh  man  den  Abstand  Ah  oder  DA  sucht. 

Erkl.  2fi3.  Wenn  die  Abstände  der  Punkte 
nur  in  allgemeinen  Grössen  gegeben  sind, 
so  muss  doch  über  deren  Grössenvergleich  die 
Annahme  «  <^  &  bezw.  a  <^  c  gemacht  werden. 
Sonst  führen  die  Ausdrücke  von  x  und  y  auf 
unbrauchbare  Werte.  In  der  That  muss  im 
ersten  Falle  der  Wert  von  x  grösser  werden 
als  «,  aber  kleiner  als  h.  im  zweiten  Falle  der 
Wert  von  y  grösser  als  c,  damit  die  richtige 
Lage  des  vierten  Punktes  zu  den  drei  ersten 
herauskommen  kann. 

ErkL  264.  In  den  beiden  Fällen  der  neben- 
stehenden Lösung  erkennt  man  sofort  die  Ueber- 
einstimmung  der  Beziehung  in  der  Art ,  dass 
der  Buchstabe  a  beide  Male  dieselbe  Strecke 
bezeichnet,  dagegen  die  Werte  x  und  fc  des 
ersten  Falles  mit  den  Werten  c  und  y  des 
zweiten  Falles  übereinstimmen. 


3  S'/ZZO 


Auflösung.  Man  unterscheidet  die  zwei 
Fälle,  ob  der  gesuchte  Punkt  ein  innerer 
oder  äusserer  ist: 

1.  Ist  der  gesuchte  Punkt  ein  innerer, 
so  bezeichne  a  den  Abstand  des  gegebenen 
mittleren  Punktes  von  dem  ihm  nicht  zuge- 
ordneten äusseren  Punkte,  h  den  Abstand 
der  beiden  äussersten  Punkte,  x  den  Abstand 
des  gesuchten  Punktes  vom  ersteren  (ihm 
zugeordneten)  äusseren  Punkte.  Dann  hat 
man  x  zu  finden  entweder  aus  der  Glei- 
chung der  Proportion  gleicher  innerer  und 
äusserer  Teilung: 

a  -.{x  —  ö)  ^=  fc  :  (&  —  x), 
woraus : 

_    2a b 

^-IT+T' 
oder    immittelbar   als   harmonisches  Mittel, 
welches  genau  denselben  Wert  liefert. 

2.  Ist  der  gesuchte  Punkt  ein  äusserer, 
so  bezeichne  a  den  Abstand  des  gegebenen 
äusseren  Punktes  vom  nicht  zugeordneten, 
c  seinen  Abstand  vom  zugeordneten  in- 
neren Punkte,  y  seinen  Abstand  vom  ge- 
suchten Punkte.  Dann  hat  man  y  zu  finden 
entweder  aus  der  Gleichung  der  Propor- 
tion gleicher  innerer  und  äusserer  Teilung: 

a:{c  —  a)  =  y:  {y  —  c), 
woraus : 

ac 

^  =  -2^^r7' 

oder  aus  der  Gleichung  füi*  das  harmonische 
Mittel: 

«  +  // 
woraus  derselbe  Wert  hervorgeht. 


Aufgabe  60.  Man  wiederhole  Aufgabe  59 
für  die  Fälle  der  zweiten  und  vierten  Zeile 
der  Figur  89. 


Andeutung.  Man  verfahre  wie  in  Erkl.  262. 


Aufgaben  über  die  Massbeziehungen  harmonischer  Gebilde. 
Figur  90. 
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Aufgabe  61.  Mau  berechne  die  Lage 
des  vierten  harmonischen  Strahles  zu  drei 
nach  Lage  und  Zuordnung  gegebenen  Strahlen. 

Erkl.  265.  Setzt  man  in  Figur  90  als  be- 
kannt die  Strahlen  efh,  gesucht  k  und 

<^(eA)  =  48«,  (Jif)  =  29", 
so  hat  man  für  die  beiden  Fälle  nebenstehender 
Berechnung  folgenden  Plan: 

1.  Gesucht  k  als  innerer  Strahl:  Aus- 
gangsstrahl h: 

((  =  (hf)  =  290, 
ß  =  {he')  =  132", 
(f  =  Qik), 

ct<Jff>  —  -^  {ctg  a  -j-  ctg  ß) 

=  -^  {ctg  29»  -f  ctg  132") 
=  4"  {ctg  29"  —  ctg  48") 


(1,8040478  —  0,9004040) 
•  0,9036438  =  0,4518219. 


Also: 


(f  =  65"  41' 17,8"; 
<^  {fk)  =  (^  —  «  =  360  41'  17,8". 
2.   Gesucht  k  als  äusserer  Strahl,   bezw. 
als  k'\  Ausgangsstrahl  /: 

«  =  {fh)  =.  290,  -wie  oben, 
y  =  ife)  =  770, 
,/;  =  {fk'), 
ctg  ijj  :=  2  ctg  y  —  ctg  a 

—  2  ctg  77"  —  ctg  29" 

=  2-0,2308682  —  1,8040478 

=:  —  1,3423114. 
Also: 

ctg  (1800  —  V»)  =  -f  1,3423114 
1800  —  ,/,=:  36"  41'  7,7", 

V  =  143"  18'  52,3"  ; 
{ek')  =  ilJ  —  y  =  66"  18'  52,3". 


Auflösung.  1.  Man  kann  den  gesuchten 
Strahl  stets  als  einen  inneren  behandeln, 
indem  man  in  Figur  90  für  Auffindung  der 
Strahlen  h  und  f  die  Strahlen  '-  und  k  als 
äussere,  für  Auffindung  der  Strahlen  c  bezw.  k 
dagegen  f  und  k'  bezw.  h  und  e'  als  äussere 
Strahlen  betrachtet. 

Ist  dann  nach  dieser  Auffassung  a  der 
Winkel  des  gegebenen  mittleren  Strahles  mit 
dem  ihm  nicht  zugeordneten  äusseren  Strahl, 
ß  der  Winkel  der  beiden  äussersten  Strahlen, 
ff  der  Winkel  des  gesuchten  Strahles  mit  dem 
erste ren  ihm  zugeordneten  äusseren  Strahle 
(alle  drei  Winkel  in  gleicher  Umlaufsrich- 
tung gemessen),  so  findet  man  qi  stets  aus 
der  Gleichung: 

ctgip  =  ~  {ctg  a  +  ctg  ß). 

2.  Man  könnte  den  gesuchten  Strahl  auch 
stets  als  einen  äusseren  behandeln,  indem 
man  in  Figur  90  für  Auffindung  der  Strahlen 
e,  k  die  Strahlen  h  und  /"  als  innere,  für  Auf- 
findung der  Strahlen  h  bezw.  /'  dagegen  f  und 
k  bezw.  e  und  h  als  innere  betrachtet. 

Ist  dann  nach  dieser  Auffassung  «  der 
Winkel  des  gegebenen  äusseren  Strahles 
mit  dem  nicht  zugeordneten,  y  sein  Winkel 
mit  dem  zugeordneten  inneren  Strahle, 
^  sein  AVinkel  mit  dem  gesuchten  Strahle 
(alle  drei  in  gleicher  ITmlaufsrichtung  ge- 
messen), so  findet  man  xp  aus  der  Gleichung: 

ctg  y  =  "2  {<:fff  «  +  <''.^/  '/')' 

woraus: 

ctg  xp  =:  2  ctg  y  —  ctg  u. 

.S.  Ueber  die  verschiedenen  Auffassungen 
der  Strahlen  als  innere  und  äussere  ver- 
gleiche Figur  90  und  Erkl.  Gla. 
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Erkl.  266.  Beide  Ergebnisse  der  vorigen 
Erklärung  stimmen  überein ,  da  ip  -]r  ^  —  " 
=  180"'.  Man  erhält  also  eine  Gruppe  har- 
monischer Strahlen,  wenn  mau  (bis  auf  Minuten 
genau)  nebeneinander  anträgt  die  Winkel: 
66n9',  48",  29o,36Ml',  66019',  480,  29°,  360  41'  _  zusammen  3600. 


Aufgabe  62.     In  Figur  90  sei  gegeben: 
<^(e'Ä,-)  =  660  19',  <^(Ä:/')  =  360  41'; 
gesucht  Strahl  /(. 


Andeutung.  Man  verfahre  nach  Aufgabe  61 
und  Erkl.  265. 


Aufgabe  63.  Man  bestätige  numerisch 
an  Figur  90  den  Wert  —  1  des  Doppelver- 
hältnisses  aus  den  vorigen  Winkeln. 


Erkl.  267.     .Man  hat 

log  sin  480  = 
log  sin  290  = 

loff  Quot  = 

Quot  = 

log  sin  1130  41'  = 

log  sin  360  41'  =_ 

log  Quot  = 

Quot  = 

Und  ebenso: 

log  sin  360  41  = 

log  sin  290  =:_ 

log  Quot  = 

Quot  = 

%s/«  1130  41'  = 

log  sin  480  = 

log  Quot  = 

Quot  = 


0,87107  —  1 
0,68557  —  1 
0,18550 
1,533 

0.96179  —  1 
0,77626  —  1 
0,18553 
1,533 

0,77626  —  1 
0,68557  —  1 
0,09069  ~ 
1,232 

0,96179  —  1 
0,87107  —  1 
0,09072 
1,232 


Auflösung.  Das  Doppelverhältnis  der 
Strahlen  efhk  oder  (efhk)  ist  gleich: 

sin  (eh)       sin(ek) 

sin  {hf)    '    sin  (kf) ' 
jenes    derselben    Strahlen    in     umgekehrter 
Reihenfolge : 

(khfe)  -  ^''"  ^^^^   :  ^^'"  (^^) . 
sin  (fh)    '  sin  (eh)  ' 

Die  beiden  Quotienten  müssen  also  beide 
Male  denselben  Wert  enthalten.  In  der 
That  ist  auch  (ohne  Rücksicht  aufs  Vor- 
zeichen — ): 


sin  480 
sin  290 
und 

sin  360  41 


=  1,533; 


sm  1130  41' 


sin  360  41' 


=  1.533 


=  1,232; 


sm  1130  41' 


1.232. 


sm29"  ''       '       sm480 

Man  sehe  die  Ausrechnung  in  Erkl.  267. 


Erkl.  268.  Dass  die  beiden  Ergebnisse  nicht 
ganz  bis  auf  die  letzten  Decimalstellen  über- 
einstimmen, rührt  daher,  dass  die  Bestimmung 
des  Winkels  360  41'  bezw.  660 19'  aus  Erkl.  265 
auch  nur  bis  auf  Minuten  genau  entnommen 
wurde,  während  die  Sekunden  ausser  Acht 
gelassen  wurden. 


Aufgabe  64.    Dieselbe  Aufgabe  für  an- 
dere Winkelwerte  zu  wiederholen. 


Aufgabe  65.  Man  berechne  und  bestätige 
in  Figur  89  Zeile  3  die  Beziehung  der  beiderlei 
gleichgrossen  Teilungsverhältnisse.  Auflösung.    In  Zeile  3  der  Figur  89  ist 

^,,    ««»     T. ...,       ^  ÄC:CB  =  ÄD:DB  =  i:n  =  xmi 

^oS'V■     ?\.    l^^^''^T  YT\^'a?.T^   DB : BC  =  D A: äC  =  1 :  l  =  y.     In   der 
1,232  für  die  Strahlen  der  Aufgabe  63  stehen    mj    |.  •  ^ .  ^ 

nicht  mehr  in  dem  einfachen  Verhältnis,  wie  in 
Erkl.  54  für  Punkte  nachgewiesen  wurde.  x-\-\ 
Vielmehr  müsste  hier  eine  Umrechnung-  mit 
Funktionen  gemacht  werden,  während  in  Erkl.  54 
eine  solche  viel  einfacher  mit  Strecken  durch- 
geführt werden  konnte.   Auch  ist  nach  Erkl.  59 

die  gegenseitige  Beziehung  der  Sinusquotienten       

bei  den  Strahlen  keine  konstante.  >/  —  1 


^=(4+0^(1-0 


y  +  i 


7       1 
=  (7  +  l):(7-l)  =  |  =  i- 


Aiifgaben  über  die  Massbeziehungeu  harmonischer  Gebilde. 
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Aufgabe  66.  Dieselbe  Aufgabe  für  Zeile  2 
bezw.  4:  der  Figur  89  zu  lösen. 


Aufgabe  67.  Man  sncbe  durch  Berech- 
nung und  Konstruktion,  welcher  Zwischenton 
im  Intervall  einer  Quinte  den  besten  Wohl- 
klang ergibt ,  bezw.  welche  Saitenlängen 
dabei  auftreten. 


Erkl.  270.  Aufgaben  wie  die  nebenstehende 
wurden  schon  im  Altertum  ausgeführt  in  der 
sog.  pythagoreischen  Schule  auf  Grund  der  Ex- 
perimeute  mit  dem  sog.  Monochord.  Daraus 
leitete  jene  Schule  ihre  Ansicht  ab,  dass  die 
Zahl  das  allgemeine  Bedingungspriuzip  für  jede 
Harmonie  der  Dinge  sei,  und  diese  Auffassung 
wurde  verallgemeinert  bis  zur  Harmonie  der 
sittlichen  Ordnung  unter  den  Menschen  und 
bis  zur  ..Harmonie  der  Sphären". 

Erk.  271.  Als  Figur  für  nebenstehende 
Ausführung  kann  genaue  Verwendung  finden 
die  zweite  Zeile  der  Figur  89,  indem  dort  von 
rechts  her  10  und  15  angetragen  sind,  und  der 
vierte  harmonische  Punkt  im  Abstand  12  vom 
rechten  Endpunkt  erscheint. 

Für  die  Saitenlängen  ist  bei  dieser  wie  bei 
allen  derartigen  Rechnungen  die  Spannung  durch 
gleiches  Gewicht  sowie  gleiche  Masse  der 
Längeneinheit  der  Saiten  vorausgesetzt.  Vergl. 
die  physikalische  Formel  in  Erkl.  58. 


Auflösung.  1.  Bei  einer  Quinte  ist  das 
Verhältnis  der  Schwingungszahlen  wie  1 : 1,5 
oder  wie  2 : 3.  Die  Schwingungszahl  des 
bestklingenden  Zwischentons  hat  also  die 
Proportionalzahl : 

l(2  +  3)  =  2l 

und  liefert  den  Dreiklang  mit  Verhältnis  der 
Schwingungszahlen : 


1 


ila^ 


,,53 
oderl:-:- 


4:5:6. 


4         2 

Der  Zwischenton  ist  also  die  grosse  Terz. 

2.   Bei    einer   <;^uint    ist    das   Verhältnis 
2 
der   Saitenlängen    wie    1 :  -5-  oder  wie  3 :  2. 

Die    Länge    der    am    besten    mitklingenden 
dritten  Saite  ist  also  das  harmonische  Mittel 


von  3  imd  2, 


nämlich: 
2-3-2 


12 


und  liefert  das  Verhältnis  der  Längen: 


12 


2  oder  15 


12  :  10  oder  1 :  — 
o 


Die  mittlere  Saitenlänge  klingt  in  der  grossen 
Terz. 

3.  Zur  Konstruktion  letzterer  Länge  trage 
man  zwei  Strecken  von  der  Länge  2  und  3 
(bezw.  10  und  15)  von  gemeinsamem  Anfangs- 
punkt in  gleicher  Eichtung  an  und  konstruiere 
den  diesem  gemeinsamen  Punkt  zugeordneten 
vierten  harmonischen  zwischen  den  gepaarten 
beiden  Endpunkten.  Man  erhält  den  Punkt  im 

2 
Abstand  2^r-  (bezw.  12)  vom  Anfangspunkt. 


Aufgabe   68.     Die  gleiche  Aufgabe  für 
das  Intervall  der  Sext  zu  lösen. 


Aufgabe  69.    Man  soll  zu  dem  Ergebnisse  der  Erkl.  61a  eine  analoge  Beziehung  unter 
vier  harmonischen  Punkten  aufsuchen  und  beides  dualistisch  gegenüberstellen. 

Auflösung.     1.  Aus  Erkl.  61a  entnimmt  man   für  vier  harmonische   Strahlen   rfhk, 
wovon  (-  und  f  getrennt  sind  durch  h  und  k,  und  wobei  c'f'h'k'  die  Gegeustrahlen  zu 

efhk  sind, 

ct(J  («/■)  =  -!-  i'^tyieh)  +  ctg  (e^•)]  =  ^  {.^-t'J  (eh)  —  ctgik'e)] 
=  y  [ctg  (hf)  +  ctg  (k'f)]  =  i  [ctg  (Jif)  -  ctg  (fk)]. 
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Und  ebenso: 

ctg  {hk)=:^  [ctg  ifk)  +  ctg  {e k)]  =  —  [ctg  (fk)  -  ctg  (ke')] 

2.  In  gleicher  Weise  erhält  man  aber  auch  für  vier  harmonische  Punkte  EFHK,  wovon 
E  mid  F  getrennt  sind  durch  H  und  K,  die  Beziehungen: 


EF         2  \EH^  EK) 


und  ebenso: 


1 
EK 


2  \FK~  EKJ 


Siehe  den  Beweis  in  Erkl.  273. 


If-i L\ 

2\HF       FK/ 

=  irj L_\ 

2 \HF        ER) 


3.  Man  kann  daher  die  dualistischen  Sätze  aufstellen; 


Satz.  Das  Reciproke  der  Strecke 
zwischen  zwei  zugeordneten  harmo- 
nischen Punkten  ist: 

a)  gleich  der  halben  Summe  der 
Reciproken  der  zwei  Strecken  zwischen 
ihrem  äusseren  Endpunkte  und  dem 
inneren  und  äusseren  (von  ihm  aus  in 
gleicher  Eichtung  liegenden)  Teilpunkte; 

b)  gleich  der  halben  Differenz  der 
Reciproken  der  zwei  Strecken  zwischen 
ihrem  inneren  Endpunkte  und  dem  in- 
neren und  äusseren  (von  ihm  aus  in 
entgegengesetzter  Richtung  liegenden) 
Teilpunkte. 


Satz.  Die  Kotangente  des  Winkels 
zwischen  zwei  zugeordneten  harmo- 
nischen Strahlen  ist: 

a)  gleich  der  halben  Summe  der 
Kotangenten  der  zwei  Winkel  zwischen 
seinem  äusseren  Schenkel  -und  dem 
inneren  und  äusseren  (von  ihm  aus  in 
gleicher  Umlaufsrichtung  zu  erreichenden) 
Teilstrahle; 

b)  gleich  der  halben  Differenz  der 
Kotangenten  der  zwei  Winkel  zwischen 
seinem  inneren  Schenkel  und  dem  in- 
neren imd  äusseren  (von  ihm  aus  in 
entgegengesetzter  ümlaufsrichtung  zu  er- 
reichenden) Teilstrahle. 


4.  Dadurch  treten  für  jede  Gruppe  von  vier  harmonischen  Punkten  zwei  Paare  Gleich- 
ungen auf,  für  jede  Gruppe  von  harmonischen  Strahlen  vier  Paare  Gleichungen,  weil  bei 
vier  harmonischen  Punkten  nur  zwei  Punkte  als  äussere,  die  zwei  andern  nur  als  innere 
angesehen  Averden  können,  bei  vier  harmonischen  Strahlen  aber  jeder  sowohl  als  ein 
äusserer  wie  auch  als  ein  innerer  Strahl  betrachtet  werden  kann.  Von  diesen  letzteren 
Gleichungen  fallen  aber  in  den  Zahlenwerten  doch  wieder  je  zwei  in  eine  zusammen, 
weil  sie  sich  nur  unterscheiden  durch  den  positiven  bezw.  negativen  Wert  der  Kotan- 
genten eines  Winkels  bezw.  Nebenwinkels. 


Erkl.  272.  Im  obeustehenden  ist  jede  Winkelgrösse  durch  gleiche  Drehungsrichtung  der 
Schenkel  angegeben.  Wird  daran  festgehalten,  dass  {i)q)  der  entgegengesetzte  uud  daher  nega- 
tive Winkel  zu  {qp)  ist,  so  hat  man  {2)q)  =  180  —  {qp')  =  180  —  {q' p)  und 

<^t9  (pq)  =  —  ctg  [180  —  (pq)]  =  —  ctg  {q'p)  =  ctg  (pq')  =  ctg  {p'  q). 

Erkl.  273.  Während  der  erste  Teil  obenstehender  Auflösung  nur  Wiederholung  der  Ergeb- 
nisse aus  Erkl.  61  a  ist ,  erfordert  der  zweite  Teil  besonderen  Beweis ,  wenigstens  in  seiner 
zweiten  Hälfte,  da  ja  die  erste  Hälfte  nur  der  Ausdruck  für  das  harmonische  Mittel  darstellt. 
Der  Beweis  für  die  Eichtigkeit  der  zweiten  Hälfte  kann  folgendermassen  erbracht  werden: 

I.  Eine  Strecke  EF  =  a  sei  geteilt  innen  durch  H  und  aussen  durch  K  im  Verhältnis  m  -.n. 
wo  m'^n,  dann  ist  nach  früherem: 

EH  = ; «,  HF  =  — — I ■•«;   EK  =. a,  FK  = «;  HK  =  --^ -. 


in  -\-  n 


Dl  -j-  n 


und 
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Nun  ist: 
^^   Y  \EH  "^  -EivV  ~  2   V     ma      "*        ;>7^i     J  ~    2ma    ~ 'ä  ~~  'EF  ' 


~2  \FK  "^  'EKJ  ~  Y  V  "7^  "^     wa    J  ~    2»nnrt    ■ "  +  "-^  ~  2m  na      ~ 

J_  /^^ 1_\  _  2^  {_>!l+^  _    m  —  n  \  _     2n     _  1    _      1 

und 

m  -\-  n  m  -\-  n  \  m  -\- n  m-  —  n- 


1 
'HK 


1/1  1    \  \    ^  m-\-  n  m-\-  n  \  m  -\-n  

¥  \HF  ~~  'eh)  ~  ~2  \      M«  ma     )  ~    2m na    ^'"  ~  "^  ~ 


2mna  HK' 


Erkl.  274.    Derselbe  Beweis  bei  anderer  Grundlage  kann  folgendermassen  lauten: 

II.  Zum  Grenzpunkt  H  zweier  aneinanderstossenden  Strecken  EH  =  m  und  HF  =  n,  wo 

m^n ,   sei  der  äussere  vierte  harmonische  Punkt  K  gefunden ,   so   dass  EK  =  — ^^ — JL2L 

n  {in  -\-  n)         _              .   ,    „  ^^         2mn 
FK  =z  — ^ — —.     Dann  wird   HR  =  —;  und  es  ist: 


^^     2   V-Ei?  ~^  Ek)  ~   2   \m  "■     m{m-\-n)  )  ^   2 


m  {m  -\-  n) 
und 

m  -\-  n 


1/1  1    \  1   /    m — ■  n       1^     ?><  —  "    A  

Y  VFA'  "^  ek)  ~  ~2  \nini-\- n)  "^  m{m-\-n))  ~~ 


2  m  n  (m  -|-  n) 

1_  /_! 1_\  _  J^  /J^  _     >»  — »    \  _  2_n  1 

^    2   Vfli^'        Fk)~   2   \n         n{m-^n)J~   2n(m 


2   V^-F'        ^^/         2   V'^         mj 


2  n  (m  -\-  n) 
m  —  n  1 


m 

—  n      ' 

1 

1 

m 

+  »    ■ 

EF  ' 

m  —  n 

1 

2  m  n 

~  HK' 

1 

— 

"   EF 

) 

2m  n  HK 


Erkl.  275.    Setzt  man  die  beiden  Ausdrücke  a)  und  b)  des  obenstehenden  Satzes  für  EF 
bezw.  <^{ef)  einander  gleich,  so  kann  man  zu  folgendem  bemerkenswerten  Ergebnis  gelangen: 
1,1  1  1        ,         1,1,1,1  _ 


EH   '    EK        HF       FK  EH   '    EK   '    FH    '    FK 

ctg  {eh)  -\-  ctg  {ek)  =  ctg  {hf)  —  ctg  {fk)  oder  ctg  {eh)  -\-  ctg  {ek)  +  ctg  {fh)  +  ctg  {fk)  =  0. 
Und  genau  gleiches  Ergebnis  liefert  die  Gleichsetzuxig  der  Ausdrücke  für  HK  bezw.  <^{hk). 


Aufgabe  70.  Man  bestätige  zifferumässig 
die  Ergebnisse  der  vorigen  Sätze  an  Figur  89 
und  90. 


Aufgabe  71.  Gleiche  Aufgabe  für  die 
AufstelluDg  der  Erklärung  275. 

Erkl.  276.  Auch  die  Antworten  der 
Fragen  22,  23,  24  bieten  eine  grosse 
Zahl  von  Anwendungen  für  rech- 
nungsmässige  Bestätigung  an  den 
Figuren  89  und  90,  welche  hier  nicht 
alle  einzeln  als  „Aufgaben"  angeführt 
sind.     Dasselbe  gilt  für  Aufs:abe  74. 


Aufgabe  72.     Die  Sätze  9,   9a,   9b   an 
den  Figui'en  89  und  90  zu  bestätigen. 


Aufgabe  73.     Man  bestätige   die  Ueber- 
einstimmung  der  Erkl.  77  mit  Autlösung  der         Auflösung.     In  Figur  9<)  ist  nach  Auf- 
Aufgabe 61.  gäbe  61  in  der  Bezeichnungsvveise  der  Erkl.  77 

zu  setzen: 
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Erkl.  277.  Die  wirkliche  Ausrechnung  würde    ,,.  _  ^„o    /.,..a  _  a.,;,»  —  ^"^^   —  «qo  qa- 
am  besten  logarithmisch  geschehen,   wie  folgt:    («^)  -  "'•■  (am)  -  (mh)  - -^- -  SS^ 30  . 

log  tg  380  30'  —  0,9006052  —  1  also    {mxj)  =  38°  30'  —  29»  =  9"  30'.      Und 

r2.  Zo^  <(/ 380  30' =  0,8012104  —  1  ^^^1^  Auflösung  der  Aufgabe  61  müsste  ge- 

t       logctg'd^^O'  =  0,7763935  iimAQXi  werden  {mq)  =  75*^  11'  7,7". 

log  ctg  (mq)  =  0.5776039  ^^f.\^  gatz  iQa  bezw.  Antwort  auf  Frage 

^(wg)  =  75oil'7,8".  gS.  1   wird: 

Tncl  diese  Eeclmuug  ist  bequemer  als  jene                                                          (ah) 

in   Auflösung    der  Aufgabe  61;    das   Ergebnis  tg  {mq)  =  ctg {mx»)  •  tg"-—^ 

stimmt  bestens  überein.  __  ^^    go  39'  .  ^«2  38^  30. 

Dies    Produkt    gibt    8,780976,    und    das 
ist  mrklich  gleich  tg  75"  11' 7,8". 


Aufgabe  74.   Mau  beweise,  dass  für  vier 
harmonische  Punkte  .1 5  P(>  mit  Mittelpunkten        Auflösung.    1.  Nach  Satz  10  bezw.  Ant- 
M  imd  .Y  die  Bezielmng  besteht:  ^yqj.^  a^^f  Pj.^ge  22,  1  ist: 

WP'  +  ~MQ-  =  Tq^  +  -^  •  Tb'^.  MF-  MQ  =  \-  ÄB^. 

Nimmt  man  diese  Beziehtmg  zusammen  mit: 
¥Q-r={PM+MQf 

=  PM- +10^^  +  2-P3I- M^, 
so    folgt    wegen    der    Verschiedenheit    der 

T,  m-i    oBo      »     u  ^11      r.    •  1,  Streckenrichtungen  MP  und   PM  bei  Ein- 

Erkl.  278.     Auch  zur  vorstehenden  Bezieh-  _  *= 

ung  lässt  sich  eine  dualistische  für  vier  harmo-  Setzung:  ^   

nische  Strahlen  aufstellen,  wie  folgt:  pg2  _  pj^2  _|_  -j^^a  —  2-— AB', 

Nach  Antwort  auf  Frage  23,1  ist:  4 

(fjj,)  also  wie  verlangt: 
tg  (n,p)  tg  {m  q)  ^  tg^  -^.  __,  ^  _ ,  ^  _,  _^  1  —, 

Ferner :  I 

tyiPa) ^-tg[{pn^)^{mct)]  =  l^^''''']  +f  ^'r\         2.   Die   analoge   Formel  fiü'  AB  und  .Y 
JU  V       yi\i     J-TK    ii\      i  —  tg{pm)tg{mq)    lautet: 

_  tg  (p7n)  +  tg (m q)  _  tg  {p m)  +  tg  (mq)  -^^2    ,   ^rg2  __  2-^2    ,   _1.  pg^ 


1+tg{mp)tg{mq)  ,  jah) 


3.  Fasst  man  beide  Formeln   zusammen, 
Folglich:  so  erhält  man: 

t(/  (P  q)  •  [1  +  tg^-  -^1  ==  '.9  (P  m)  +  #^  (»n  ö).     MP^  +  j7^''  +  Ä^^  +  Ä^ß^  =  -|-  (Zb^ + W% 

Und  durch  Quadrierung: 

^^'  (2> 2)  [1  +  ^^'  -^-1'  =  fg-  (P "0  +  ^tff  (P'")  tff  (»' 2)  +  fff'  ('« 2) 
=  tg^  {mp)  —  2tg  (mi))  tg  (mq)  +  tg^  {mq) 

Also  :  =  *9-  ('»^^)  +  *9'-  ("^  ^^)  -  2 19^  -^• 

f^2  (^^,)  +  /^2  („,  2)  =  ;,/2  (^;  2)  1^1  +  ^p2  i^j'  _}_  2  f^2  -^ 


o  («&)     '       -^       2  „  (ah) 

cos-  --—^  C0S2 

Erkl.  279.    Analog  vorigem  Ergebnis  für  (2^3)  würde  für  (ah)  entstehen: 
o.   ,x  ^      X         tg^{ah)-{-2sw^^^ 
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also  durch  Addition: 

tg'-  {nip)  +  tg-^-  (m  q)  +  tff^-  0>  a)  +  tg^-  (n  b)  =  2  ^fg'^  -^  +  tg'^  -^1  +  -^^ 


'&)  _L  ^o-(i>q) 


(.PI) 


(ab)' 


2  2 

Man  hat  also  wieder  die  Beziehungen  unter  denselben  Elementen,  aber  nicht  in  gleicher 
algebraischer  Form  (vergl.  Erkl.  81). 


Aufgabe  75.  Man  stelle  noch  eine  ähn- 
liche Beziehung  auf  für  die  vier  Teilstrecken 
in  Figur  89. 

Erkl.  280.  ilit  den  in  den  Antworten  und  Aufgaben  des  vorliegenden  Ab- 
schnitts enthaltenen  metrischen  Beziehungen  zwischen  den  durch  vier  harmo- 
nische Elemente  bestimmten  Strecken-  und  Wiukelgrösseu  sind  selbstverständ- 
lich durchaus  nicht  alle  möglichen  Fälle  erschöpft.  Vielmehr  bleibt  der  Thätigkeit 
des  Studierenden  überlassen,  aus  den  vorhandenen  wichtigsten  Formeln  weitere  abzuleiten, 
oder  noch  andere  Beziehungen  aufzustellen,  welche  durch  verschiedene  Gruppierung  und 
Anwendung  der  vorhandenen  Beweismethoden  gefunden  werden  können. 


3.  Aufgaben  über  die  Erzeugung  von  Kurven  durch  projektivisch 
verwandte  Grundgebilde. 

(Zu  Absehiiitt  3.) 


Aufgabe  76.    Man  soll  den  Innenraura 
und  Aussenraum  einer  Kurve  tinterscheiden. 


Erkl.  281.  Die  Unterscheidung  zwischen 
inneren  und  äusseren  Punkten  einer  Kurve 
findet  mau  in  Erkl.  92.  Innere  und  äussere 
Geraden  kann  man  nicht  eb'enso  unter- 
scheiden. Denn  es  gibt  zwar  Gerade,  die 
ganz  ausserhalb  der  Kurve  liegen,  aber  keine, 
die  ganz  innerhalb  der  Kurve  liegen,  auch  nicht 
bei  solchen  Kurven,  welche  sich  selbst  ins  Un- 
endliche erstrecken,  oder  deren  Innenraum  selbst 
einen  Teil  der  unendlich  fernen  Geraden  in  sich 
schliesst.  Mau  braucht  bloss  einen  beliebigen 
Punkt  ausserhalb  (oder  auf)  der  Kurve  zu 
Hilfe  zu  nehmen:  von  ihm  aus  gehen  zwei  (oder 
eine)  Tangente;  sie  treffen  jede  andere  Gerade 
der  Ebene  in  zwei  Punkten,  die  nicht  innerhalb 
der  Kurve  liegen  können,  also  muss  auch  jede 
Gerade  solche  Punkte  besitzen,  von  denen  aus 
Tangenten  an  die  Kurve  gehen,  d.  h.  äussere 
Punkte. 


Auflösung.  Die  Gesamtheit  aller  inner- 
halb bezw.  ausserhalb  der  Kurve  liegenden 
Punkte  erfüllt  einen  bestimmten  Flächenteil 
der  Ebene,  und  diesen  nennt  man  Inuen- 
raum  bezw.  Aussenraum  der  Kurve.  Beide 
Bäume  sind  vollständig  getrennt  ditrch  die 
Kiu've  selbst,  und  diese  teilt  demnach  die 
ganze  Ebene  in  zwei  getrennte  Felder  und 
bildet  selbst  die  Grenze  zwischen  dem  Inneu- 
raum  und  Aussenraum ,  so  dass  man  nicht 
von  einem  inneren  zu  einem  äusseren  Punkte 
gelangen  kann,  ohne  die  Kiu've  zu  über- 
schreiten. 

Durch  einen  Punkt  des  Innenraums  gibt 
es  nur  schneidende  Geraden  (Sehnen)  und 
keine  Tangenten ,  durch  einen  Punkt  des 
Aussenraums  gibt  es  sowohl  beliebig  viele 
schneidende  Geraden,  als  auch  beliebig  viele 
ganz  ausserhalb  liegende  und  zwei  berüh- 
rende Geraden. 


Aufgabe  77.  Man  unterscheide  den  Be- 
rührungspunkt einer  Tangente  von  ihren 
andern  Punkten  und  die  Tangente  durch 
einen  Kurvenpunkt  von  den  andern  Strahlen 
des  Punktes. 


Aufgabe  78.   Die  Konstntktion  der  Ant- 
wort auf  Frage  28  für  die  allgemeine  Lage         Auflösung.     Seien  A^B^(\  und  A.,B.,C.j, 
der  Scheitel  .S'^-S',  auszuführen.  die  drei  projektivisch  zugeordneten  Punkte 
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Figur  91. 


Erkl.  282.  Ein  Blick  auf  die  Figuren  91 
und  27  zeigt  sofort,  wieviel  einfacher  die  Kod- 
struktion  nach  Fig.  27  ist  gegenüher  jener  nach 
Fig.  91.  Auch  in  Fig.  27  kann  zwar  S,  oder 
So  oder  heide  ausserhalb  der  Strecke  A^A^  fallen, 
Wie  dies  der  Fall  ist  in  Fig.  91  mit  S,;  aber 
das  Zusammenfallen  der  Punkte  B^  C,,  in  Fig.  27 
mit  den  Punkten  ß,  bezw.  C,  auf  den  Trägern 
bringt  in  Fig.  27  die  grosse  Teb ersichtlichkeit 
zustande,  welche  später  auch  im  Satze  von 
Brianchon  zum  Ausdruck  kommt. 


Erkl.  283.  In  den  Fig.  27  und  91  ist  der 
zweifache  besondere  Umstand  angenommen,  dass 
erstens  sowohl  die  Punkte  A^  ß,  Cj  als  auch 
AnBoCo  auf  gleicher  Seite  vom  Schnittpunkte 
der  Träger  aus  liegen,  und  zweitens  dass  von 
den  Durchlaufuugsrichtungen  A^  B^  C^  und 
A.^  Bo  Co  auf  den  diese  Punkte  enthaltenden 
Trägerstrecken  die  eine  zum  Scheitel  hin,  die 
andere  vom  Scheitel  weg  gerichtet  ist.  Beide 
Annahmen  dienen  im  vorliegenden  Falle  nur 
dazu,  die  Elemente  der  Figur  in  engem  Baume 
beisammen  zu  erhalten,  sind  aber  keineswegs 
wesentliche  Bedingungen.  Vielmehr  kann  dem 
Studierenden  nicht  genug  empfohlen  werden, 
gerade  diese  Figuren  in  möglichst  vielerlei  ver- 
schiedenen Lagebeziehungen  zu  wiederholen: 
mit  verschiedener  Lage  der  Trägerschnittpunkte 
zwischen  den  gegebenen  Punkten,  mit  ver- 
schiedener Durchlaufungsrichtung  der  Punkt- 
reihen u.  s.  w. 


der  Träger  t^  und  t^.  Man  wähle  zwei  ganz 
beliebige  Punkte  auf  A^A^  als  Scheitel 
S^S^  für  die  Büschel  S^A^,  S\B^,  S\Ci  und 
S2A.2,  S^B^,  S^C^.  Da  SyA^  und  S.-^A^  zu- 
sammenfallen, so  ist  «S'j  7\  S^,  also  t^  die  Ver- 
bindungsgerade der  Schnittpunkte  von  S-^B^, 
S^B^  und  'S'iCj,  63 Cg.  Zu  beliebigem  Punkte 
I\  erhält  man  P^  vermittels  der  Reihe  von 
Elementen:  I\,  F^S\,  P^,  S^P,,,  P.^ 

Die  Hauptfrage  ist  nun  aber  die,  ob  der 
so  entstehende  Punkt  l\  derselbe  ist,  der 
durch  Vermittelung  anderer  Zwischengebilde 
entsteht,  oder  ein  verschiedener.  Die  Ant- 
wort liefert  wieder  die  harmonische  Bezieh- 
ung: Ist  nämlich  I\  etwa  der  vierte  har- 
monische Punkt  zu  A^  B^  Cp  so  ist  auch  S^  P^ 
vierter  hannonischer  StraU  zu  S^A.^,  S^B^, 
S^C\,  ebenso  auch  P^  vierter  harmonischer 
Punkt  zu  AqB(^Cq,  'S'oPf,  vierter  harmoni- 
scher Strahl  zu  S2A.2,  S.jB^,  S.^C^,  also 
auch  Pg  viei'ter  harmonischer  Punkt  zu 
A^B^C^.  Wird  aber  Pj  aus  der  Punkt gruppe 
A^B^C^  durch  irgendwelche  Reihenfolge  har- 
monischer Zuordnungen  erhalten,  so  muss 
auch  Pg  aus  der  Pimktgruppe  A^BoCo  durch 
die  entsprechend  zugeordnete  Reihen- 
folge harmonischer  Zuordnungen  entstehen. 
Und  da  die  harmonische  Zuordnung  ein- 
deutig ist,  so  ist's  auch  die  projekti- 
vische Zuordnung  von  Pg  zu  Pj. 


Aufgabe  79.  Man  konstruiere  beliebig 
viele  Kurventangenten,  wenn  der  Träger- 
schnittpunkt auf  dem  einen  Träger  zwischen 
A  imd  BC,  auf  dem  andern  zwischen  AB 
und  C  liegt. 


Andeutung.     Man  verfahre  wie  in  Ant- 
wort auf  Frage  28,  5. 


Aufgabe  80.  Man  konstruiere  in  Figur  27 
die   zu   den   Trägern  t^  und  /g  parallelen         Auflösung.    An  Stelle  von  Pj  hezw.  P, 
Kurventangenten.  tritt  I\,    der   unendlich  ferne  Punkt  auf  f^, 
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Erkl.  284.  Die  Lage  der  mit  den  Trägern 
parallelen  Tangenten  Fj  F^  und  (?,  G..,  gibt 
Aufschluss  über  die  Lage  der  Kurve  zu  den 
Trägern,  beziehungsweise  darüber,  in  welchem 
Winkel  oder  Scheitelwinkel  der  Träger  die 
Kurve  gelegen  ist  (vergl.  Aufgabe  HS). 


Aufgabe  81.     Man   konstruiere    die   Be- 
rührungspunkte auf  den  Trägem. 


bezw.  G^,  der  unendlich  ferne  Punkt  von  t^. 
Zu  diesem  unendlich  fernen  Punkt  sucht  man 
den  entsprechenden  /'o  bezw 


F,/;  II  f^  und  G^G, 
allelen  Tangenten. 


G^,  dann  sind 


f.2  die  gesuchten  par- 


Andeutnng.     Man  benutze  Figur  63  a. 
Figur  92b. 


f-tn 


j>    lEj^AiS^C, 


'D,       P,\     %      f.,   A;S^ 


Aufgabe  82.  Von  einer  Kiu've  seien  ge- 
geben die  Träger  nebst  dem  Berührungs- 
punkte auf  einem  derselben,  und  zwei 
Punktepaare  A^A^  und  C^C^-  Man  kon- 
struiere weitere  Tangenten  sowie  den  Be- 
rührungspunkt auf  Träger  t.^. 


Erkl.  285.  Um  die  Vereinfachungen  nach 
der  Figur  27  in  Anwendung  bringen  zu  können, 
muss  man  als  Scheitelpunkte  S^  S.-,  nur  Schnitt- 
punkte der  Tangenten  ^j  A.^,  C^  C\,,  E^  E.^  wählen. 
Die  auf  ^,  selbst  liegenden  Punkte  A^  und  C\ 
können  als  S^  nicht  in  Betracht  kommen .  da 
man  die  Punkte  einer  Geraden  nur  projizieren 
kann  aus  einem  Scheitelpunkt  ausserhalb 
dieser  Geraden.  Daher  bleibt  unter  obiger  Be- 
schränkung für  Sj  nur  der  Schnittpunkt  von  J.j  A.^ 
und   CjC'o,  für  S.,  aber  entweder  A^  oder  C^. 


Erkl.  286.  Lässt  mau  die  Beschränkung 
der  Figur  27  fallen,  so  kann  man  jedes  be- 
liebige Punktepaar  auf  A^A.^  oder  auf  C^C^ 
als  .S'j  und  S.,  wählen,  wobei  S^E^  nach  dem 
Berührungspunkt,  S.^  E.-,  nach  dem  Trägerschnitt- 
punkt gezogen  werden  muss. 


Aufgabe  83.  Dieselbe  Konstruktion  mit 
verschiedenen  Lagen  der  Punkte  auf  den 
Trägern  und  der  Scheitel  S^S^  zu  wieder- 
holen. 


Auflösung.  Der  Berührungspunkt  auf  t^ 
ist  der  entsprechende  Punkt  E^  zum  Träger- 
schnittpunkt, indem  dieser  betrachtet  wird 
als  Punkt  E^  des  zweiten  Trägers.  Demnach 
kennt  man  wieder  drei  Paare  entsprechender 
Punkte  A^C^E^  und  A^C^E^.  Für  6'^  ist 
Auswahl  unter  A^  und  Cj,  als  S^  ist  nar 
zu  nehmen  der  Schnittpimkt  von  -•li--l2  "nd 
C'iCo-  ^Vählt  man  A^  =  S^  (s.  Figur  92), 
so  ist  Büschel  •S'i-^i,  S^C^,  S^E^  projek- 
tivisch Bus  chel  Sg  -i  2  >  '^2  ^'-2 '  '^2  -^'2  •  ^^^ 
zwar  wegen  des  Zusammenfallens  von  S^A^ 
und  '^2-^2  i^  perspektivischer  Lage.  Trä- 
ger ;■„  geht  durch  den  Schnittpunkt  von  S^  C^ 
und  S.^  C'2,  nämlich  C'^,  und  durch  den  Schnitt- 
ptmkt  von  S^E^  tmd  S^E.^,  nämlich  E^\  also 
t^^  =  C^Ey  Dann  lindet  man  (Figur  92a) 
zu  Pj  den  Pimkt  P.^  bezw.  die  Tangente  i\  K 
durch  Pj,  .S'i,  Po,  S'2,  Pg;  und  ebenso  den 
Berührungspunkt  auf  Träger  t^  als  entspre- 
chenden Punkt  Z>2  zum  Trägerschnittpunkt 
Dj  (Figur  92b)  durch  D^,  S^,  D^,  S^,  D.^. 


Aufgabe  84.   Man  konstruiere  wieder  die 
parallelen  Tangenten  zu  den  Trägern. 
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Figur  93. 


',   i,    iE,  ArS^   C, 


Aufgabe  85.  Von  einer  Kurve  seien  ge- 
geben die  Träger  nebst  ihren  beiden  Be- 
rührungspunkten und  ein  Punktepaar  A^A^. 
Man  konstruiere  weitere  Tangenten. 

Erkl.  287.     Auch  diese  Aufgabe  kann  da- 
durch gelöst  werden,  dass  man  nicht  die  Punkte 
A^  und  A.2  selbst,  sondern  zwei  beliebige  andere 
Punkte  auf  ^jAj  als  Scheitel  wählt.    Immerhin 
ist  die  Willkür  für  die  Scheitel  bei  jeder  Wahl  viel 
enger  beschränkt,  als  im  vorigen  Falle  der  Auf- 
gabe 82  und  im  allgemeinen  Falle  der  Antwort 
auf  Frage  28.    Denn  in  diesen  drei  Fällen  hat 
man  der  Reihe  nach  Auswahl  für  den  Scheitel: 
bei  der  engeren  Konstruktionsweise  unter 
drei  Paar,  zwei  Paar,  einem  Paar  Punkte, 
nämlich  den  Schnittpunkten  von  a,  h,  c  doppelt, 
von  rt  c  f,  einfach,  von  a  t^  io  einfach, 

bei  der  allgemeinen  Konstruktionsweise 
unter  den  sämtlichen  Punkten  dreier,  zweier, 
einer  Geraden. 


Auflösung.  Der  Berührungspunkt  auf  t^ 
ist  der  entsprechende  Punkt  E^  zum  Träger- 
schnittpunkt, wenn  dieser  betrachtet  wird  als 
Punkt  Eo  des  zweiten  Trägers;  der  Berüh- 
rungspunkt auf  /"a  ist  der  entsprechende  Punkt 
D2  zum  Trägerschnittpunkt,  wenn  dieser  be- 
trachtet wird  als  Punkt  Dj  des  ersten  Trä- 
gers. Demnach  kennt  man  wieder  drei  Paare 
entsprechender  Punkte  A^D^  E^  imd  A.^D^E^. 
Für  S^  ist  zu  nehmen  A^  und  für  Sj  nur 
A^  (Figur  93),  also  Büschel  S^A^,  S\D-^^. 
S\E^  projektivisch  S2A2,  -S'gDg,  S^E.-^, 
und  zwar  wegen  des  Zusammenfallens  von 
S\A.^  und  Äg^^o  in  perspektivischer  Lage. 
Träger  ^„  geht  durch  den  Schnittpunkt  von 
/S'iZ),  mit  >2-^2'  nämlich  i>2,  und  durch  den 
Schnittpunkt  von  ^',  E^  und  S^Ec,,  nämlich  E^, 
also  ^'o  ^  J^o^v  Dann  findet  man  (Fig.  93) 
zu  Punkt  1\  den  Punkt  P,  bezw.  die  Tan- 
gente P1P2  durch  P^,  Si,  Po,  S^,  Pg. 


Aufgabe  86.  87.  Man  wiederhole  für  den 
Fall  der  Aufgabe  85  und  Figur  93  die  Auf- 
gaben 88  und  84. 


Aufgabe  88  bis  115.  Mankonstntiere  weitere 
Tangenten,  bezw.  die  Berührungspunkte 
der  Träger,  bezw.  parallele  Tangenten  zu 
den  Trägern,  wenn  eine  Kurve  zweiter  Klasse 
bestimmt  ist  durch  die  zwei  Träger  und 
die  folgenden  zugeordneten  Punktgruppen: 

1.  A^A^WB^B^,  Ci  und  C\      .     .  88. 

2.  A^A^W  B^B^,  P»!  lind  P,   oder 
A^A^WB^B^,  E^mid.  El    .     .  89 a,|3. 

3.  A^,  Pj,  E^  und  A^,  Po,  E^     .  90. 

4.  A^,  Pj,  P'i  00  und  Ao,  B.^,  E^ 

od.  Jp  Pi,  G^  u.  .42, X-  ^2^     91a,ß. 

5.  A^A^  II  P1P2,  E^oa  und  P2  od. 
A^aIw  ^1^2.  ^1  und  G,cc      .    92a,ß. 

6.  A^,  E^oo,  G^  und  Ao,  E^,  ^2*     93. 

7.  A^,  Dl,  Pjoo  und  A.„  Do,  Po  od. 

A^,  Pj,  G^  und  A^,  E',,  G^'-r.     94a,|S. 


Auflösungen.  Die  Lösungen  der  drei 
ersten  Aufgaben  88,  89  und  90  sind  fast  ganz 
identisch  mit  den  in  Antwort  auf  Frage  28,  5 
bezw.  in  Aufgabe  82  und  85  gegebenen  Kon- 
struktionen. Sie  sind  der  Uebersicht  wegen 
mit  kleiner  Abänderung  hier  nochmals  mit 
den  übrigen  zusammen  aufgezählt.  Bei  allen 
diesen  Aufgaben  hat  man  verschiedene  Lage 
der  Kurve  zu  den  Trägern,  je  nachdem  von  den 
drei  Schnittpunkten  der  Taugenten  ahc  drei 
bezw.  keiner  oder  zwei  bezw.  einer  im  Winkel 
bezw.  Nebenwinkel  der  Träger  liegen. 

Bei  den  Aufgaben  91  bis  97  hat  man  je- 
weils wegen  des  gegebenen  unendlich  fernen 
Punktes  E  ein  bezw.  zwei  Paar  paralleler 
Tangenten.  Dabei  ist  wieder  zu  unter- 
scheiden,   ob   die  Schnittpunkte   der  Träger 
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8.  A^,  B^,  G.^  und  J,>  ^2'  ^2"^  ^^-  ^^^'^  ^^^'  übrigen  Tangenten  bezw.  ob  die  ge- 
Ä.^,  E^,  F^oD  und  ^21  ^2.  ^2  •  95«,|3.   gebenen  Berührungspunkte  innerhalb  oder 

9.  D„  E„  F,cc  u.  D,'e,,  F,  od.  ausserhalb  der  Parallelstreifen  liegen.  Für 
n  T?  r  „«^  n  77-  r»  ^  oe  0  ^le  bcheitel  b,S^  ist  dabei  für  Aufgabe  91 
^„  ^,.  ^1  ^^^d  ^2.  ^2,  ^2-  96«,^.   ^j^  33  sechsfache  Auswahl,  wie  in  Antwort 

10.  i)i,  i^iQo,  6-1  und  D^,  F^,  6-2  00  auf  Frage  28;  bei  Aufgabe  94.  95,  97  zwei- 

od.  E^,  i^joo,  G,  W..E.,,  F^,  G.^cc  97a./?.   fache,  wie  in  Aufgabe  82.  wobei  einer  der 

11    A    B    F  OD G  und  A    B    F  Scheitel  in  einem  endlich  oder  unendlich  fernen 

_^'    ^'    ^     ~"  ''1        -  2'    2'    2  Punkte  auf  einem  Träger  liegen  muss;   bei 

""2°° as.         Aufgabe  96  einfache,  wie  in  Aufgabe  85,  in- 

12.  A^,D^,F^<x>  =  G^\\.A^,D^,F2  dem  der  eine  Scheitel  auf  dem  einen,  der 
z=z  G^cp  od.  A^,  E^,  F^ca  =  Gy  andere  auf  dem  andern  Träger  (und  zwar 
und  A^,  E^,  F^=^  G^cß  .     .     .  99«,i3.  unendlich  fern)  liegen  muss. 

13.  Z>i.  E^,  F^co  =Gi  u.  IK  E,,  F., 

=  6^200 '.    .     .100. 

14.  A^,  5„  E^  ^  F^  .c  u.  A,,B^,E^  ^  Bei  den  Aufgaben  98  bis  100  ist  wegen 


=  i'^2  oder   A„   B,,  B,  =  G, 


F=  G  die  unendlich  ferne  Gerade  eine  Ver- 


.-,r.A     t      o      n         n  ^  1A1     ö    bindungsgerade  zweier  entsprechenden  Punkte 

und    A.),    JDtf,    Do  =   Cr,  00  .        .        .    IUI«,  p.      1  ^I^    ■•  i  •  j  r-    i>    rr. 

A    i    n   -D  -D     j?         TP  j  "®^'  Trager,   also   eine  der  fünf  Tangenten. 

15.  ^1.42  II  B^B^,  Aj  =  i'ioo  und  Wegen  Lage  der  Kurve  und  Auswahl  der 
E^  =  F^  oder  ^1^2  II  -^1-^2»  -^1  Scheitel  gilt  dasselbe  wie  oben. 

=  G^i  und  Dg  =  G^2  =*     •     •     •  102«,,3. 

16.  A„B„E,  =  F,coxi.A^,B^,E^ 
=  F^  oder  A^,   E^,  B^  =  G^ 

und  A^,  Ec^,  B2  =  G^cß  .     .     .  103 a,ß. 
17   A    G   E  :=FoouA   G'     E  ^^^  ^^^  Aufgaben  101  bis  106  wieder- 

__^'p^'  j\   j  ^   r- "    ^'t)  ^ '  f^  holen    sich    diejenigen    der   bisherigen    Auf- 

A  ^A*  %'     T)   —^r      ^  ^  inA     a  S"^^^"'  ^^^  denen  ein  oder  zw'ei  Berühruugs- 

und  A2,  r^,  B^  —  6-200.     .     .  104 a,p.  pxmkte  gegeben  waren,   in  der  Weise,  dass 

18.  i>i,  G^p  Ei^=F-^cD  u. Dg, 6^2  ^ I -^2  dieser  Berührungspunkt  zum  unendlich  fernen 
=  F2  oder  E^,  F^cc,  B^=^  G^  Punkte  des  Trägers  wii'd. 

und  ^2,  F^,  B^  =  G^oo  .     .     .  105 a,ß. 

19.  Ai,  i>i  =  G^,  E^  =  F^oo    und 

A„  B,  =  G,co,  E,  =  F2   .    .106. 

20.  fi  II  f^,  A^,  B^,  Ci  u.  Ao,  B^,  C2  107. 

21.  fi  II  ^2,  ^1^2  II  ^1^2.  ^1  und  C2  108. 

22.  ti  11  #2,  ^1,  -Bj,  B^  =  F^co  und 

-42,  i?2>  -^^  =  -^2  oder 

t    \\  t  ,        "  Die  Aufgaben  107  bis  111   unterscheiden 

A     B  ,  E  ^=  G    u.  A     B    E  ^^^^^  ^'^^   ^®^i  bisherigen   dadurch ,   dass   sie 

z=Q  00 ^'  .  ^'.    ^.  109«  ß.  mit  parallel  liegenden  Trägern  zu  konstruieren 

*9Q  *   w  f'   A    A    u  T>  T>    rv  r  '  sind.    Dabei  ist  Piinkti>i£'2  ius  Unendliche 

und  i>=j'a    oder    ~  gerückt;   sonst  aber  sind  die  Aufgaben  wie 

,    II   ,  ^  2     '  die  früheren  zu  behandeln. 

ii^gl  ^1^0,  -E^i  =  6^1  und  £"2 

=  6^2°°      •" 110«,/?.* 

24.  t^  II  ^2,  -4i,  Dj,  ^1  u.  ^2,  Z»2,  ^2  111- 

25.  ^2°°J    ^1.    ^V    ^l    IJ-  -^2^'  -^2^' 

C\cc  od.  ^lOo;  ^joo,  ^joo,  Cjcc  Endlich  die  Aufgaben  112  bis  115  haben 

und  A^,  B^,  C^ 112  a.ß.  als  einen  der  Träger  die  unendlich  ferne  Ge- 

26.  ^2*;  -^D  -^1)  B^  ^  F^cx)  und  rade  selber.  Man  hat  also  Konstruktionen, 
^2<*.  ^2^>  ^2^  =  ^2°°  oder  wie  sie  bereits  vorbereitet  wurden  bei  den 
t-ycc-  A^oa,  B^cc,  E^cD  =  G^oo  grundlegenden  Erörterungen  des  I.  Teils, 
und  A.2,  B^,  E2  =  G^cc  .     .     .  113«, (3.  Jeder  der  unendlich  fernen  Punkte  wiril  an- 
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27.  t.^cc;  Ä  ,  B^,  El  u.  .42=»,  B^co, 
E.2CC  od.  ticc;  .4iX,5jGo,/)jCX> 

und  A.^,  B^,  D^ lUa,ß. 

28.  ^2*;  ^1'  D^  =  F^cc,  E^  uud 
^2  3c,  Dg  *  =  -^2.  -^2;  oder  ^^  gd, 
^jco,  i),oo,   E^co  =  G-^    und 

A^,  I)^,  E^  =  G^co     ....  115«,|:J. 

Erkl.  288.  Die  Bedeutung  der  Buchstaben 
ist  hier  wie  immer  dieselbe,  wie  schon  im  I.  Teil 
dieses  Buches:  Ä,  B,  C  bedeuten  beliebig  im 
Endlichen  liegende  Punkte;  D^E^  süid  die  Be- 
zeichnungen des  Schnittpunktes  der  Trä- 
ger, je  nachdem  dieser  als  Punkt  der  Reihe  t^ 
oder  ^o  angesehen  wird,  folglich  D.^E^  die  Be- 
rührungspunkte auf  t^  bezw.  t^\  ferner  Fjffo 
die  unendlich  fernen  Punkte  auf  t^  und  t^, 
also  Fn,  tmd  Gj  die  Fluchtpunkte  auf  ^2  ^^^  h- 
Die  Lage  unendlich  ferner  Punkte  ist  aber 
ausserdem  durch  das  beigesetzte  Zeichen  00 
kennbar  gemacht,  und  das  Zusammenfallen  eines 
dieser  Punkte  mit  einem  andern  einfach  durch 
ein  Gleichheitszeichen  angedeutet.  So  bedeutet 
z.  B.  £1  =  Fj  X,  dass  der  Berührungspunkt  E^ 
auf  ^j  zusammenfällt  mit  dem  unendlichen  Punkte 
F^  auf  ^j.  —  Zweierlei  Aufgaben,  die  sich  jedoch 
nur  unterscheiden  durch  Vertauschung  der  Ele- 
mente des  einen  und  andern  Trägers,  sind  unter 
gleicher  Ziffer  nebeneinander  gesetzt  und  nur 
durch  «  und  ß  unterschieden.  Die  mit  Stern 
bezeichnete  Aufgabe  110  ;S*  ist  unten  vollständig 
gelöst. 


gegeben  durch  seine  Eichtung,  d.  h.  durch 
eine  Gerade  aus  dem  Parallelstrahlenbüschel, 
dessen  Scheitel  jener  Punkt  ist.  Die  Ver- 
bindungsgerade eines  im  Endlichen  liegenden 
Punktes  mit  jenem  unendlich  fernen  ist  dann 
jeweils  die  Parallele  durch  diesen  Punkt  zur 
Richtung  nach  jenem  unendlich  fernen. 

Erkl.  289.  Teber  die  Lage  der  Kurve  zu 
den  Trägern  vergleiche  man  Aufgabe  148,  S.  146; 
über  die  Art  der  Kurve  (ob  Ellipse,  Parabel 
oder  Hyperbel)  vergleiche  Abschnitt  4  dieses 
Lehrbuchs.  Für  einzelne  Beispiele  aus  vorigen 
Aufgaben  lassen  sich  Figuren  verwenden,  die 
im  vorigen  I.  und  im  gegenwärtigen  IL  Teile 
dieses  Buches  gezeichnet  vorliegen,  so  für  Auf- 
gabe 96  und  97  die  Figur  39,  bezw.  41  a,  auch 
51,  zu  Aufgabe  100  die  Figur  40  a,  zu  Auf- 
gabe 115«  die  Figur  40b,  zu  Aufgabe  106  die 
Figur  41b,  zu  Aufgabe  98  bis  100  die  Fi- 
guren 45  und  46. 

Erkl.  290.  Man  versäume  nicht,  für  die 
vorstehenden  Aufgaben,  welche  hier  der  Ueber- 
sicht  wegen  gewissermassen  nur  durch  Zeichen- 
sprache angegeben  sind,  auch  den  Ausdruck  in 
Worten  herzustellen,  z.  B.  für  Aufgabe  103: 
Die  projektivische  Verwandtschaft  z^y9ier  Punkt- 
reihen sei  festgelegt  durch  Zuordnung  eines 
beliebigen  Punktepaares,  sowie  der  beiden 
dem  Schnittpunkt  der  Träger  entsprechenden 
Punkte,  wovon  der  eine  mit  dem  unendlich 
fernen  Punkt  eines  Trägers  zusammenfällt. 
Man  konstruiere  zahlreiche  Tangenten  der  er- 
zeugten Kurve.  Ebenso  ist  die  hier  folgende 
Aufgabe  eine  Wiederholung  in  Worten  der 
Aufo-abe  110. 


='( Aufgabe  110  ß,  siehe  Seite  141.)  Von 
zwei  parallelen  projektivischen  Punktreihen 
seien  gegeben  zwei  zugeordnete  Pnnktepaare 
mit  parallelen  Verbindungsgeraden  sowie  der 
Fluchtpunkt  der  einen  (ausserhalb  des  Par- 
allelogramms). Man  konstruiere  weitere  Ele- 
mente der  dadurch  erzeugten  Kurve. 

Erkl.  291.  Wenn  es  in  nebenstehender  Auf- 
lösung —  wie  zugleich  an  zahlreichen  andern 
Stellen  dieses  Lehrbuches  —  heisst :  ,,Es  folgen 
einander  die  Elemente  S, Pj,  P„,  S.^P,,.  P.^, 
P^Pr,'' ,  so  hat  das  jedesmal  die  leicht  erkenn- 
bare Bedeutung,  dass  1.  Scheitel  .S',  verbunden 
wird  mit  Punkt  P, ,  2.  die  Verbindungsgerade 
i?!  P,  zum  Schnitt  gebracht  wird  mit  Träger  t„ 
im  Punkt  P„,  3.  dieser  Punkt  P„  zur  Verbin- 
dung gebracht  mit  S'^,  4,  die  Verbindungsgerade 
S'jP,,  zum  Schnitt  mit  i.,  im  Punkt  P.y-.  5.  die 
Verbiudungsgerade  P^P^  entsteht  als  gesuchte 
Tangente  an  die  Kurve. 

Erkl.  292.  In  Erkl.  107  bezw.  '281  u.  282  des 
I.Teils  werden  bestimmte  Strecken  der  ersten 
und  zweiten  Punktreihe  einander  zusreonlnet.  z.  B. 


Auflösung.  1.  In  Figur  94  seien  ^j  ||  t^ 
die  Träger,  -4i.42  ||  B^B.^  die  parallelen  Ver- 
bin duugsgera  den  der  gegebenen  Pnnktepaare, 
dann  ist  der  gegebene  Fluchtpunkt  E^  =^  G^ 
zugleich  der  Berührungspunkt  der  Tan- 
gente t^^,  denn  er  ist  der  entsprechende  Punkt 
zum  (unendlich  fern  liegenden)  Schnitt- 
punkte i>i  =  E.2  =^  F^  ^^  G^  der  beiden 
Träger.  Als  Büschelscheitel  S-^S^  sind  also 
zu  wählen  die  Schnittpunkte  von  -.4i.42  und 
B^B.^  mit  einander  und  mit  demjenigen  Träger 
t^ ,  auf  welchem  der  Berührungspimkt  ge- 
geben ist.  Ersterer  Punkt,  der  unendlich 
ferne  Schnittpimkt  von  ^1-42  und  B^B^,  wird 
6\,  einer  der  letzteren,  z.  B.  A^  werde  6*2. 
Dann  sind  die  entsprechenden  Strahlen  beider 
Büschel 
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Figur  94. 


die  Strecken  A^B^  und  A.,B.,.  B^D^  und  B.^D.,, 
D,E,  und  D.jE,,  E,A,  und'JE'^J..  Die  Wich- 
tigkeit jener  Zuordnung  zeigt  sich  deutlich  bei 
Aufgaben  der  vorliegenden  Art:  Soll  eine  Tan- 
gente ausgehen  von  einem  Punkte  der  Strecke 
üj  B^ ,  so  muss  sie  auf  f. 2  durch  einen  Punkt 
gehen  zwischen  J,  ^^^  -^2''  ^^^  Punkt  Pj  liegt 
auf  der  Strecke  B,  D^,  folglich  muss  die  Tangente 
von  Pi  ebenso  wie  die  Tangenten  von  sämt- 
lichen Punkten  zwischen  P,  und  P»,  durch 
Punkte  auf  f.-,  hindurchgehen,  die  auf  der  kurzen 
Strecke  zwischen  P,  ^'^^  ^2  liegen.  Ebenso 
wird  umgekehrt  jede  Tangente  von  einem  Punkte 
zwischen  A.^  und  oc  i\  den  Träger  f^  treffen 
müssen  in  einem  Punkte  auf  der  kurzen  Strecke 
zwischen  A^  und  E^.  —  Nebenbei  mag  schon 
hier  darauf  aufmerksam  gemacht  sein,  dass  die 
Berührungspunkte  E^  P.,  mit  den  Parallelo- 
grammecken Jj  und  Pj  des  Parallelogramms 
^jPj^., P,  gleiche  Strecken  abschneiden:  A^E, 
:=  P,  P.,  wegen  des  neuentstehenden  Parallelo- 
gramms' A^E^BoDo.  Vergl.  Erkl.  339  und 
Figur  103  b. 

Erkl.  293.  Die  vorliegende  Atiflösung  der 
Aufgabe  110  ;S  mag  ein  Musterbeispiel  liefern 
für  die  Behandlung  der  übrigen  Aufgaben  der 
vorigen  Aufzählung.  Bei  jeder  ist  die  Grund- 
lage gegeben ,  wenn  die  Elemente  S, ,  .S'^ ,  t(, 
richtig  ausgewählt  sind.  Fast  bei  jeder  wird 
man  auch  noch  Gelegenheit  zu  besonderen  Auf- 
stellungen finden,  wie  solche  in  Erkl.  292  zur 
Figur  94  angedeutet  wurden.  


.S'jJi   tind   SoA.,  :  Schnittpunkt   unbestimmt 

auf  A^  A., ;  folglich  S,  7\  S.,, 
S,Pi   und  S2P2  :  Schnittpunkt  P.,, 
Sj  £"1   und  S.2  E.2  :  Schnittpunkt    E\ :    ^0   ist 
also  die  Verbindungsgerade  P.,  f^,. 

2.  Sucht  man  nunmehr  die  von  beliebigem 
Punkt  P^  auf  f^  ausgehende  Tangente,  so 
folgen  einander  die  Elemente  ^^  Pj ,  Pq, 
S^Pf,,  P^,  P^Po  nach  der  Zeichen  Vorschrift 

^1 Ä  '^1 Ä  ^0  7\  -^'2  7\  h- 

3.  Sucht  man  den  Berührungspunkt 
auf  t^.  so  ist  er  der  entsprechende  zum  un- 
endlich fernen  Punkt  D^  =  f  \  des  Trägers  t^. 
Man  schneidet  f„  mit  der  Geraden  S^B^, 
d.  h.  mit  der  unendlich  fenien  in  7>,,,  zieht 
<S'2-Do  'i  ''o)  ^^i^*!  erhält  als  Schnittpunkt  auf 
^2  den  Berührungspunkt  Z).,  =^  F.^. 


Aufgabe  116  bis  137.  Man  soll  von  einer 
Kurve  zv.eiter  Klasse  beliebig  viele 
weiteren  Elemente  (Tangenten  und  deren  Be- 
rührungspunkte) konstruieren,  wenn  zu 
ihrer  Bestimmung  folgende  Stücke  gegeben 
sind: 


Auflösungen.       Zur    Konstruktion    der 
nebenstehenden   Aufgaben   wählt    mau   zwei 
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1.  Fünf  beliebige  Taugenten  in  all-  von  den  g-egebenen  Tangenten  als  Träger, 
gemeiner  Lage 116-   Die  Auswahl  derselben  ist  beliebig  bei  den 

2.  Zwei  parallele  und  drei  beliebige  ersten  sechs  Fällen,  wo  keine  Berührungs- 
Tangenten 117'   P^^^^te   gegeben   sind;   wenn   sich   aber   ein 

„    „      .     ,          •    '  ,'iiJi^   „„/i  c.ir.0.  o<^ei'   zwei  Berührungspunkte   unter  den 

3.  Zweimal  ^wei  parallele  und  eine  gegebenen  Stücken  befinden,  so  muss  man 
beliebige  Tangente    _.     .     ...  118.^.^^.^^^^^^^^^^^^^^^^^.^'^^^.^^^^^^^^^^^^ 

4.  Vier  beliebige  und  eme  unendhch  ^^^f  welchen  die  Berührungspunkte  gegeben 
ferne  Tangente 119.   gj^d,   zu   Trägern   wählen.   —  Die  Schnitt- 

5.  Zwei  parallele,  zwei  beliebige,  und  punkte  der  übrigen  gegebenen  Tangenten  mit 
eine  unendlich  ferne  Tangente  120.    den  Trägern  liefern  die  zugeordneten  Punkte- 

6.  Zweimal   zwei   parallele  und  eine  paare,    ein   Berührungspunkt   bildet   jeweils 
unendlich  ferne  Tangente     .     .     .  121.    den  auf  seinem  Träger  liegenden  zugeord- 
neten  Punkt   zum   Schnittpunkt   der   beiden 

7.  Vier  beliebige  Tangenten  nebst  Träger,  wenn  dieser  als  Punkt  des  andern 
beliebigem    Berührungspunkt    auf  Trägers  betrachtet  wird. 

einer  derselben 122.         Dadurch  werden  die  nebenstehenden  Auf- 

8.  Vier  beliebige  Tangenten  nebst  un-  gaben  sämtlich  zurückgeführt  auf  die  vorigen 
endlich  fernem  Berührungspunkt  Aufgaben  88  bis  115.  Insbesondere  wird  die 
auf  einer  derselben 123.   mit   *   bezeichnete  Aufgabe  127   auf  genau 

9.  10.  Zwei  parallele  und  zwei  nicht  dieselbe  Weise  konstruiert,  wie  die  oben 
parallele  Tangenten  nebst  belle-  vollständig  gelöste  Aufgabe  110/?,  wenn  man 
bigem  Berührungspunkt:  uämhch  zu  der  samt  Berüliiningspunkt  gege- 

°,        .    .        ,            „1  .n.     benen  Tangente  als  zweiten  Träger  die  zu 

9.  aut  emer  der  paraUelen     .     .  124,   .^^.  ^^^.^^^^^^  Tangente  wählt,  und  nicht  eine 

10.  auf  einer  der  nicht  parallelen  der  beiden  andern. 

Tangeuten 125. 

11.  Zwei  parallele  und  zwei  nicht  par- 
allele Tangenten  nebst  unendlich  t.  ,i    ««4 

fernem  Berührungspunkt  auf  einer  .    ,™-  294.     Mau  kann  nicht  sagen,  dass 

j        .  ,  .          ni       m          4.  irto    jede  der  Aufgaben  116  bis  137  einer  bestimmten 

der  nicht  parallelen  Tangenten     .  126.  -jj^,  Aufgaben  88  bis  115  entspricht,  und  ebeuso- 

*12.  Zweimal  zwei  parallele  Tangenten  wenig  jede  der  Aufgaben  88  bis  115  einer  be- 
nebst  Berührungspunkt   auf  einer  stimmten  der  Aufgaben  116  bis  137,  wenn  das 

derselben 127.'-'   freilich  auch  in  mannigfachen  Fällen  zutrifft, 

^n    ,  ,     Tx    .  \   T  -,.            j      .  z.  B.  zwischen  131  und  103.     Vielmehr  kann 

13.  14.    Drei   beliebige   und   eme   un-  ^^^^  Aufgabe  der  Gruppe  116  bis  137  in  mehr- 

endhch  ferne  Taugente  nebst  Be-  fachen  Gestalten  der  Gruppe  88  bis  115  wieder- 

rührungspunkt :  erscheinen,  je  nach  verschiedener  Auswahl  der 

13.  auf  einer  der  beliebigen      .  128,    Träger.  Und  von  den  Aufgaben  88  bis  115  fallen 

14.  auf    der    unendlich    fernen  jedenfalls  zwei  solche,  die  nur  durch  «  und  |3 
Tangente 129.    ^i^^  unterscheiden,  immer  mit  derselben  Auf- 
gabe der  nebenstehenden  Gruppe  zusammen. 

15.  Drei    beliebige    Tangenten    nebst  ^  ,  ^    _  _  _      _,             •    ,,  •   ,      .   ^    , 

beliebigen  Berührungspunkten  auf  ^'"''^«A^-  '11?^'^''  ""'"      1  ?.'•  f^^^^f'^" 

■        -,        lY,  lon    gruppe  88  bis  115,  hat  man  auch  bei  der  neben- 

zweien  derselben iöV.   stehenden  Aufgabengruppe  116  bis  137  jeweils 

16.  Drei  beliebige  Tangenten  nebst  einzelne  Hauptabteilungen  zu  unterscheiden: 
beliebigem  Berührungspunkt  auf  Während  diese  aber  in  der  Gruppe  88  if.  sich 
einer,  und  unendlich  fernem  Be-  unterscheiden  durch  das  Vorkommen  verschie- 
rührungspunkt  auf  einer  andern  .  131.  Jf^^/  besonderen  Punkte  in  den  gegebenen 
Tx     •    1    1  •  1  •         m                        -1  Punktepaaren,  so  hat  man  bei  der  Gruppe  116 ff. 

17.  Drei  behebige  Tangenten  nebst  ^u  unterscheiden  nach  der  Zugehörigkeit  zu 
unendlich  fernen  Berührungspunk-  den  drei  Hauptbestimmuugsweisen  der  Kurve 
ten  auf  zweien  derselben     .     .     .  132.   zweiter  Klasse,  nämlich: 

18.  19.   Zwei  parallele   und   eine  be-  116  bis  121:  ttttt 
liebige  Tangente  nebst  beliebigen  122  bis  129:  TTT(TP) 
Berührungspunkten:  130  bis  137:  T(TP)(TP), 

18.  auf  einer  der  parallelen  und  ^.  i^.  erst  fünf  Tangeuten,  dann  vier,  dann  drei 
auf  der  beliebigen      .     .     .  133,    nebst    Berührungspunkten    auf  keiner,    einer, 

19.  auf  den  beiden  paraUelen  .  134.   zweien  derselben. 
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20.  Zwei  parallele  iind  eine  beliebige 
Tangente  nebst  beliebigem  Berüh- 
rungspunkt auf  einer  der  parallelen 
und  unendlich  fernem  Berührungs- 
punkt auf  der  schneidenden     .     .     135. 

21.  22.  Zwei  beliebige  und  eine  un- 
endlich ferne  Tangente  nebst  Be- 
rührungspunkten : 

21.  auf  den  beiden  beliebigen  .     136, 

22.  auf  einer  der  beliebigen 
Tangenten  und  auf  der  un- 
endlich fernen 137. 


Erkl.  295  a.  Bei  jeder  Aufgabe  der  Gruppen 
88  bis  115  oder  116—177  kann  es  vorkommen, 
dass  auch  ein  Berührungspunkt  verlangt  wird 
auf  einer  der  neu  konstruierten  Tangenten. 
Zu  dem  Zwecke  hätte  man  nur  die  Bezeich- 
nungsweise der  vorhandenen  Elemente  in  der 
Art  abzuändern,  dass  man  diese  neu  ge- 
fundene Tangente  als  einen  der  Träger  auf- 
fasst,  mit  einem  der  vorigen  Träger  zusammen- 
fasst  und  zum  Schnittpunkt  dieser  beiden 
Träger  den  entsprechenden  Punkt  auf  dem 
neuen  Träger  sucht.  Dies  ist  der  gesuchte 
Berührungspunkt.  Ebenso  könnte  man  gleich- 
zeitig auf  zwei  neugefundenen  Trägern  die 
Beriüirungspunkte  finden,  indem  man  keine  der 
früheren  Träger  als  Träger  beibehält,  sondern 
die  zwei  neuen  Tangenten  zu  Trägern  macht. 
Die  bisherigen  Träger  sind  dann  einfache  Tan- 
genten und  liefern  durch  ihre  Schnittpunkte 
mit  den  neuen  Trägern  wieder  entsprechende 
Punkte  der  beiden  nach  Satz  16  auf  diesen  ent- 
stehenden projektivisch  verwandten  Punktreihen. 


Erkl.  296.  Aufgaben  wie  120  und  121 
könnten  bei  jeder  Abteilung  der  nebenstehenden 
Aufgabengruppe  beigefügt  werden,  nämlich  unter 
Aufstellung  von  parallelen  Tangenten  als  Be- 
stimmungsstücken neben  der  unendlich  fernen 
Tangente.  Ausser  dem  ersten  Paare  120  u.  121 
sind  aber  solche  Aufgaben  nicht  weiter  auf- 
geführt, denn  sie  führen  auf  keine  eigentlichen, 
sondern  auf  zerfallende  Kurven  nach  Art 
der  Antwort  auf  Frage  27,  3.  Zwei  parallele 
Tangenten  gehen  nämlich  jeweils  durch  den- 
selben Punkt  der  unendlich  fernen  Geraden. 
Gehen  durch  diesen  Punkt  diese  zwei  parallelen 
Tangenten  und  ausserdem  die  unendlich  ferne 
Gerade  selbst  als  Tangente,  so  hätte  man  eine 
Kurve  mit  drei  Tangenten  durch  denselben 
unendlich  fernen  Punkt.  Das  kann  aber  nur 
bei  einer  zerfallenden  Kurve  zutreffen.  Und 
zwar  zerfällt  die  Kurve  hier  in  das  Punkte- 
paar, welches  gebildet  wird  aus  eben  jenem 
unendlich  fernen  Punkt  und  dem  Schnittpunkt 
der  beiden  übrigen  Tangenten.  Dieser  zweite 
Punkt  ist  bei  Aufgabe  120  im  Endlichen,  bei 
Aufgabe  121  selbst  auch  noch  unendlich  fern 
gelegen.  —  Weitere  „Tangenten"  einer  solchen 
Kurve  liefert  jede  weitere  Gerade  durch  einen 
dieser  beiden  Punkte,  in  welche  die  Kurve  zer- 
fällt, denn  diese  beiden  Punkte  werden  „ein- 
gehüllt^' von  der  Gesamtheit  der  Geraden  der 
beiden  Strahlenbüschel  erster  Klasse,  welche 
die  Punkte  zu  Scheiteln  haben. 

Erkl.  297.  Wenn  ein  Berührungspunkt  im 
Unendlichen  gegeben  ist,  so  wird  entweder  eine 
gegebene  Gerade  in  ihrem  unendlich  fernen 
Punkt  berührt,  oder  die  unendlich  ferne  Gerade 
wird  in  einem  gegebenen  Punkt  berührt.  Im 
ersten  Falle,  wie  im  zweiten,  wird  der  Be- 
rührungspunkt selber  nur  durch  die  Richtung 
einer  Geraden,  durch  einen  Pfeil  angegeben.  Die 
Tangente  in  diesem  unendlich  fernen  Kurven- 
punkte aber  geht  im  ersten  Falle  durchs^  End- 
liche, im  zweiten  bleibt  sie  ganz  im  Unend- 
lichen. Daher  ist  es  auch  im  ersten  Falle 
möglich,  dass  noch  ein  zweiter  unendlich  ferner 
Berührungspunkt  auf  einer  andern  durchs  End- 
liche gehenden  Tangente  vorhanden  ist;  im 
zweiten  Falle  kann  dies  nicht  eintreten,  es  sei 
denn  bei  einer  zerfallenden  Kurve  nach  Art 
der  vorigen  Erkl.  296. 


Aufgabe  138  bis  147.  Eine  Kui-ve  zweiter 
Klasse  soll  eingeschrieben  bezAv.  ange- 
schrieben werden: 


Andeutting.  Die  nebenstehenden  Auf- 
gaben zeigen  wieder  eine  andere  Auffassung 
bezw.  andere  Formulierung  derselben  Auf- 
gaben, welche  schon  in  den  Gruppen  88  ff. 
und  116  ff.  aufgetreten  sind.  Man  wfthlt 
zwei  der  als  Tangenten  gegebenen  Geraden 
zu  Trägern  zweier  Punktreihen,  darunter 
jedenfalls  solche  Geraden,  aufweichen  ein 
„^^^  ^„^.  „^..^.^  ^..^ö o-  Berührungspunkt  gegeben  ist.     Die  Schnitt- 

geben "sind  "_""]''^^  ]  "^    ^     °  _    140,   punkte  der  übrigen  Tangenten  liefern  ent- 
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1.  einem  beliebig  gegebenen  Fünfseit 

2.  einem  beliebig  gegebenen  allge- 
meinen Vierseit,  Trapez  oder  Par- 
allelogramm, wenn  eine  weitere 
Tangente  gegeben  ist      .... 

3.  einem  beliebig  gegebenen  Dreiseit, 
wenn  zwei  weitere  Tangenten  ge- 


138, 


139, 


146 


Projektivische  (neuere)  Geometrie.    II.  Teil. 


4.  einem  beliebigen  Vierseit  mit  ge- 
gebenem (endlich  oder  unendlich 
fernem)  Berührungspunkt  auf  einer 
Seite 

5.  6.   einem    beliebigen   Trapez    mit 


141, 


gegebenem  Berührungspunkt  auf 
einer  Seite,  und  zwar: 

5.  auf  einer  der  Parallelseiten  .     142, 

6.  (endlich  oder  unendlich  fern) 

auf  einer  der  nicht  parallelen    143, 
einem    beliebigen    Parallelogramm 
mit    gegebenem    Berührungspunkt 
auf  einer  Seite 144, 

einem  beliebigen  Dreiseit  mit  ge- 
gebenen (endlich  oder  unendlich 
fernen)     Berührungspunkten     auf 

zwei  Seiten 145, 

10.  einem  beliebigen  Parallelstrei- 
fen, wenn  eine  weitere  Tangente 
gegeben  ist,  sowie  die  Berührungs- 
punkte : 

9.  auf  beiden  Parallelseiten      .     146, 
10.  auf    einer   Parallelseite    und 
(endlich  oder  unendlich  fern) 
auf  der  weiteren  Tangente  .     147. 


Erkl.  298.  In  vorstehender  Aufgaben- 
gruppe sind  nur  solche  Aufgaben  aus  den 
Gruppen  116  ff.  in  der  neuen  Ausdrucksweise 
wiedergegeben,  für  welche  wirklich  gangbare 
Bezeichnungen  eingebürgert  sind.  Daher  sind 
z.  B.  Fünfecke  mit  parallelen  Seiten  gar  nicht 
genannt,  weil  solche  keine  besonderen  Namen 
tragen.  Ebenso  sind  Fünfecke,  Vierecke  und 
Dreiecke  mit  einer  unendlich  fernen  Seite  ganz 
weggelassen,  weil  auch  solche  nicht  wohl  anders 
als  in  der  aufgelösten  Bezeichnungsweise  der 
Aufgabengruppe  116  ff.  genannt  zu  werden 
pflegen.  Es  umfasst  daher  jede  Aufgabe  der 
vorstehenden  Gruppe  eine  geringere  oder 
grössere  Anzahl  von  Aufgaben  der  beiden 
früheren  Gruppen  lanter  sich.  


sprechende  Punktepaare,  und  durch  Kon- 
struktion weiterer  zugeordneten  Punktepaare 
erhält  man  neue  Tangenten,  parallele  Tan- 
genten, Berührungspunkte. 


Erkl.  299.  Die  Anzahl  der  Aufgaben  der 
nebenstehenden  Gruppe  Hesse  sich  mehrfach 
erweitern,  wenn  man  jeweils  neue  Aufgabe- 
stellung annehmen  Avollte,  je  nachdem  einer  der 
Berührungspunkte  im  Endlichen  oder  Unend- 
lichen liegt.  (Das  Gleiche  gilt  bei  etwaiger 
Hinzunahme  der  in  Erkl.  298  genannten  Ele- 
mente.) Dass  bei  parallelen  Tangenten  keine 
unendlich  fernen  Berührungspunkte  auftreten 
dürfen,  ist  schon  in  Erkl.  297  erörtert.  Für 
Lage  und  Art  der  Kurven  entsteht  ferner  wesent- 
liche Unterscheidung,  ob  ein  gegebener  Berüh- 
rungspunkt innerhalb  oder  ausserhalb  der  Seiten- 
strecke eines  Vielecks  liegt.  Zu  beachten  ist 
ferner,  dass,  während  die  Planimetrie  einen 
wesentlichen  Unterschied  macht  zwischen  um- 
und  angeschriebenen  Vielecken ,  in  der  Geo- 
metrie der  Lage  die  umgeschriebenen  und  an- 
geschriebenen Vielecke  vöUig  gleichwertig  be- 
handelt werden,  indem  eben  jedes  von  beiden 
ein  Tangentenvieleck  darstellt  mit  beliebiger 
Lage  zur  Kurve.  Denn  wie  Innenraum  und 
Aussenraum  einer  Strecke  gleichwertig  sind,  so 
muss  es  auch  gleichwertig  sein,  ob  der  Berüh- 
rungspunkt mit  der  Kurve  im  Innenraum  oder 
Aussenraum  der  Strecke  lieo-t. 


Aufgabe  148.  Man  soll  aus  den  ur- 
sprünglich gegebenen  Bestimmungsstücken 
der  Klassenkurve  beurteilen,  in  welchem 
Winkelraume  der  Träger  die  Kurve  selbst 
liegen  muss. 

Erkl.  300.  Besonders  für  den  Anfänger  ist 
es  eine  wichtige  Frage,  sich  über  die  Lage  der 
Kurve  orientieren  zu  können,  da  für  ihn  der 
Ueberblick  über  die  Figur  erst  dadurch  erzielt 
zu  werden  pflegt,  dass  er  die  Kurve  selbst  in 
Erscheinung  treten  sieht.  Und  diese  stellt  er  sich 
viel  eher  als  ein  Punktgebilde  vor,  wie  als  ein 
Tangeutengebilde ;  er  wird  also  eher  die  Frage 


Auflösung.  Um  über  die  Lage  der 
Kurve  in  den  Winkelräumen  der  Träger 
Gewissheit  zu  erhalten,  beobachte  man  die 
Durchlau  fungsr  ich  tung  der  beiden 
Punktreihen  in  der  Nähe  des  Schnitt- 
punktes der  Träger.  In  Figur  95  sind  die 
beiden  Punktreihen  durchlaufen  in  dergleichen 
Reihenfolge  ihrer  Elemente: 

ABCL  MXPQ  JE  HKA. 
Diese  einander  zugeordneten  Durchlaufungs- 
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nach  den  Berührungspunkten  der  Tan- 
genten in  den  Vordergrund  treten  lassen  gegen- 
über jener,  ob  ein  bestimmter  Raumteil  der  Ebene 
von  einer  veränderlichen  Tangente  überstrichen 
■wird  oder  nicht. 

Erkl.  301.  Entsprechend  der  Erwägung  am 
Schlüsse  der  vorigen  Erklärung  300  kann  mau 
die  nebenstehende  Untersuchung  auch  unmittel- 
bar auf  die  Aufsuchung  der  Lage  des  Berüh- 
rungspunktes einer  bestimmten  Tangente  richten, 
und  dazu  in  folgender  Weise  verfahren: 

1,  Wählt  man  eine  Tangentenstrecke  zwischen 
zwei  entsprechenden  Punkten  J/j  J/,  in  dem- 
jenigen W^inkelraum  der  Träger,  auf  dessen 
Schenkeln  die  Punktreihen  entgegengesetzte 
Richtung  zum  Schnittpunkt  haben,  so  liegt  ein 
unmittelbar  benachbarter  Punkt  von  3io  in  der 
Richtung  gegen  0  h  i  u ,  der  entsprechende  un- 
mittelbar benachbarte  von  J/j  dagegen  in  der 
Richtung  von  0  weg;  folglich  muss  die  mit 
3/,  1/0  unmittelbar  benachbarte  Taugente  von 
einem  Punkte  auf  ^,  einerseits  der  Tan- 
gente 3/j.V,  hinführen  nach  einem  Punkte  auf 
f,  anderseits  M^M^,  d.  h.  diese  unmittelbar 
benachbarte  Tangente  muss  die  Tangente  3/i  3/, 
auf  der  Strecke  zwischen  ^I^  und  M.^ 
überschreiten,  oder  der  Schnittpunkt  von 
M^  Mo  mit  der  unmittelbar  benachbarten  Tan- 
gente" liegt  zwischen  3/,  ixnd  3/o,  d.  h.  der  Be- 


richtuugen  haben  im  Winkel  C\0  y.^  der 
Träger  und  in  dessen  Scheitelwinkel  B^01\ 
die  entgegengesetzte,  im  Nebenwinkel 
N^OBy^  und  dessen  Scheitelwinkel  C^OP^ 
aber  die  gleiche  Eichtung,  nämlich  hier 
beide  zum  Scheitel  hin  oder  beide  vom 
Scheitel  fort,  dort  die  eine  Richtung  vom 
Scheitel  fort,  die  andere  zum  Scheitel  hin. 
Betrachtet  man  nun  die  projektivisch  zu- 
geordneten Strecken  im  ersten  Pvaume,  z.  B. 
L^Mi  und  L0M2,  so  schmiegt  sich  die  Tan- 
gente I/j  L2  irgendwo  an  die  Kurve  an  und 
ebenso  i/j  M^.  Der  Uebergang  von  der  einen 
Tangente  zur  andern  geschieht  so,  dass  stets 
das  Innere  der  Kurve  frei  bleibt,  und  die 
Kurve  selbst  gebildet  wird  durch  die  Schnitt- 
punkte je  zweier  unendlich  benachbarten 
Lagen  der  Tangente.  —  Anders  verhält  es 
sich  im  zweiten  Winkelraume,  z.  B.  bei  den 
projektivisch  zugeordneten  Strecken  Ai  B^  und 
^12-02-  Greht  man  von  A^  in  unendlich  kleinen 
Verschiebungen  nach /?!,  so  muss  man  auch 
von  A.,  in  unendlich  kleinen  \'erschiebungen 
nach  /l,  gehen:  auf  die  Tangente  A^A.^  folgt 
eine  unendlich  nahe  benachbarte,  und  diese 
trifft  sie  erst  in  der  Verlängerung  über  A^ 
hinaus  irgendwo,   so  dass  bei  der  Verschie- 
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lührungspunkt  der  Taugente  M^M.,  liegt 
innerhalb  desjenigen  Winkelraumes  der  Träger, 
auf  dessen  Schenkeln  die  Puuktreihen  ent- 
gegengesetzte Richtung-  zum  Scheitel  haben. 
2.  Wählt  man  dagegen  eine  Tangentenstrecke 
zwischen  zwei  entsprechenden  Punkten  A^Ä.^  in 
demjenigen  Winkelraum  der  Träger,  auf  dessen 
Schenkeln  die  Puuktreihen  gleiche  Richtung 
zum  Schnittpunkt  haben,  so  liegt  ein  unmittel- 
bar benachbarter  Punkt  von  A^  in  der  Richtung 
gegen  0  hin.  der  entsprechende  unmittelbar 
benachbarte  Punkt  von  ^,  ebenfalls  in  der 
Richtung  gegen  0  hin.  Folglich  muss  die  mit 
AiA.,  unmittelbar  benachbarte  Tangente  von 
einem  Punkt  auf  fj  einerseits  der  Tangente 
A^Ao  hinführen  nach  einem  Punkt  auf  f.,  auf 
derselben  Seite  von  A^A.^,  d.  h.  diese  un- 
mittelbar benachbarte  Tangente  kann  die  Tan- 
gente A^An  auf  der  Strecke  zwischen  ^j  und  A.-, 
nicht  überschreiten;  oder  der  Schnittpunkt 
von  A^A.-,  mit  der  unmittelbar  benachbarten 
Tangente '  liegt  nicht  zwischen  yljA,.  —  und 
demnach  liegt  der  Berührungspunkt  der 
Tangente  ÄiA,  nicht  innerhalb  desjenigen 
Winkelraumes  der  Träger,  auf  dessen  Schen- 
keln die  Punktreihen  gleiche  Richtung  zum 
Scheitel  haben  —  sondern  ebenfalls  in  dem- 
jenigen Wiukelraum,  auf  dessen  Schenkeln  die 
Puuktreihen  entgegengesetzte  Richtung 
zum  Scheitel  haben. 


bung  von  A^A.^  bis  B^B.,  kein  Raum  frei 
bleibt.  Daher  kann  innerhalb  des  Vierecks 
A^B^B^A.^  kein  Punkt  beim  Ueberstreichen 
ohne  Tangente  bleiben;  und  dasselbe  gilt  für  alle 
Vierecke  zwischen  den  zwei  Trägern  und  zwei 
beliebigen  Tangenten  in  demjenigen  Winkel- 
raume,  welcher  von  den  zum  oder  vom  Scheitel 
gleichlaufenden  Eichtungen  der  Punkt- 
reihen gebildet  wird.  Die  Kurve  selbst  kann 
also  auch  nicht  im  Räume  B^  OX.^  oder  seinem 
Scheitelraume  liegen,  sondern  nur  im  Räume 
X.2  0  Cj  bezw.  in  seinem  Scheitelwinkel  B^  0  P^. 
Die  Kurve  liegt  also  stets  nur  in 
solchen  Winkelräumen  der  Träger, 
für  welche  die  einsch liessenden 
Schenkel  entgegengesetzte  Rich- 
tung der  Punktreihen  aufweisen 
(die  eine  zum  Scheitel  hin,  die  andere  vom 
Scheitel  fort). 


Erkl.  302.  Von  den  vier  Winkelräumen 
der  Träger  werden  durch  diese  Ueberlegungen 
jedenfalls  zwei  ausgeschlossen,  oder  als  solche 
erkannt,  die  keine  Kurvenpunkte  enthalten.  Ob 
von  den  zwei  übrig  bleibenden  Scheitelwiukel- 
räumen  beide  Kurvenpunkte  enthalten,  oder 
nur  einer  von  ihnen,  und  welcher  von 
beiden  im  letztem  Falle,  bleibt  der  Erwägung 
im  einzelnen  Falle  vorbehalten.  Es  wird  sich 
im  nächsten  Abschnitt  der  Aufgabensammlung 
zeigen,  dass  letztere  Unterscheidung  aufs  engste 
verknüpft  ist  mit  der  Tuterscheidung  der 
Kurvengattung  selbst,  indem  nämlich  eine 
Ellipse  oder  Parabel  nur  im  einen,  eine  Hyperbel 
dagegen  in  beiden  Winkelräumen  Kurven- 
punkte aufzuweisen  hat. 


Erkl.  303.  Besondere  Vereinfachung  er- 
fahren die  Ergebnisse  der  vorigen  Auflösung, 
sowie  der  Erklärungen  301  tmd  302.  wenn  die 
Träger  parallel  liegen.  In  diesem  Falle  liegt 
nämlich  die  Kurve  entweder  innerhalb  des 
Parallelstreifens,  oder  ausserhalb  desselben, 
und  zwar  dann  auf  beiden   Seiten  desselben. 

1.  Sind  nämlich  die  zugeordneten  Durchlau- 
fungsrichtungen  in  den  beiden  parallelen  Punkt- 
reihen gleichlaufend  parallel,  so  kann  nach 
vorigem  der  Berührungspunkt  einer  belie- 
bigen Verbindungsstrecke  zweier  entsprechen- 
den Punkte  nicht  innerhalb  des  Parallel- 
streifens liegen,  sondern  nur  ausserhalb  des- 
selben auf  der  einen  oder  andern  Seite.  Doch 
aber  muss  jede  der  parallelen  Träger-Tangenten 
einen  Berührungspunkt  haben,  und.  daher 
muss  die  Kurve  selbst  aus  zwei  durch  den 
Parallelstreifen  getrennten  Teilen  (,.Aesten-') 
bestehen,  welche  von  aussen  her  an  die 
parallelen  Tangenten  bis  zur  Berührung  heran- 
kommen und  dann  wieder  nach  aussen  weiter- 
gehen, da  sie  ja  die  Tangenten  nicht  über- 
schreiten können,  und  im  Innern  des  Parallel- 
streifens   keine   Kurveupunkte    liegen    können. 

2.  Sind  aber  die  beiden  parallelen  Punkt- 
reihen ungleichlaufend  parallel,  so  muss  auf 
jeder  Verb  in  duugsstrecke  zweier  entsprechenden 
Punkte  der  Berührungspunkt  innerhalb 
des  Parallelstreifens  liegen,  die  Kurve 
geht  vom  Berührungspunkt  der  einen  Träger- 
tangente hinüber  zum  Berührungspunkt  mit  der 
andern,  und  von  dort  wieder  zurück  zum  ersten. 

Die  Kurve  heisst  im  ersten  Falle  eine  Hyperbel, 
im  letzten  Falle  eine  Ellipse.   Vergl.  Erkl.  163. 


Aufgabe  149.   Die  Konstruktion  der  Ant- 
wort auf  Frage  32  fiir  die  allgemeine  Lage         Auflösung.    Seien  ((ib^i\  und  02^2*^2  ^^^ 
der  Träger  t^  t.^  auszuführen.  drei  projektivisch  zugeordneten  Strahlen  der 
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Figur  96. 


Erkl.  304.  Vergleicht  man  die  Figuren  96 
und  32.  so  erkennt  man  die  grosse  Verein- 
fachung, welche  dadurch  entsteht,  dass  in  Fig.  32 
nicht  zwei  beliebige  Geraden  durch  (a^a.y)  als 
Träger  f, /".,  gewählt  sind,  sondern  eben  die 
Geraden  durch  (fcj  t.J  und  (Cj  c,) :  Die  Strahlen 
b„c„  fallen  in  die  Strahlen  b^c.,,  und  die  ganze 
Figur  wird  dadurch  einfacher  und  übersicht- 
licher. L'nd  doch  ist  nach  nebenstehendem  Be- 
weise ihrer  Allgemeingültigkeit  kein  Eintrag 
gethan. 


Erkl.  305.  Wenn  man  auch  in  allen  Fällen 
vorzieht .  die  vereinfachte  Konstruktion  nach 
Figur  32  vorzunehmen,  anstatt  der  allgemeinen 
nach  Figur  96  (und  ebenso  bei  der  Klassen- 
kurve die  einfache  Konstniktion  nach  Figur  27, 
statt  der  allgemeinen  nach  Figur  91),  so  ist  es 
immerhin  im  Auge  zu  behalten ,  dass  auch  auf 
anderem  Wege  zum  Ziele  gelangt  werden  kann. 
Denn  es  könnte  z.  B.  wegen  der  Lage  der 
Punkte  auf  dem  Zeichenblatt  einmal  unthunlich 
werden,  die  Geraden  AB  und  AC  als  Träger 
zu  benützen,  weil  deren  Schnittpunkte  mit  den 
Strahlen  ausserhalb  des  Blattes  fallen ;  dann 
würde  man  wohl  aus  praktischen,  wenn  auch 
nicht  aus  theoretischen  Gründen  von  der  be- 
sondern Konstruktion  auf  die  allgemeine  zurück- 
stehen. 


Büschel  S\  und  S\.  Man  wähle  zwei  ganz 
beliebige  Strahlen  dui-ch  (0,02)  als  Träger 
t^  u.  /,  für  die  Punktreihen  (^jörj),  (t^b^),  (f^Cj) 
und  {t,a^),  (t.b,),  (f^c.^).  T)a^{f^a^)  und  (^2^2) 
zusammenfallen,  so  ist  t^'/\  t^,  also  .%  der 
Schnittpunkt  der  Verbindungsgeraden  von 
(/i^i),  {f.^b.^  und  (t^c^),  (^c^).  Zu  beliebigem 
Strahle  jh  erhält  man  p^  aus  der  Eeihe  von 
Elementen  i>,,  (p^f^),  S^,  (p,,f^),  p^. 

Dass  der  so  entstandene  Strahl  p„  genau 
derselbe  ist,  der  durch  beliebige  andere  Wahl 
der  Träger  t^  t.^  entstanden  wäre,  beweist  die 
harmonische  Beziehung:  Ist  etwa  p^  der 
vierte  harmonische  Strahl  zu  a-^b^c^,  so  ist 
auch  {t^p^  vierter  harmonischer  Punkt  zu 
Ä^By^C^,  ebenso  auch  p^^  vierter  harmonischer 
Strahl  zu  a^bf^Cf,,  (f^p,,)  vierter  harmonischer 
Punkt  zu  ^2-52^21  also  auch  P2  vierter  har- 
monischer Strahl' zu  a^b.^c^.  Wird  aber  Pi 
aus  der  Strahlengrnppe  Oyb^c^  durch  irgend- 
welche Reihenfolge  harmonischer  Zuordnungen 
erhalten,  so  muss  auch  p^  aus  der  Strahlen- 
grnppe a.^b^c^  durch  die  entsprechend 
zugeordnete  Reihenfolge  harmonischer 
Zuordnungen  entstehen.  Und  da  die  har- 
monische Zuordnung  eindeutig  ist,  so 
muss  es  auch  die  projektivische  Zuord- 
nung der  Strahlen  p^  und  p^  sein. 


Aufgabe  150.    Mau  wiederhole  die  vorige 
Konstruktion  in  anderer  Lage  der  Elemente. 


Aufgabe  151.  Man  konstruiere  die  Kurven-         .    ,  ^  ,      •,    ^ 

tangenten  in  den  Scheiteln.  Andeutung.   Entsprechende  Strahlen  zum 

"\  erbindungsstrahl  beider  Scheitel. 


Aufgabe  152.  Von  einer  Kurve  seien 
gegeben  die  Scheitel  uebst  der  Tangente  in 
einem  derselben  und  zwei  Strahlenpaare  a^a^ 
und  f  j  C2.  Man  konstruiere  weitere  Kurven- 
punkte sowie  die  Tangente  im   Scheitel  S^. 


Auflösung.    Die  Taugente  in  .S,  ist  der 
entsprechende   Strahl    r,    zum   \'erbindungs- 
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Figur  97  a, 


Figur  97  b. 


ej.^^e 


Erkl.  306.  Auch  die  vorliegende  Kon- 
struktion könnte  man  nach  der  allgemeinen 
Konstruktion  ausführen ,  indem  man  ein  be- 
liebiges Strahlenpaar  durch  (öjö.,)  oder  {c^c.^ 
als  f,  und  t^  wählte.  Wenn  man  aber  eine  an- 
sehnliche Zahl  von  Kurveuelementen  konstruieren 
■will,  so  ist  es  von  Wert,  möglichst  wenig  Linien 
ziehen  zu  müssen ;  und  das  ermöglicht  eben  die 
besondere  Art  der  Konstruktion.  Für  Kon- 
struktion zahlreicher  Elemente  ist-  es  ausserdem 
ratsam ,  gar  nicht  alle  Geraden  ganz  auszu- 
ziehen, sondern  nur  solche  Stücke  bezw.  Stück- 
chen derselben,  welche  zur  Kenntlichmachung 
der  erforderlichen  Schnittpunkte  gerade  nötig 
sind. 

Erkl.  307.  Die  Auswahl  der  Elemente  ist 
in  den  dualistisch  gegenüberstehenden  Auf- 
gaben 82  und  152  beschränkter  als  in  den 
Fällen  ohne  vereinigt  liegende  Bestimmungs- 
stücke. Während  nämlich  in  den  letztgenannten 
Fällen  aus  drei  Bestimmungsstücken  ahc  bezw. 
ABC  zwei  beliebige  Elemente  für  SjS,  bezw. 
#1^2  auf  sechsfache  Weise  ausgewählt  werden 
können,  gestatten  die  vorliegenden  Bestimmungs- 
stücke nur  noch  zweifache  Auswahl,  nämlich 
in  Figur  92  für  S.,  unter  A^  oder  C, .  bezw. 
in  Fig.  97  für  t.^  unter  «,  und  Cj ,  während  S^ 
bezw.  ?,  nur  einfach  gewählt  werden  können 
(vergl.  Erkl.  287). 


strahl  —  indem  dieser   betrachtet   wird   als 


Strahl 


des   zweiten  Büschels.     Demnach 


kennt  man  wieder  drei  Paare  entsprechender 
Strahlen,  «i^jfi  und  a^c^e^.  Für  t.^  ist  Aus- 
wahl unter  a^  und  Cj,  als  t^  ist  nur  zu  neh- 
men die  Verbindungsgerade  von  {a^a^  und 
(c-a^i).  Wählt  man  a^  =  i^  (siehe  Figur  97), 
so  ist  Punktreihe  {^\a-^{t-^c^{t^e^  projek- 
ti visch  mit  Eeihe  {t^a^  {t-iC^)  (^2^2)'  '^'^^  zwar 
wegen  des  Zusammenfallen s  von  (J^a^  imd 
(fj^a)  in  perspektivischer  Lage.  Scheitel 
6'(,  liegt  also  im  Schnittpunkt  der  Verbindungs- 
geraden von  (^1^1)  und  (^2 '^2)"  nämlich  c^, 
und  von  {f^e^  und  (^2^2))  uämlich  >:-^:,  also 
*S'o  =  (c.^fj).  Dann  findet  man  (s.  Fig.  97a) 
zu  x^i  den  Strahl  j)^  bezw.  den  Kurvenpunkt 
P  durch  2h^  h>  Po^  '21  Ih^  "^d  ebenso  die 
Tangente  im  Scheitel  S^  als  entsprechenden 
Strahl  c?2  zum  Verbindungsstrahl  der  Scheitel 
d^  (siehe  Figur  97b)  durch  d-^,  t-^,  '/,,,  /gi  d^. 


Aufgabe  153.  Von  einer  Kurve  seien 
gegeben  die  Scheitel  und  die  Tangenten  in 
beiden  nebst  einem  Strahlenpaare  a^ög- 
Man  konstruiere  weitere  Strahlenpaare. 


Erkl.  308.  Wählt  man  die  allgemeinere 
Konstruktionsweise,  so  hätte  man  zwei  beliebige 
Geraden  durch  A  als  Träger  zu  wählen.  Bei 
der  besonderen  Konstruktionsweise  bleibt  keiner- 
lei Auswahl,  da  hier  nur  t^  =  «.,  und  t.,  =  a, 
gewählt  werden  kann. 

Erkl.  309.  In  den  vorstehenden  Fig.  92,  93 
und  97,  98  sind  jeweils  Ellipsen  als  Grundlage 
genommen.  Selbstverständlich  bleibt  aber  der 
Charakter  der  Kurve  für  die  Gültigkeit  der 
Entwicklung  gänzlich  ausser  Betracht.  Es  kann 
daher  dem  Studierenden  nur  angeraten  werden, 


Auflösung.  Die  Tangente  in  S\  ist  der 
entsprechende  Strahl  '.^  zum  Verbindungs- 
strahl der  Scheitel,  wenn  dieser  betrachtet 
wird  als  Strahl  fg  ^^^  zweiten  Büschels; 
die  Tangente  in  <S'.,  ist  der  entsprechende 
Strahl  c?2  zum  Verbindungsstrahl  der  Scheitel, 
wenn  dieser  betrachtet  wird  als  Strahl  d^ 
des  ersten  Büschels.  Demnach  kennt  man 
wieder  drei  Paare  entsprechender  Strahlen 
«id^ei  und  a^d^e^.  Filr  t,^  ist  zu  nehmen 
«1  und  für  t^  nur  a^  (siehe  Figur  98),  also 
Punktreihe  {fid^if^d^ii^e^  projektivisch 
(/gOo)  (^2  ^^2)  (^2 '^'2^)  ^^nd  zwar  wegen  des  Zu- ■ 
sammenfallens  von  {i-^ci^  und  (^'202)  i^  per- 
spektivischer Lage.    Scheitel  S^  liegt  auf 
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Figur  98. 


die  sämtlichen  Figuren  für  abweichende  Fälle  der  Verbindungsgeraden  von  ('it/i)  und  (/'^(/j), 
der  Lage  der  Besrimmungsstücke  zu  wieder-  nämlich  c/^r  nnd  auf  der  Verbindungsgeraden 
holen .   um  sie  in  den  verschiedensten  Abände-   y^Q    (^^^J    mi^    {^_'-i) ,    nämlich    r^:     also 


rungen  einzuüben. 


Sq  =  (fLi'-i)-  Dann  findet  man  (s.  Figur  98) 
zu  Pi  den  Punkt  yx,  bezw.  den  Kurvenpunkt 
(P1P2)  «li^ch  2h,  '1,  Po,  h^  Pr 


Aufgabe  154  bis  176.  Man  konstruiere 
weitere  Kurvenpunkte  bezw.  die  Tangenten 
in  den  Scheiteln,  wenn  eine  Kurve  zweiter 
Ordnung  bestimmt  ist  durch  die  zwei 
Scheitel  und  die  folgenden  zugeordneten 
StrahlengTuppen : 

1.  a^,  b^,  Cj  und  «2!  ^2>  ^'2  ™i^ 
Pimkten  ABC  auf  gleicher 
oder  ungleicher  Seite  von  6\  S.,   154. 

2.  «1,  b^,  rfj  und  Ogj  ^2)  ^^2  0^6^ 
a^,  &i,  e^  und  a^,  b^,  e^  mit 
Punkten  AB  in  verschiedenen 
Lagen  auf  gleicher  oder  un- 
gleicher   Seite   von    S^S^  und 

do  oder  >i 155 a, ß. 

3.  r<^,  f/j,  ^^j  imd  «0,  r/g,  ^2  ^^ 
Punkt  ^4  im  gleichen  oder  un- 
gleichen "Winkelraum  (r/g^'i)  mit 

der  Strecke  8^82 156. 

4.  «1,  «?j,  <^i  und  02!  f^2'  ''2>  WO' 
bei  i?!  j'i  (/g  ^iQd  Punkt  ^  inner- 
halb oder  ausserhalb  des  Par- 
allelstreifens       157. 


Auflösungen.  Die  Lösungen  der  drei 
ersten  Aufgaben  154  bis  156  sind  wieder 
ganz  dieselben  wie  die  in  Antwort  6  auf 
Frage  32  bezw.  in  Aufgabe  152  und  153 
gegebenen  Konstruktionen.  Der  Vollständig- 
keit wegen  sind  dieselben  unter  Andeutung 
ihrer  verschiedenen  Erscheinungsweisen  noch- 
mals mit  den  andern  Aufgaben  zusammen- 
gestellt. Aufgabe  157  ist  dieselbe  wie  L56, 
nur  mit  parallel  laufenden  Tangenten  in  den 
Scheiteln. 


5.  f/j,  b^  und  a^,  &2  nebst  c^  \\  c^ 
mit  Punkten  A  und  B  in  drei 
verscliiedenen  Lagen  zum  Par- 
allelstreifen     158. 

6.  «1,  '/^  und  «2)  '^^2  O'ier  Oj,  ei 
und  «2)  ^2  nebst  c  Ji  Cg  mit 
gleicher  Unterscheidung  für 
Punkt  A 159  «,1 

7.  (/i,  e^  und  d^,  <.-2  nebst  a^  \\  ag   160. 

8.  «1,  d-^,  e^  und  «2»  ^^2»  ^2»  ^'^' 

bei  «1  II  «2  nnd  r/.,  ||  'j    .     .     .    161. 


Bei  den  Aufgaben  158  bis  161  hat  man 
einmal,  bei  162  und  163  zweimal  zwei 
zugeordnete  Parallelstrahlen,  folglich 
als  deren  Schnittpunkt  einen  unendlich  fern 
liegenden  Kurvenpunkt.  Dadurch  fallen  auch 
von  den  drei  Punkten,  durch  welche  /,  und  f^ 
gelegt  zu  werden  pflegen,  einer  oder  zwei 
unendlich  fern. 


252  Projektivische  (neuere)  Geometrie.    II.  Teil. 

9.  a^  und  a^  nebst  öj  ||  ^2  ^^^^ 
c-i  II  Cg  in  gleichlaufenden  oder 
ungleiclilaufenden  Büscheln      .   162. 

10.  d^  und  d.2  oder  e^  und  e^  nebst 
Jj  II  &2  uii<i  ^1  II  Ci  '^i'^  gleicher 
Unterscheidung 163  a,  ß. 

11.  62 00:  a,,  ii,  c,  und  «2,  *2.  ^2  .  ^"^^^  "^^^  Aufgaben  164  bis  167  ist  der 
oder  *S  00;  a,,  i,,  c  und  a,,  eine  Scheitel  im  Unendlichen,  also  sein  Büschel 
j      f, 164  a  8.   ßi'i  Parallelstrahlenbüschel,  aber  die  von  die- 

10    q'^^  «     h     r7   iinri  n     h     ri  '       SBUi  Büschel  gegebenen  Strahlen  laufeu  sämt- 

oder '/^-äi     /und"«  ^^^  ^"^^^'^  Endüche.     Die  unendHch  ferne 

7      ^      '     1'     1'    1             2>  j^gg      o    Gerade  der  Ebene  ist  zwar  einer  der  Strahlen 

^'    -  *     *     '     ■     ■     ■     '     ■     ■  '^"    dieses  Parallelstrahl enbüschels,  aber  derselbe 

13.  ^aC»;  ttj,  Oj,  e,  und  «2,  Ö2'  ''2  tritt  nicht  unter  den  gegebenen  Ele- 
oder  S'ioo;  a^,  &,,  c?^  und  ög.  menten  auf. 

£.2,  (7. 166a,/S. 

14.  'S',«»;  öj,  fZj,  r-j  und  02,  f*'2,  ^2 
oder  -S^oo;   a^,  rfj,  e^  und  a^, 

d.,  e., 167«,^. 

15.  Ä2C0;  a,,  ^1,  Ci  und  a2,  h^,  ^^  ^^^  Aufgaben  168  bis  173  dagegen 
C2»  oder  -bi  00;  ^'i'  ^1'  ^r^  tritt  diese  unendlich  ferne  Gerade  in  den  ver- 
und  «2.  ^2.  '"2 Ibö«,^.   schiedensten    Zuordnungen    als    Strahl    des 

16.  -S-gOo;  öj,  J^,  d^  und  «2,  ^2°^.  ParaUelstrahlenbüschels  auf. 
d^  oder  S'i<»  ;  ßj,  h^cc,  d^  und 

a^,  bg,  d^ 169  a,ß. 

11.  S.jCc-j  Oj,  ij,  r/j  und  02,  &2> 
d.2'=>^  oder  Ä^oo  ;  a^,  öj,  rf^c» 
und  a^,  h^,  d^ 170  a,  ß. 

18.  'S'2  ^  ;  «1,  &i,  ^1  und  Og,  ^2'^' 

^2  oder  Ä'^oo;  a^,  h^^,  e^  und 

Ö2J  ^2'  ^2 171a,  j3. 

*19.   ÄoOo;  Oj,  d^,  ej  und  «2°^'  ^2' 

e^  oder  ^S^cc;  o^c»,  f7^,  e^  und 

«2.  f^2>  ^2 172a*,ß. 

20.  'S2O0;  rtj,  d-^,  e^  und  Ogi  ^2*» 
<^2  oder  »S'jCo  ;  aj,  ^/, ,  e^<X)  und 

«2.  f^2>  f'2 173  a,ß. 

21.  6'i  Qc  und  Ägoo  ;  o^,  Z/j,  Ci  und  Bei  den  drei  letzten  Aufgaben  174  bis  176 
«2'  ^2)  ^2 174.          sind  beide  Scheitel  ins  Unendliche  verlegt, 

22.  S^cc  und  »Sgoo;  ßj,  Jj,  rfjGo  also  beide  Büschel  Parallelstrahlenbüschel: 
und  «2,  &2>  ^^2  oder  a^,  b^,  c^  die  unendlich  ferne  Gerade  tritt  hier  als 
und  «2)  ^2>  ^2°° 175«,  ß.  Verbindungsstrahl  beider  Scheitel  auf,  daher 

23.  .S\oo   und  <^2«;   «1.  '^o'.  ^'1  •      '^1°^  ^^*^  '2°°* 
und  «2)  ^^2)  ^2* 176. 

Erkl.  310.  Die  Bedeutung  der  Buchstaben  ist  wieder  dieselbe  wie  früher,  nämlich  a,  &,  c 
beliebige  durchs  Endliche  laufende  Strahlen;  f?, ,  e.,  bezeichnen  den  Verbinduugsstrahl 
der  Scheitel,  je  nachdem  dieser  als  Strahl  des  Büschels  Sj  oder  Ä^  angesehen  wird,  folglich 
Ai,  fj  die  Tangenten  in  S,  und  Sj.  Weitere  Bezeichnungen,  wie  F  und  (?  bei  den  Punkt- 
reihen, treten  bei  den  Strahlenbüscheln  keine  auf.  —  Durch  Beisetzung  der  Buchstaben  «/? 
bei  einer  Aufgabe  wird  angedeutet,  dass  die  beiden  Aufgaben  sich  nur  unterscheiden  durch 
Vertauschung  der  Elemente  des  einen  und  andern  Büschels.  Die  mit  Stern  bezeichnete 
Aufgabe  172  a*  ist  unten  vollständig  gelöst. 

Erkl.  311.  Da  die  Scheitel  ebensowohl  als  die  Schnittpunkte  je  zweier  zugeordneten  Strahlen 
Kurvenpunkte  sind,  so  ist  über  die  Lage  der  Kurve  zu  den  gegebenen  Elementen  hier  nicht 
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wie  bei  der  Tangentenkurve  besondere  Erörterung  erforderlich ;  über  die  Art  der  Kurve 
(Ellipse.  Parabel,  Hj'perbel)  vergleiche  man  wieder  den  vierten  Abschnitt  dieses  Buches. 
Für  einige  der  vorstehenden  Aufgaben  lassen  sich  Figuren  verwenden,  die  im  vorigen  I.  oder 
im  gegenwärtigen  II.  Teile  dieses  Lehrbuches  gezeichnet  vorliegen,  so  für  Aufgabe  159  und 
160  Fig.  43a;  für  Aufgabe  161  bis  163  die  Figuren  48,  50.  44a;  für  Aufgabe  164^  bis 
167 ;S.   171^,   173/?  Fig.  43b,  für  Aufgabe  174  bis  176  Fig.  44b. 

Erkl.  312.  Auch  zu  den  vorstehenden  Beispielen  möge  der  Studierende  jedesmal  den 
Text  der  Aufgabe  in  "Worten  fassen,  z.  B.  für  Aufgabe  173:  Die  projektivische  Verwandt- 
schaft eines  Strahleubüschels  mit  einem  Parallelstrahlenbüschel  sei  festgelegt  durch  Zuordnung 
eines  beliebigen  Strahlenpaares  sowie  der  beiden  dem  Verbindungsstrahl  der  Schei- 
tel entsprechenden  Strahlen,  wovon  der  eine  mit  dem  unendlich  fernen  Strahle  seines  Büschels  zu- 
sammenfällt. Man  konstruiere  zahlreiche  Punkte  der  erzeugten  Kurve.  —  Vergleiche  auch  die 
folgende  Aufgabe  172«. 

Erkl.  313.  Aus  Aufgabe  165  ergeben  sich  die  beiden  Aufgaben  169  und  170  durch  Ver- 
legung des  einen  oder  des  andern  Elements  ins  Unendliche ;  aus  Aufgabe  166  aber  nur  die  eine 
Aufgabe  171.  Denn  wollte  man  in  166«  etwa  e.,  ins  Unendliche  verlegen,  so  müsste,  da  e., 
der  Verbindungsstrahl  S.;,S^  ist,  auch  .S',  im  Unendlichen  liegen;  man  käme  also  auf  die 
Aufgabe  175.  Ebenso  kann  auch  aus  Aufgabe  174  keine  besondere  dadurch  entstehen,  dass  einer 
der  Strahlen  abc  ins  Unendliche  verlegt  wird;  denn  da  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ver- 
bindungsstrahl beider  Scheitel  ist,  so  würde  etwa  durch  c,  oo  sofort  Co  zur  Tangente  in  .S'^ 
werden,  also  Aufgabe  175  entstehen. 


Figur  99. 


Aufgabe  172  u.  Von  zwei  projektivischen 
Strahlenbüscheln,  deren  einer  ein  Parallel- 
strahlenbüschel, seien  gegeben  die  beiden 
dem  Verbindungsstrahle  der  Scheitel 
entsprechenden  Strahlen,  sowie  der  dem  un- 
endlich fernen  Strahle  des  Parallelbüschels 
entsprechende  Strahl  im  andern.  Man  suche 
weitere  Punkte  der  Kurve. 

Erkl.  314.  In  Figur  99  sind  nicht  nur  die 
Strahlen  von  S.,  aus  alle  einander  parallel, 
sondern  auch  je  ein  Strahl  durch  Sj  und  S,„ 
nämlich  ih  i  An  ?i  II  9»  ^-  s-  ^-  Denn  da  ^i  die 
unendlich  ferne  Gerade  ist ,  so  müssen  je  zwei 
Strahlen  von  5,  und  S„,  welche  denselben  Punkt 
JP„  Q„  u.  s.  w.  projizieren .  miteinander  gleiche 
Richtung  haben.  Die  unendlich  ferne  Gerade 
selbst  tritt  hier   als  einer  der  Parallelstrahlen 


Auflösung.  1.  la  Figur  99  sei  S\  mit 
a^die^  der  eine  Strahlenbüschel,  also  Scheitel 
S.2  in  Eichtung  (/,  und  mit  Strahlen  c,  =  d^, 
</o  und  «200;  folglich  i^  Tangente  in  S^, 
dl  Tangente  im  unendlich  fernen  Scheitel 
So.  Als  Träger  //.,  sind  also  zu  wählen 
zwei  von  den  Verbindungsgeraden  der  drei 
Schnittpunkte  («löo)  ^^^^'  "*-^'  ('^"'2)  oder 
oc6'2,  ('-i'i)  ^^^^'  '^'v  ^^  ''^i^-i  ^^^  Träger 
nicht  verwendbar,  bleibt  für  /,  nur  S.-,A  oder 
«1,  nämlich  die  unendlich  ferne  Gerade,  und 
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zu  (l^e.^  u.  s.  w.  auf.  Sie  ist  aber,  wie  in  andern 
Fällen"  ebenfalls  zur  Anwendung  gelangt,  auch 
parallel  zu  jeder  beliebigen  Geraden  im  End- 
lichen der  Ebene,  auch  senkrecht  zu  jeder  be- 
liebigen Geraden  im  Endlichen  u.  s.  w. 


Erkl.  315.  Die  Kurve  selbst  hat  in  Fig.  99 
zwei  Punkte  auf  der  unendlich  fernen  Geraden, 
nämlich  den  Scheitel  S,  als  Schnittpunkt  der 
zugeordneten  Strahlen  d^d^  und  A  (zugleich 
A,  A^,  A.2)  als  Schnittpunkt  der  zugeordneten 
Strahlen  rt,  a^.  Von  S.^  kommt  die  Kurve  aus 
dem  Unendlichen  herein  und  geht  über  P  wieder 
nach  A  ins  Unendliche ,  kommt  auf  der  ent- 
gegengesetzten Seite  wieder  ins  Endliche  nach 
Q  und  geht  über  5',  wieder  zurück  auf  der 
eutgegengesetzten  Seite  wie  zuvor  zum  unendlich 
fernen  Punkte  S.,:  die  Kurve  heisst  Hyperbel. 


für  ^2  niw'  ^\-^  oder  «i.    Dann  sind  die  ent- 
sprechenden Punkte  beider  Träger: 

(^jaj)  und  (^2(^2)'  Verbindungsgerade^  unbe- 
stimmt durch  A cc ,  also  ti^^t.^; 

(iicl^)  u-nd  {t^d^'-  Verbindungsgerade  d.,; 

(^i^i)  und  {t^e^:  Verbindungsgerade  e^;  S^y 
ist  also  der  Schnittpunkt  (r/a^'i). 

2.  Sucht  man  nunmehr  auf  beliebigem 
Strahl  2'i  durch  <S\  den  zweiten  Kurvenpunkt, 
so  entstehen  nach  der  Zeichenvorschrift: 

-S^i  7\  ^1  Ä  '%  /\"  h  Ä  ^2 
der  Reihe  nach  die  Elemente  2^^,  qcP^,  p^, 
P2,  P2]  und  Pist  Schnittpunkt  von  p^  und  p.;,. 

3.  Sucht  man  auf  beliebigem  Parallelstrahl 
(22  durch  S^  den  zvs^eiten  Kurveupunkt,  so 
folgen  einander  umgekehrt  die  Elemente  ^2- 
Q2,  ?o.  °^^i.  ?i.  also  Kurvenpunkt  (^i?2)- 


Aufgabe  177  bis  191.  Man  soll  von  einer 
Kurve  zweiter  Ordnung  beliebig  viele 
weiteren  Elemente  (Kurvenpunkte  und  deren 
Tangenten)  konstruieren,  wenn  zu  ihrer  Be- 
stimmung folgende  Stücke  gegeben  sind : 

1.  Fünf  beliebige  Kurvenpunkte  in 
allgemeiner  Lage 177. 

2.  Vier  im  Endlichen  und  ein  unend- 
lich fern  liegender  Kurvenpunkt    178. 

3.  Drei  im  Endlichen  und  zwei  un- 
endlich fern  liegende  Kurvenpunkte    179. 

4.  Vier  beliebige  Kurvenpunkte  nebst 
beliebiger  Tangente  in  einem  der- 
selben       180. 

5.  6.  7.  Drei  im  Endlichen  und  ein 
unendlich  fem  liegender  Kurven- 
punkt nebst 

5.  beliebiger  Tangeute  durch 
einen  der  im  Endlichen  lie- 
genden Kurvenpunkte     .     .    181, 

6.  beliebiger  Tangente,  bezv/. .    182, 

7.  unendlich  ferner  Tangente 
durch  den  unendlich  fernen 
Kurvenpunkt 183. 

8.  9.  Zwei  im  Endlichen  und  zwei 
unendlich  fern  liegende  Kurven- 
punkte nebst  beliebiger  Tangente 

8.  durch  einen  der  im  Endlichen    184, 

9.  durch    einen   der    unendlich 

fern  liegenden  Kurvenpunkte    185. 

10.  Drei  beliebige  Kurvenpunkte  und 
in  zweien  derselben  je  eine  be- 
liebige Tangente 186. 


Auflösungen.  Zur  Konstruktion  der  neben- 
stehenden Aufgaben  wählt  man  zwei  von  den 
gegebenen  Kurvenpunkten  als  Scheitel.  Die 
Auswahl  derselben  ist  beliebig  bei  den 
ersten  drei  Fällen,  wo  keine  Tangenten 
gegeben  sind ;  wenn  sich  aber  eine  oder  zwei 
Tangenten  unter  den  gegebenen  Stücken 
befinden,  so  muss  man  den  einen  Kurven- 
punkt bezw.  die  zwei  Kurvenpunkte,  durch 
welche  die  Tangenten  gegeben  sind,  zu 
Scheiteln  wählen.  —  Die  Verbinduugsgeradeu 
der  übrigen  gegebenen  Kurvenpunkte  mit  den 
Scheiteln  liefern  die  zugeordneten  Strahlen- 
paare, eine  Tangente  bildet  jeweils  den  durch 
ihren  Scheitel  gehenden  zugeordneten  Strahl 
zum  Verbindungsstrahl  der  beiden  Scheitel, 
w^enn  dieser  als  Strahl  des  andern  Büschels 
betrachtet  wird. 

Dadurch  werden  die  nebenstehenden  Auf- 
gaben sämtlich  zurückgeführt  auf  die  vorigen 
Aufgaben  154  bis  176.  Insbesondere  wird 
die  mit  *  bezeichnete  Aufgabe  190  auf  genau 
dieselbe  Weise  konstruiert,  wie  die  oben  voll- 
ständig gelöste  Aufgabe  172«,  indem  die 
beiden  nebst  Tangente  gegebenen  Kurven- 
punkte (der  endlich  und  der  eine  unendlich 
ferne)  als  Scheitel  gewählt  werden  müssen. 
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11.  12.  13.  Zwei  im  Endlichen  und 
ein  unendlich  fern  liegender 
Kurvenpunkt  nebst 

11.  beliebigen  Tangenten  durch 
die  beiden  im  Endlichen 
liegenden  Kurvenpunkte     .    187, 

12.  beliebigen  Tangenten  durch 
den  einen  im  Endlichen  und 
durch  den  unendlich  fern 
liegenden  Kurvenpunkt      .    188, 

13.  beliebiger  Tangente  durch 
den  einen  im  Endlichen  und 
unendlich  ferner  Tangente 
durch  den  unendlich  fern 
liegenden  Kurvenpunkt       .    189. 

*14.  15.  Ein  im  Endlichen  und  zwei 
unendlich  fern  liegende  Kurven- 
punkte nebst 

14.  beliebigen  Tangenten  durch 
den  im  Endlichen  und  durch 
den  einen  der  unendlich  fern 
liegenden  Kurvenpunkte     .    190* 

15.  beliebigen  Tangenten  durch 
die  beiden  unendlich  fernen 
Kurvenpunkte       ....     191. 


Erkl.  316.    In  entsprechender  Ueb ertragung 
gelten  auch  hier  die  Ausführungen  der  Erklä- 
rungen 294  bis  297.    Die  Gruppierung  ergibt  für 
Aufgabe  177  bis  179     PPPPP, 
180    „    185     PPP{PT), 
„        186     „    191     P{PT)(PT). 

Bei  jeder  Aufgabe  kann  auch  in  einem  neu 
gefundenen  Kurvenpunkte  die  Tangente  ver- 
langt werden.  Zu  dem  Zwecke  erfolgt  Ab- 
änderung der  Bezeichnungsweise  der 
vorhandenen  Elemente  in  der  Art,  dass  man 
diesen  neu  gefundenen  Kurvenpunkt  als  einen  der 
Scheitel  auffasst,  ihn  mit  einem  der  vorigen 
Scheitel  zusammeufasst  und  dann  zum  Verbin- 
dungsstrahl dieser  beiden  Scheitel  den  entspre- 
chenden Strahl  durch  den  neuen  Scheitel  sucht. 
Dieser  ist  die  gesuchte  Tangente.  Ebenso  können 
gleichzeitig  durch  zwei  neugefundene  Kurven- 
punkte die  Tangenten  konstruiert  werden,  in- 
dem man  keinen  der  bisherigen  Scheitel  bei- 
behält, sowie  die  zwei  neuen  Punkte  zu  Schei- 
teln wählt.  Die  bisherigen  Scheitel  sind  dann 
einfache  Kurvenpunkte  und  liefern  durch  ihre 
Verbindungsgeraden  mit  den  neuen  Scheiteln 
wieder  entsprechende  Strahlen  der  beiden  nach 
Satz  16  a  in  diesen  Scheiteln  entstehenden,  pro- 
jektivisch verwandten  Strahlenbüschel.      


Erkl.  317.  Die  etwas  geringere  Anzahl  von 
Aufgaben  der  Gruppen  154  bis  176  und  177 
bis  191  gegenüber  den  im  allgemeinen  dua- 
listisch gegenüberstehenden  Aufgabengrnppen 
88  bis  115  und  116  bis  137  erklärt  sich  zum 
Teil  daraus,  dass  bei  Strahlenbüscheln  keine 
Strahlen  auftreten  von  der  besondern  Art  der 
unendlich  fernen  Punkte  einer  Punktreihe,  und 
dass  dementsprechend  auch  kein  entsprechendes 
Gegenstück  erscheint  zum  Vorkommen  paralleler 
Tangenten  unter  den  gegebenen  Elementen  in 
jenen  Beispielen.  Kommen  umgekehrt  in  den 
vorstehenden  Aufgaben  zwei  beliebig  gegebene 
Tangenten  vor,  so  gibt  es  aus  gleichem  Grunde 
keine  Veranlassung  zu  getrennter  Aufgaben- 
stellung, ob  diese  Tangenten  konvergent  oder 
parallel  sind;  denn  die  einzige  Folge  kann  die 
sein,  dass  der  Schnittpunkt  dieser  Tangenten, 
wenn  er  zum  Scheitel  .So  gemacht  wird,  einem 
geAvöhnlichen  oder  einem  Parallelstrahlenbüschel 
Entstehung  gibt.  —  Andererseits  spielt  der  in 
unendlicher  Ferne  gegebene  Kurveupunkt  hier 
eine  etwas  ausgedehntere  Rolle  als  in  den 
früheren  Aufgabengruppen  die  unendlich  ferne 
Tangente  —  schon  weil  für  diesen  Punkt  eine 
unendlich  grosse  Auswahl  besteht,  während  jene 
Gerade  nur  in  der  Einzahl  vorliegt. 


Erkl.  318.  Näher  erörtert  mag  noch  werden 
der  Ausdruck  „beliebige  Tangente  in  einem 
unendlich  fernen  Punkte":  das  ist  eben  eine 
beliebige  von  den  vielen  parallelen  Geraden 
nach  jenem  unendlich  fernen  Punkte.  J  e  d  e 
derselben  kann  als  Tangente  gewählt  werden; 
und  es  ist  in  der  Aufgabenstellung  stets  unter- 
schieden, ob  dafür  ein  dxirchs  Endliche  laufen- 
der Parallelstrahl  genommen  wird,  oder  die  un- 
endlich ferne  Gerade  selbst.  —  Die  letztere 
Wahl  fällt  allerdings  für  den  Fall  der  bei- 
den letzten  Aufgaben  190  und  191,  wo  zwei 
Kurvenpunkte  auf  dieser  unendlich  fernen  Ge- 
raden liegen.  Denn  dann  ist  die  unendlich 
ferne  Gerade  selbst  eine  Sehne  der  Kurve,  kann 
also  nicht  auch  Tangente  sein,  ausser  bei  der 
Ausnahme  des  Grenzfalles  der  entarteten  Kurve. 


Aufgabe  192  bis  196.  Eine  Kurve  zweiter 

Ordnung  soll  umgeschrieben  werden:  Andeutung.     Die    nebenstehenden    Auf- 

1.  einem  beliebig  gegebenen  Fünfeck     192,  gaben  zeigen  dieselben  Aufgaben  wie  zuvor 

2.  einem  beliebig  gegebenen   (allge-  in  anderer  Formulleiung.     Man  wählt  zwei 
meinen    oder  besondern)  Viereck,  der    gegebenen   Kurvenpunkte    als   Scheitel 
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wenn  ein  beliebiger  weiterer  Kur-  zweier  Strahlenbüschel,  darunter  jedenfalls 

venpimkt  (endlich  oder  unendlich  solche  Punkte,  durch  welche  eiue  Tafigente 

fern)  gegeben  ist 193,    gegeben  ist.     Die  Verbindungsgeraden   mit 

3    einem  beliebig  gegebenen  Dreieck,  ^e»  übrigen  Punkten  liefern  die  entsprechen- 

'  wenn  zwei  beliebige  weitere  Kur-  «^en  Strahlenpaare,   und  durch  Konstruktion 

venpunkte  gegeben  sind,  und  zwar  weiterer  zugeordneten  Strahlenpaare   erhält 

zwei  im  EudUchen,  oder  einer  im  man  neue  Kurvenpunkte  bezw.  Tangenten. 
Endlichen  und  einer  unendlich  fern, 

oder  zwei  unendlich  fern  liegende  194,         Erkl.  319.    Im  Gegensatz  zu  der  Aufgaben- 

gruppe   138  bis   147  sind  hier  allgemeine  und 

4.  einem  beliebigen  (allgemeinen  oder  besondere  Vielecke    (nach  parallelen  oder  kon- 
besondern)  Viereck  mit  gegebener  vergenten  Seiten)  nicht  zu  unterscheiden  (vergl. 
Tangente  in  einem  Eckpunkte       .  195,   Erkl.  317).   Dagegen  unterscheidet  sich  wesent- 
lich Lage  und  Art  der  entstehenden  Kurve,  je 

.         r» .  •     u       -f  nachdem  ein  hinzukommender  beliebiger  Kurven- 

5.  einem  beliebigen  Dreieck  mit  ge-  punkt  in  einem  Aussenraume,  bezw.  im  Innen- 
gebeneu  Tangenten  in  zweien  seiner  räume  oder  Scheitelwinkelraume  eines  gegebe- 
Eckpunkte 196.   neu  Vielecks  zu  liegen  kommt. 


Aufgabe  197.  198.    Eiue  Kurve  zweiten 
Grades  soll  einem  gegebenen  Dreieck 

a)  ein-  oder  angeschrieben, 

b)  umgeschrieben  werden 

und  dabei   eine  gegebene  Gerade  in   gege- 
benem Punkte  berühren. 


Aufgabe  199.  Bei  welchen  Lagebeziehungen  der  fünf  gegebenen  Elemente  entstehen 
zerfallende  Kurven? 

Auflösung. 

1.  "Wenn  von  den  fünf  gegebenen  Tan-  1.  Wenn  von  den  fünf  gegebenen  Punkten 
genten  drei  durch  einen  Punkt  gehen,  so  drei  auf  einer  Geraden  liegen,  so  bildet 
bildet  dieser  Punkt  zusammen  mit  dem  diese  Gerade  zusammen  mit  der  Verb  in- 
Schnittpunkt der  beiden  andern  Tangenten  dungsgeraden  der  beiden  andern  Punkte 
ein  Punktepaar,  das  die  fünf  gegebenen  ein  Geradenpaar,  das  die  fünf  gegebenen 
Geraden  als  Kurventangenten  besitzt.  Das-  Punkte  als  Kurvenpunkte  besitzt.  Dasselbe 
selbe  Ergebnis  entsteht,  wenn  man  zu  vier  Ergebnis  entsteht,  wenn  man  zu  vier  ge- 
gegebenen Tangenten  als  Berührungspunkt  gebenen  Punkten  als  Tangente  die  Verbin- 
den Schnittpunkt  zweier  von  ihnen  oder  zu  dungsgerade  zweier  von  ihnen  oder  zu  drei 
drei  gegebenen  Tangenten  als  Berührungs-  gegebenen  Punkten  als  Tangenten  zwei  ihrer 
punkte    zwei   ihrer  Schnittpunkte  bestimmt.   Verbindungsgeraden  bestimmt. 

2.  Wenn  von  den  fünf  gegebenen  Tan-  2.  W^enn  von  den  fünf  gegebenen  Punkten 
genten  vier  durch  einen  Punkt  gehen,  so  vier  auf  einer  Geraden  liegen,  so  bildet 
bildet  dieser  Punkt  zusammen  mit  einem  diese  Gerade  zusammen  mit  einer  belle- 
beliebigen  Punkte  auf  der  fünften  Tan-  bigen  Geraden  durch  den  fünften  Punkt 
gente  ein  Punktepaar,  das  die  fünf  ge-  ein  Geradenpaar,  das  die  fünf  gegebenen 
gebenen  Geraden  als  Kurventangenten  besitzt.  Punkte  als  Kurvenpunkte  besitzt.  Dasselbe 
Dasselbe  Ergebnis  nur  ohne  Willkür  für  den  Ergebnis  nur  ohne  Willkür  für  die  zweite 
zweiten  Punkt  entsteht,  wenn  man  zu  drei  Gerade  entsteht,  wenn  man  zu  drei  gegebenen 
gegebenen  Tangenten  als  Berührimgsp unkte  Punkten  als  Tangenten  eine  der  Verbindungs- 
einen  der  Sclmittpunkte  und  einen  beliebigen  geraden  und  eine  beliebige  Gerade  durch  den 
Punkt  der  dritten  Geraden  bestimmt.  dritten  Punkt  bestimmt. 

3.  Wenn  alle  fünf  gegebenen  Tangenten  3.  Wenn  alle  fünf  gegebenen  Punkte  auf 
durch  einen  Punkt  gehen,  so  bildet  dieser  einer  Geraden  liegen,  so  bildet  diese  Gerade 
Punkt  einen  einzelnen  mehrfach  zählenden  eine  einzelne  mehrfach  zählende  Gerade,  oder 
Punkt,  oder  auch  zusammen  mit  einem  be-  auch  zusammen  mit  einer  beliebigen  Ge- 
liebigen Punkt  der  Ebene  ein  Punkte-   raden   der  Ebene  ein  Geradenpaar,  das 
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paar,  das  die  fünf  gegebenen  Geraden   als   die  fünf  gegebenen  Punkte  als  Kurvenpunkte 
Kurventangenten  besitzt.  besitzt. 

Erkl.  320.  Ueber  das  Entstehen  der  sog.  zerfallenden  oder  entarteten  Kurven  vergleiche 
man  den  Sehluss  der  Autwort  auf  Frage  27  und  41  sowie  Erkl.  97  und  143.  Dort  findet  man. 
dass  die  Klassenkurve  entarten  kann  zum  Doppelpunkt  oder  mehrfach  zählenden  Einzelpunkt, 
die  Ordnungskurve  zur  Doppelgeraden  oder  mehrfach  zählenden  Einzelgeraden. 

Erkl.  321.  Die  obenstehend  aufgezählten  Fälle  sind  vollständig  durchgeführt  für  die  Fälle 
TTTTT,  TTTiTP).  T{TP){TP),  {TP){TP)P,  (TP)PPP.  PPPP.  Hinzugefügt  werden 
kann  noch,  dass  wenn  im  ersten  der  obenstehenden  Fälle  drei  Elemente  vereüiigte  Lage  haben 
(drei  Gerade  durch  einen  Punkt  oder  drei  Punkte  auf  einer  Geraden),  dann  die  zwei  übrigen  als 
zwei  einzelne  gegeben  sein  können  oder  als  ein  Element  nebst  Berührungselement.  Dagegen  ist 
hierbei  für  die  drei  vereinigt  liegenden  Elemente  nur  ihr  gemeinsamer  Träger  und  kein  beliebiffes 
anderes  Element  als  Berührungselement  verwendbar,  d.  h.  für  drei  Geraden  durch  einen  Punkt 
ist  kein  anderer  Punkt  als  dieser  Schnittpunkt  zum  Berührungspunkt,  für  drei  Punkte  auf 
einer  Geraden  keine  andere  als  diese  Verbindungsgerade  zur  Tangente  zu  wählen.  CMan 
vergl.  auch  Erkl.  296  zu  Aufgabe  120.  121  und  Erkl.  318  zu  Aufgabe  190.  191.) 


Aufgabe  200.  Welche  Ausdrucksweise  erfahren  die  Sätze  16  bezw.  18  bei  Bezug- 
nahme auf  den  Begriff  der  Doppelverhältnisse? 

Auflösting. 

1.  Satz  16  nimmt  folgende  Gestalt  an:  1.  Satz  16a  nimmt  folgende  Gestalt  an: 
Satz.     Das  Doppelverhältnis  der  Satz.     Das  Doppelverhältnis  der 

vier  Schnittpunkte  auf  einer  ver-  vier  Verbindnngsstrahlen  von  einem 
änderlichen  Tangente  einer  Kurve  veränderlichen  Kurvenpunkte  einer 
zweiter  Klasse,  in  welchen  diese  ver-  Kurve  zweiter  Ordnung,  durch  welche 
änderliche  von  vier  festen  Tangenten  dieser  veränderliche  mit  vier  festen  Kurven- 
geschnitten wird,  ist  konstant.  punkten  verbunden  wird,  ist  konstant. 

2.  Oder  noch  anders  ausgedrückt:  2.  Oder  noch  anders  ausgedrückt: 
Satz.      Der    geometrische    Ort  Satz.      Der    geometrische    Ort 

einer  Geraden,  auf  welcher  durch  eines  Punktes,  aus  welchem  vier  ge- 
vier  gegebene  feste  Geraden  vier  Schnitt-  gebene  feste  Punkte  durch  vier  Ver- 
punkte  von  bestimmtem  Doppelver-  bindungsgeraden  von  bestimm- 
hältnis  ausgeschnitten  werden,  ist  der-  tem  D  op  p  el  v  erhältnis  projiziert 
jenige  Strahlenbüschel  zweiter  werden,  ist  diejenige  Punktreihe 
Klasse,  welcher  durch  die  vier  festen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die 
Geraden  und  irgend  eine  einzelne  Gerade  vier  festen  Punkte  und  irgend  einen  ein- 
von  der  verlangten  Eigenschaft  bestimmt  zelnen  Punkt  von  der  verlangten  Eigen- 
ist. Schaft  bestimmt  ist. 

3.  Fasst  man  den  Begriff  des  Doppelverhältnisses  der  Schnittpunkte  von  vier  festen 
Kurvenpunkten  mit  einer  veränderlichen  Tangeute  bezw.  des  Doppelverhältuisses  der 
Verbindungsgeraden  von  vier  festen  Kurvenpunkten  mit  einem  veränderlichen  üi  ver- 
änderter Gestalt  auf  als  den  neuen  Begriff  des  ..Doppelverhältnisses  dieser  vier  festen 
Tangenten  selbst  bezw.  dieser  vier  festen  Kurvenpunkte  selbst",  so  erscheinen  die 
Sätze  18  und  18a  in  folgenden,  inhaltlich  beiderseits  identischen  Gestalten: 

Satz.  Das  Doppelverhältnis  von  vier  Satz.  Das  Doppelverhältnis  von  vier 

Tangenten  einer  Kurve  zweiter  Klasse  Kurvenpunkten  einer  Kurve  zweiter 

ist    gleich    dem    Doppelverhältnis    ihrer  Ordnung  ist  gleich  dem  Doppelverhältuis 

Berührungspunkte.  ihrer  Tangenten. 

Erkl.  322.  Die  beiden  Sätze,  welche  in  vorstehender  Auflösung  an  zweiter  Stelle  genannt 
sind,  bilden  gewissermassen  die  Vervollständigung  der  Determinationen  der  Aufgaben  33,  34 
mit  Erkl.  241  und  der  Aufgaben  43,  44  mit  Erkl.  246.  Jeder  Satz  enthält  als  geometrischer 
Ortssatz  zwei  entgegengesetzte  Sätze  in  sich : 

1.  jeder  Strahl  bezw.  Punkt  von  der  verlangten  Eigenschaft  muss  die  angegebene  Lage  zu 
einer  Kurve  haben; 

2.  jeder  Strahl  bezw.  Punkt  von  der  angegebenen  Lage  zu  einer  Kurve  muss  die  verlangte 
Eigenschaft  haben. 
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Erkl.  323.  Statt  zu  sagen,  vier  veränderliche  Elemente  müssten  stets  ein  bestimmtes  Doppel- 
verhältnis behalten,  kann  man  in  diesen  Sätzen  auch  den  Wortlaut  gebrauchen,  dass  die  vier 
veränderlichen  Elemente  stets  mit  einer  vorgegebenen  Gruppe  von  vier  Elementen 
projektivisch  verwandt  bleiben.  Und  in  dieser  Auffassung  bleibt  auch  die  Bezugnahme 
auf  Doppelverhältnisse  im  Rahmen  der  rein  geometrischen  Betrachtungsweise  ohne  Hinzunahme 
metrischer  Beziehungen. 

Erkl.  824.  Eigentlich  ist  der  Begriff  des  Doppelverhältuisses  nur  definiert  für  vier  Elemente 
in  vereinigter  Lage,  also  vier  Punkte  auf  derselben  Geraden  oder  vier  Gerade  durch  denselben 
Punkt.  Man  macht  davon  aber  auch  eine  weitere  Anwendung  auf  vier  Strahlen  eines  Strahlen- 
büschels zweiter  Klasse  oder  vier  Punkte  einer  Piinktreihe  zweiter  Ordnung,  indem  man  das 
Doppelverhältnis  solcher  vier  getrennt  liegenden  Elemente  erklärt  als  das  Doppelverhältnis  der- 
jenigen vier  Elemente  in  vereinigter  Lage,  welche  in  einem  beliebigen  festen  Element  des  Ge- 
bildes durch  jene  vier  getrennt  liegenden  Elemente  erzeugt  werden. 


Figur  100. 

'\ 

X^'          T^ 

CA^ 

i^"""^:-^;.  4?  ' 

Figur  101. 


Aufgabe  201.  202.  Man  projiziere  die  zwei  erzeugenden  Punktreiheu  eines  Strahlen- 
büschels  zweiter  Klasse  aus  einem  beliebigen  Punkte,  bezw.  die  zwei  erzeugenden  Strahlen- 
büschel einer  Puuktreihe  zweiter  Ordnung  auf  eine  beliebige  Gerade  und  untersuche  die 
entstehenden  Gebilde. 

Auflösung. 

Werden  die  beiden  projektivischen  Punkt-  Werden  die  beiden  projekti vischen  Strah- 
reihen  t-^t^  aus  einem  Punkte  projiziert,  so  lenbüschel  S^S^  auf  eine  Gerade  projiziert, 
entstehen  in  diesem  Punkte  zwei  projektivisch  so  entstehen  auf  dieser  Geraden  zwei  pro- 
verwandte  Strahlenbüschel  mit  gemein-  jektivisch  verwandte  Punktreihen  mit  ge- 
samem  Scheitel.  meinsamem  Träger. 


1.  Ist  der  Punkt  P  ein  Kurvenpunkt, 
etwa  Berührungspunkt  der  Tangente  a, 
so  liegen  die  Verbindungsstrahlen  PA^  und 
PA^  in  derselben  Geraden  «,  während 
alle  andern  Strahlenpaare  der  beiden  Büschel 
P^  und  Pg  i^  verschiedene  Geraden  fallen. 
Es  sind  also  PA^  und  PA^^  selbstent- 
sprechende Strahlen;  die  Büschel  P,  und 
Pg  besitzen  gemeinsamen  Scheitel  und  ein 
Paar  selbstentsprechender  Strahlen. 

2.  Ist  der  Punkt  Q  ein  Punkt  ausser- 
halb der  Kurve,  so  gehen  durch  ihn  die 
zwei  Tangenten  a  und  h ;  es  fallen  also 
die  Verbindungsstrahlen  QA^  und  QA^  in 
dieselbe  Gerade  a,  und  ebenso  auch  QB^ 
und  QB^  in  dieselbe  Gerade  h;  alle  andern 
Strahlen  der  beiden  Büschel  Q^  und  Qo  fallen 
in  verschiedene  Geraden.    Es  sind  also  OA-^ 


1.  Ist  die  Gerade  j9  eine  Tangente,  etwa 
im  Kurvenpunkte  A,  so  liegen  die  Schnitt- 
punkte (i^Oi)  und  {x>a^  in  demselben 
Punkt  A,  während  alle  andern  Punkte- 
paare der  beiden  Eeihen  p^  und  P2  in  ver- 
schiedene Punkte  fallen.  Es  sind  also  Q-^a^) 
und  (^^«a)  selbstentsprechende  Punkte; 
die  Punktreihen  p^  und  j)^  besitzen  gemein- 
samen Träger  und  ein  Paar  selbstentsprechen- 
der Punkte. 

2.  Ist  die  Gerade  q  eine  die  Kurve 
schneidende  Gerade,  so  liegen  auf  ihr 
die  zwei  Kurvenpunkte  A  und  P;  es  fallen 
also  die  Schnittpunkte  {qa^  und  {qa^  in 
denselben  Punkt  A,  und  ebenso  auch  {qh^) 
imd  {qh^  in  denselben  Pimkt  B;  alle  andern 
Punkte  der  beiden  Reihen  q-^  und  q^  fallen 
in  verschiedene  Punkte.    Es  sind  also  {qa-^ 
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und  QÄ2  sowie  QB^  und  QB.,  selb  Stent-  und  {'^a.^)  sowie  (7^*1)  und  {'^h^)   selbst- 

sprecheude  Strahlen:  die  Büschel  Q^  und  entsprechende  Punkte;   die  Punktreihen 

C^2  besitzen  g:emeinsamen  Scheitel  und  zwei  ^^  und  7.,  besitzen  gemeinsamen  Träger  und 

Paar  selbstentsprechende  Strahlen.  zwei  Pa'ar  selbstentsprechende  Punkte. 

3.  Ist  endlich  der  Punkt  i?  ein  Punkt  3.  Ist  endlich  die  Gerade  r  eine  Gerade 
innerhalb  der  Kurve,  so  gehen  durch  ausserhalb  der  Kurve,  so  liegen  auf 
ihn  keine  Taugenten,  folglich  besitzen  die  ihr  keine  Kurvenpunkte,  folglich  besitzen 
Büschel  i?i  und  i?o  keine  selbstentsprechen-  die  Punktreihen  )■^  und  r^  keine  selbst- 
den  Strahlen.  entsprechenden  Punkte. 

4.  Zusatz:  Man  könnte  auch  die  andere  4.  Zusatz:  Man  könnte  auch  die  andere 
Gegenüberstellung  zu  Satz  16  bilden,  dass  Gegenüberstellung  zu  Satz  16a  bilden,  dass 
man  die  Strahlen  eines  Strahlenbüschels  man  die  Punkte  einer  Punktreihe  zweiter 
zweiter  Klasse  zum  Schnitt  bringt  mit  einer  Ordnung  verbindet  mit  einem  beliebigen, 
beliebigen,  diesem  Büschel  nicht  angehörigen  dieser  Punktreihe  nicht  angehörigen  Punkte  l' 
Geraden  u  (s.  Figur  100).  Dann  sind  (vergl.  (s.  Figur  101).  Dann  sind  (vergl.  den  zweiten 
den  zweiten  Satz  der  vorigen  Auflösung)  die  Satz  der  vorigen  Autlösung)  die  Verbindungs- 
Schnittpunkte  C Ä' T' B'  jedenfalls  nicht  stralilen  b'a'c's'  jedenfalls  nicht  projek- 
projektivisch  zu  der  Gruppe  von  Schnitt-  tivisch  zu  der  Gruppe  von  Verbindungs- 
punkten derselben  vier  festen  Tangenten  strahlen  derselben  vier  festen  Kurvenpunkte 
caf^h  mit  einer  beliebigen  andern  Tangente,  BACS^  mit  einem  beliebigen  andern Kurven- 
z.  B.  C^Ä^D^B^  auf  ty  punkte,  z.  B.  h^a^c^d^  durch  6',. 

Erkl.  325.  Die  obenstehende  dualistische  Behandlung  der  vorliegenden  Aufgaben  bildet  eine 
nähere  Ausführung  zu  der  schon  in  Antwort  auf  Frage  27  gepflogenen  Erörterung  über  die 
Bezeichnung  dieser  Kurven  als  vom  zweiten  Grade.  Dort  wurde  nur  allgemein  gesagt,  dass 
kein,  ein  oder  zwei  selbstentsprechende  Elemente  möglich  sind:  hier  wird  gezeigt,  unter 
welchen  Umständen  jeder  dieser  drei  Fälle  zutriftt.  —  Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dass 
das  Zusammenfallen  zweier  zugeordneten  Elemente  oder  das  Selbsteutsprechen  eines  Elementen- 
paares bei  gemeinsamem  Träger  zweier  Gebilde  eine  ganz  andere  Bedeutung  hat,  als  bei 
getrennten  Trägern,  wo  dieser  Umstand  das  Merkmal  der  perspektivischen  Lage  ist. 

Erkl.  326.  In  jedem  der  Punkte  PQR  in  Figur  100  entstehen  drei  Strahlen  «16,0-,  nach 
den  Punkten  A^B^C^  auf  t^  und  drei  Strahlen  aoh.^Cc,  nach  den  Punkten  Jo£.>C'2  auf  f.^.  Ebenso 
eustehen  auf  jeder  der  Geraden  ^j  2  r  in  Figur  101  drei  Punkte  A^B^C^  durch  die  Strahlen  a^h^c^ 
aus  N,  und  drei  Punkte  A.,B.^Co  durch  die  Strahlen  a.^h.^c.^  aus  S.^.  Diese  Elementenpaare  sind 
beim  Träger  lir  stets  alle  getrennt,  beim  Träger  Pp  getrennt  bis  auf  das  eine  Paar  A^^Uy^. 
beim  Träger  Qq  getrennt  bis  auf  die  beiden  Paare  A^^a^^  und  B^^h^^. 

Erkl.  327.  Auf  die  vorliegenden  Aufgaben  wird  noch  einmal  zurückzukommen  sein  bei 
Behandlung  der  drei  Arten  von  Kurven  im  nächsten  Abschnitt  (vergl.  Erkl.  144).  Wie  nach 
Erkl.  106  und  119  bezw.  128  die  vollständig  gezeichnete  Kurve  als  Mittel  dienen  kann,  über- 
haupt projektivische  Gebilde  zu  erhalten,  so  kann  eine  solche  nach  gegenwärtiger  Ueberlegung 
besonders  auch  dienen,  um  zwei  Punktreihen  bezw.  Strahlenbüschel  mit  gemeinsamem 
Träger  und  vorgeschriebener  Anzahl  selbstentsprechender  Elemente  herzustellen. 


Aufgabe  203.  Man  zeichne  je  drei  oder 
mehr  beliebige  Paare  nicht  zusammenfallender 
Elemente  zweier  gleichlaufenden  Punktreihen 
bezw.  Strahlenbüschel  mit  gemeinsamem  Trä- 
ger, so  dass  diese  Gebilde  bei  vollständiger  Andeutung.  Man  vergleiche  die  vorige 
Zeichnung  Erkl.  327  und  Erkl.  279  und  284  des  I.  Teils. 

a)  kein, 

b)  ein, 

c)  zwei  Paare   selbsteutsprechender  Ele-        Erkl.  328.     Bei   Gebilden    mit    entgegen- 
mente  erhalten  müssen.  gesetzter   Umlaufsrichtung    ist    überhaupt    nur 

der  dritte  Fall  möglich,  für  diesen  aber  können 
drei  beliebige  Eleraentenpaare  völlig  willkürlich 
gewählt  werden. 


IQQ  Projektivische  (ueiiere)  Geometrie.    II.  Teil. 

Aufgabe  204.  Welche  Angaben  über  Gleichheit  und  Vielfachheit  von  Kurven  ergeben 
sich  aus  den  Sätzen  17? 

Auflösung;.    Man  erhält  folgende  Aufstellungen: 

1.  Zwei  Kurven  zweiter  Klasse  fallen  1.  Zwei  Kurven  zweiter  Ordnung  fallen 
vollständig  zusammen,  wenn  sie  gemeinsam  vollständig  zusammen,  wenn  sie  gemeinsam 
haben  entweder  fünf  Tangenten,  oder  vier  haben  entweder  fünf  Kurvenpunkte,  oder 
Tangenten  und  den  Berührungspunkt  auf  vier  Kurvenpunkte  und  die  Tangente  in 
einer  derselben,  oder  drei  Tangenten  und  einem  derselben,  oder  drei  Kurvenpunkte 
die  Berührungspunkte  auf  zweien  derselben,  und  die  Tangenten  in  zweien  derselben. 

2.  Es  gibt  einfach  unendlich  viele  Kur-  2.  Es  gibt  einfach  unendlich  viele  Kur- 
ven zweiter  Klasse,  welche  gemeinsam  haben  ven  zweiter  Ordnung ,  welche  gemeinsam 
entweder  vier  Tangenten,  oder  drei  Tangenten  haben  entweder  vier  Kurvenpunkte,  oder  drei 
und  den  Berülirungspunkt  auf  einer  derselben  Kurveupunkte  und  die  Tangente  in  einem 
(oder  zwei  Tangenten  nebst  deren  beiden  derselben  (oder  zwei  Kurvenpunkte  nebst 
Berührungspunkten).  Eine  derartige  einfach  deren  beiden  Tangenten).  Eine  derartige 
unendliche  Mannigfaltigkeit  heisst  eine  Schar  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  heisst 
von  Kurven  zweiter  Klasse.  ein    Büschel    von    Kurven    zweiter 

Ordnung. 

3.  Es  gibt  eine  doppelt  unendliche  Man-  3.  Es  gibt  eine  doppelt  unendliche  Man- 
nigfaltigkeit („Scharschar  bezw.  Gewebe")  nigfaltigkeit  („Netz")  von  Kurven  zweiter 
von  Kurven  zweiter  Klasse,  welche  gemeinsam  Ordnung ,  welche  gememsam  haben  drei 
haben  drei  Tangenten  oder  zwei  Tangenten  Kurvenpunkte  oder  zwei  Kurvenpunkte  und 
und  den  Berührungspunkt  auf  einer  derselben,  die  Tangente  in  einem  derselben. 

4.  Es  gibt  eine  dreifach  unendliche  4.  Es  gibt  eine  dreifach  unendliche 
Mannigfaltigkeit  von  Kurven  zweiter  Klasse,  Mannigfaltigkeit  von  Kurven  zweiter  Ord- 
welche  gemeinsam  haben  zwei  Tangenten  nung,  welche  gemeinsam  haben  zwei  Kurven- 
oder eine  Tangente  mit  ihrem  Berührungs-  punkte  oder  einen  Kurvenpunkt  mit  seiner 
punkte.  Tangente. 

5.  Es    gibt    eine    vierfach    unendliche  5.  Es    gibt    eine   vierfach    unendliche 
Mannigfaltigkeit  von  Kurven  zweiter  Klasse,  Mannigfaltigkeit  von  Kurven   zweiter  Ord- 
welche  eine  feste  Tangente  gemeinsam  haben,  nung ,  welche  einen  festen  Kurvenpunkt  ge- 
meinsam haben. 

6.  Es  gibt  in  der  Ebene  überhaupt  eine  6.  Es  gibt  in  der  Ebene  überhaupt  eine 
fünffach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  fünffach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von 
Kurven  zweiter  Klasse.  Kurven  zweiten  Grades. 

Erkl.  329.  In  den  zwei  ersten  Sätzen  obenstehender  Auflösung  kann  bei  verschiebbar  ge- 
dachten Kurven  an  Stelle  des  Ausdrucks  „wenn  sie  gemeinsam  haben  •••"  auch  gesetzt  werden 
„wenn  sie  aufeinandergelegt  werden  können  mit  •  •  • "  —  Die  Richtigkeit  der  Sätze  kann  mittel- 
bar auf  die  früher  bewiesene  Eindeutigkeit  der  Bestimmung  durch  fünf  Elemente  gestützt  werden. 
Man  kann  aber  auch  direkt  zwei  der  gemeinschaftlichen  Elemente  zu  Trägern  wählen  und  be- 
Aveisen,  dass  zum  ersten  und  gemeinschaftlichen  erzeugenden  Gebilde  die  beiden  zianächst  ver- 
schieden gedachten  zweiten  erzeugenden  Gebilde  zusammenfallen  müssen,  weil  sie  auf  Grund 
der  gegebenen  gemeinsamen  Kurvenelemente  drei  zusammenfallende  Elemente  besitzen.  Da 
aber  beide  demselben  dritten  Elemente  projektivisch  sein  müssen,  so  sind  sie  imter  sich  projek- 
tivisch,  also  Avegen  dreier  gemeinsamen  Elemente  auch  identisch.  Folglich  sind  alle  Kurven- 
elemente gemeinsam. 

Erkl,  830.  Aus  der  Planimetrie  kennt  man  Kreisschar  bezw.  Kreisbüschel  als  Ge- 
samtheit der  zwei  feste  Tangenten  berührenden  bezw.  durch  zwei  feste  Punkte  gehenden  Kreise, 
während  hier  vier  feste  Elemente  aufgestellt  sind.  Das  rührt  daher,  dass  der  Kreis  eine  ganz 
besondere  Art  von  Kurven  zweiten  Grades  ist,  bei  dem  zwei  Elemente  von  ganz  besonderer  Art 
(zwei  unendlich  ferne  und  konjugiert  imaginäre  Punkte)  festgelegt  sind. 

Erkl.  381.      Unter    der    Gesamtheit    aller  Unter   der  Gesamtheit   aller  Kurven   eines 

Kurven  einer  Schar  kann  man  auf  zwei  ver-  Büschels  kann  man  auf  zwei  verschiedene  Arten 

schiedeue  Arten  eine  einzelne  bestimmen:  eine  einzelne  bestimmen: 

1.  Jede  der  Kurven  der  Schar  hat  auf  einer  1.  Jede   der  Kurven   des  Büschels   hat   in 

der  vier   festen  Tangenten   einen   bestimmten  einem  der  vier  festen  Kurvenpunkte   eine  be- 
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Berührtingspunkt:  die  Schar  enthält  so 
viele  Kurven,  als  auf  der  Tangente  Berührungs- 
punkte liegen,  und  durch  jeden  Berührungs- 
punkt ist  eine  bestimmte  Kurve  in  der  Schar 
festgelegt,  und  umgekehrt. 

2.  Jede  Kurve  der  Schar  ist  nach  Satz  2 
der  Auflösung  von  Aufgabe  SCO  geometrischer 
Ort  für  das  Auftreten  eines  bestimmten  Doppel- 
verhältnisses: die  Schar  enthält  so  viele 
Kurven,  als  das  Doppelverhältnis  Werte  an- 
nehmen kann;  und  durch  jeden  Wert  des 
Doppelverhältnisses  ist  eine  bestimmte  Kurve 
in  der  Schar  festgelegt  und  umgekehrt. 


stimmte  Tangente:  der  Büschel  enthält  so 
viele  Kurven,  als  durch  den  Punkt  Tangenten 
gehen,  und  durch  jede  Tangente  ist  eine  be- 
stimmte Kurve  in  dem  Büschel  festgelegt,  und 
umgekehrt. 

2.  Jede  Kurve  des  Büschels  ist  nach  Satz  2  a 
der  Auflösung  von  Aufgabe  200  geometrischer 
Ort  für  das  Auftreten  eines  bestimmten  Doppel- 
verhältnisses: der  Büschel  enthält  so  viele 
Kurven,  als  das  Doppelverhältnis  Weite  an- 
nehmen kann;  und  durch  jeden  Wert  des 
Doppelverhältnisses  ist  eine  bestimmte  Kurve 
im  Büschel  festgelegt  und  umgekehrt. 


Erk].  332.  Man  erkennt,  dass  die  Benennungen  Schar  bezw.  Büschel  insbesondere  die 
Bestimmung  der  Kurven  durch  feste  Tangenten  bezw.  durch  feste  Kurvenpunkte  bezeichnen. 
Auch  für  die  höheren  Mannigfaltigkeiten  sind  in  der  Geometrie  Benennungen  vorzufinden,  wie 
Scharschar  oder  Gewebe,  Netz,  Bündel,  System,  Gebüsch,  Raum.  Jedoch  pflegt  man  diese  Namen 
nur  je  für  eine  ganz  besondere  Bestimmungsweise  solcher  Mannigfaltigkeiten  anzuwenden. 

Erkl.  333.  Da  eine  Kurve  durch  fünf  Elemente  bestimmt  ist,  und  nach  Festlegung  von 
vieren  die  Auswahl  des  fünften  noch  unter  doppelt  unendlich  vielen  Elementen  der  Ebene  often 
steht,  so  könnte  man  glauben,  dass  auch  Schar  und  Büschel  doppelt  unendliche  Mannigfaltig- 
keiten sein  müssten.  Aber  dieselbe  Kurve,  welche  durch  ein  beliebiges  fünftes  Element  be- 
stimmt wird,  wird  auch  bestimmt  durch  diejenigen  unendlich  vielen  Elemente  als  fünfte,  welche 
der  so  gewählten  Kurve  angehören.  Und  so  geben  von  den  oc"-  fünften  Elementen  der  Ebene 
je  oci  derselben  Kurve  Entstehung,  so  dass  thatsächlich  nur  ooi  verschiedene  Kurven 
entstehen  können,  wenn  das  fünfte  Element  alle  oc2  zur  Auswahl  stehenden  Elemente  der  Ebene 
durchläuft. 


4.  Aufgaben  über  die  drei  verschiedenen  Gattungen  der  Kurven  zweiten  Grades. 


(Zu  Abschnitt  4  a.) 


Aufgabe  205.  Man  soll  bei  einer  durch 
projektivische  Punktreihen  eizeugten  Kurve 
aus  den  gegebenen  Stücken  entscheiden, 
welche  Kurvengattung  entsteht. 

Erkl.  334.  Da  jede  Tangente  einer  Kurve 
auch  als  Träger  angesehen  werden  kann,  so 
gelten  die  nebenstehenden  Ausführungen  nicht 
nur  für  parallele  Träger,  sondern  auch  für 
parallele  Tangenten  überhaupt.  Da  solche  ein- 
ander auf  der  unendlich  fernen  Geraden  schnei- 
den, so  ist  im  Innern  des  Parallelstreifens 
nur  ein  einziger  tmendlich  ferner  Punkt  anzu- 
nehmen, nämlich  der  Schnittpunkt  der  beiden 
Tangenten,  und  dies  muss  jedenfalls  ein  Punkt 
ausserhalb  der  Kurve  sein.  Eine  zwischen 
parallelen  Tangenten  liegende  Kurve  hat  also 
jedenfalls  keinen  unendlich  fernen  Punkt  und 
ist  Ellipse.  Eine  ausserhalb  der  parallelen  Tan- 
genten liegende  Kurve  ist  ebenso  sicher  Hyper- 
bel .  da  ja  eine  Parabel  überhaupt  keine  par- 
allelen Tangenten  zulässt. 

Erkl.  335.  In  Figur  102  a  bilden  die  Kurven- 
tangeuten  J,J.,,  B^B.,,  C\Co,  A -^2  (letztere 
gleich  t.,)  auf  ^,'und  auf  FjF.>'zwei  Punktreihen 
A^B,D',C^  und  Ä'B'D'C,  'wobei  von  diesen 
Punktfolgen  die  erstere  von  links  nach  rechts, 
letztere   von   rechts   nach   links   ihren  Träger 
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Auflösung.  1.  Für  den  besonderen  Fall 
paralleler  Träger  ist  diese  Aufgabe  be- 
reits entschieden  in  Autlösung  der  Aufgabe 
148  und  Erklärung  303.  Süid  nämlich  die 
beiden  Punktreihen  ungleichlaufend  par- 
allel, so  liegt  die  Kurve  innerhalb  des 
Parallelstreifens,  muss  also  Ellipse  sein,  da 
sie  sich  nicht  ins  Unendliche  erstrecken  kann. 
Sind  aber  die  Pnnktreihen  gleichlaufend 
parallel,  so  liegt  die  Kurve  ausserhalb  des 
Parallelstreifens,  muss  also  Hyperbel  sein, 
da  sie  ja  diuxh  den  Streifen  in  zwei  ge- 
trennte Aeste  geteilt  wird. 

2.  Um  den  allgemeinen  Fall  der  Aufgabe  auf 
vorigen  besonderen  zurückzuführen,  braucht 
man  bloss  zu  einem  der  Träger  die 
parallele  Tangente  zu  suchen,  d.  h. 
zu  /"i  die  parallele  Gerade  t\h\  nach  der 
Konstruktion  der  Antwort  auf  Frage  28.  Die- 
selben Tangenten  der  Kurve,  welche  auf  ty 
die  eine  Punktreihe  ausschneiden,  bilden  auf 
t\F^  eine  zweite  Punktreihe.  Und  wenn 
diese  mit  t^  ungleichlaufend  oder  gleich- 
laufend  wird,   so  ist  die  erzeugte  Kurve 
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durchläuft.  Folglich  liegt  die  Kurve  inner- 
halb des  Parallelstreif eus  und  ist  Ellipse.  — 
In  Figur  102b  bilden  dieselben  Kurventangenten 
auf  t^  und  auf  F,  F^  dieselben  Punktreihen 
A^B^D^C^  und  A'B'D'C,  welche  beide  ihren 
Träger  in  gleicher  Eichtung  von  links  nach 
rechts  durchlaufen.  Folglich  liegt  die  Kurve 
hier  ausserhalb  des  Parallelstreifens  und  ist 
H  y  p  e  r  b  e  1. 

Erkl.  336.  Figur  102  gibt  die  Konstruktion 
für  den  Fall  von  fünf  gegebenen  Tangenten. 
Ist  auf  einem  Träger  ein  Berührungspunkt  ge- 
geben, so  wird  die  Sache  noch  einfacher,  wenn 
man  zum  andern  Träger  (als  ^j)  die  parallele 
Taugente  zeichnet.  Je  nachdem  dann  der  Be- 
rührungspunkt innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Parallelstreifens  fällt,  werden  die  Punktreihen 
auf  t^  und  F^  Fo  ungleich  oder  gleich  gerichtet 
parallel  und  die  Kurve  Ellipse  oder  Hj'perbel. 
Zieht  man  auch  noch  zum  Träger  U  die  parallele 
Tangente,  oder  sind  beide  Berührungspunkte 
bekannt,  so  muss  die  Lage  des  Berührungs- 
punktes als  zugeordneten  zum  Schnittpunkt  der 
parallelen  Tangenten  sich  dem  zuvor  schon  fest- 
gelegten Ergebnis  anschliessen.  Man  kann  da- 
her den  Satz  aussprechen: 

Satz.  Eine  Klassenkurve  wird  Ellipse 
bezw.  Hyperbel,  wenn  auf  einem  (und 
folglich  auf  beiden)  Trägern  der  Berührungs- 
punkt innerhalb  bezw.  ausserhalb  der  Strecke 
vom  Trägerschnittpunkt  zum  Fluchtpunkt 
fällt,  —  Parabel,  wenn  die  Fluchtpunkte 
ins  Unendliche  fallen. 

Erkl.  337.  Auf  Grund  der  vorigen  Angaben 
erhält  man  die  verlangte  Unterscheidung  durch 
eine  einzige  Konstruktion  zu  beliebig 
gegebenen  fünf  Bestimmungsstücken.  Auch 
diese  Konstruktion  wird  in  besonderen  Fällen 
entbehrlich.  Hat  man  etwa  zwei  gegebene  Be- 
rührungspunkte auf  verschiedenen  Seiten  einer 
gegebenen  Tangente  (z.  B.  bei  einem  Tangenten- 
dreiseit  einen  Berührungspunkt  innerhalb  und 
einen  ausserhalb  einer  Seitenstrecke)  so  kann  nur 
Hyperbel  entstehen,  da  ja  die  Kurve  die  Tan- 
gente nicht  etwa  überschreiten  darf,  um  vom 
einen  Punkte  zum  andern  zu  gelangen.  Das- 
selbe gilt,  wenn  zu  vier  gegebenen  Tangenten 
ein  Berührungspunkt  oder  eine  fünfte  Tangente 
hinzukommt,  die  ganz  ausserhalb  des  entstehen- 
den konvexen  Vierecks  liegen,  oder  eine  fünfte 
Tangente,  die  zwei  Gegenseiten  desselben  innen 
triift.  Denn  ob  die  Kurve  diese  Tangente  von 
der  einen  oder  andern  Seite  berührt,  so  bleibt 
immer  auf  der  entgegengesetzten  Seite  noch 
eine  Tangente  zu  berühren,  an  welche  die 
Kurve  nur  mittels  eines  zweiten  Astes  heran- 
kommen kann.  (Der  letztere  Umstand  ist  be- 
sonders zu  beachten,  wenn  man  durch  sogen. 
Augenmass  die  Lage  der  Kurve  ohne  fie  obige 
Hilfskonstruktion  erraten  will.)  Dagegen 
wird  bei  gegebenem  Dreiseit  mit  zwei  Innern, 
Vierseit  mit  einem  innern,  oder  bei  konvexem 
Fünfseit    jedesmal   Ellipse    entstehen    müssen, 


Ellipse  oder  Hyperbel.  — Parabel  würde 
die  Kurve,  wenn  F^  selbst  ins  Unendliche 
fiele,  also  S.^F^  \\  t.^  würde. 

3.  Besonders  erleichtert  wird  diese  Unter- 
scheidung in  dem  Falle,  wo  unter  den  ge- 
gebenen Stücken  schon  parallele  Tangenten 
sich  befinden,  oder  wenn  gar  etwa  ein  Par- 
allelogramm von  Tangenten  vorhanden  bezw. 
aufgefunden  ist.  Denn  ohne  jede  weitere 
Konstruktion  erkennt  man  dabei  die  ent- 
sprechenden Richtungen  der  parallelen  Punkt- 
reihen. Man  erkennt  ferner,  dass  wenn  einer 
der  Berührungspunkte  auf  der  Innenseite  einer 
Parallelogramraseite  liegt,  dann  die  Kurve 
ganz  innerhalb  des  andern  Parallelstreifens 
liegen  muss,  also  auch  Kurve  und  sämtliche 
Berührungspunkte  innerhalb  des  Parallelo- 
gramms, dass  folglich  eine  Ellipse  entstehen 
muss.  Liegt  dagegen  einer  der  Berührungs- 
punkte auf  der  Verlängerung  einer  Parallelo- 
gramraseite, so  liegt  die  Kurve  ganz  ausser- 
halb des  andern  Parallelstreifens,  also  auch 
Kurve  und  sämtliche  Berührungspunkte  ausser- 
halb des  Parallelogramms:  es  entsteht  eine 
Hyperbel. 


Figur  102  a. 

B'  4'  cyj}' 
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wie    durch  Anwendung   der  Figur  102  a   bezw. 
Figur  27  allgemein  bewiesen  wird. 

Erkl.  338.  Die  vorstehenden  Erörterungen 
lassen  an  den  Aufgabengruppen  von  88  bis  147 
des  vorigen  Abschnitts  in  vielen  Fällen  die 
Gattung  der  Kurve  sofort  aus  der  Aufgaben- 
stellung erkennen.  Jedenfalls  genügt  für  die 
Klassenkurve  stets  die  Konstruktion  eines  ein- 
zigen Elements  zur  endgiltigen  Feststellung. 

Erkl.  339.  Da  nach  Antwort  1  auf  Frage  37 
unter  den  Berührungspunkten  E^D.,  und  AT 
sowohl  in  Figur  103a  als  103b  die  merkwürdige 
Beziehung  besteht,  dass  D„E^  \\  XY\\  G^F„  und 
ebenso  DoX\\E^Y\\D^B',  so  kann  man  aus 
einem  der  Berührungspunkte  auf  dem  einen 
Träger  leicht  den  Berührungspunkt  auf  dem 
andern  und  auch  die  Berührungspunkte  auf 
den  durch  die  Fluchtpunkte  gehenden  Parallelen 
t\  F^  und  G,  G,  linden.  Kennt  man  nämlich 
als  ersten  etwa  E^ ,  so  entsteht  D.y  durch  die 
Parallele  zu  G^  F.^  und  dann  X  entweder  mittels 
der  Parallelen  zu  D^R  durch  D.,  oder  mittels 
der  Transversalen  von  £",  durch  den  Schnitt- 
punkt von  G^Fo  und  D^B;  ebenso  entsteht 
endlich  Y  entweder  mittels  der  Parallelen  zu 
D^R  durch  E^  oder  mittels  der  Parallelen  zu 
G^  F.,  durch  X  oder  mittels  der  Transversalen 
von  D.2  durch  den  Schnittpunkt  von  G^Fo  und 
Z>i  R.  ilan  erhält  also  schon  an  dieser  Stelle 
die  für  später  zu  verwendenden  Sätze : 

Satz.  Die  vier  Berührungspunkte  auf 
den  Seiten  eines  um-  oder  angeschriebenen 
—  und  die  vier  Tangenten  in  den  Ecken 
eines  eingeschriebenen  Parallelogramms  einer 
Kurve  zweiten  Grades  bilden  beidemale  ein 
Parallelogramm  mit  gemeinsamem  Mittel- 
punkt, wobei  je  die  Seiten  des  einen  par- 
allel sind  den  Diagonalen  des  andern. 
Man  beachte  auch  die  Gültigkeit  desselben 
Satzes  für  den  Kreis,  der  in  der  Planimetrie 
auf  ziemlich  früher  Stufe  nachgewiesen  wird. 


Figur  103  b. 


Aufgabe  206.  Man  gehe  die  Aufgaben 
88  bis  147  darauf  durch,  welche  Kurven- 
gattiing  entstehen  muss. 


Aufgabe  207.  Man  soll  bei  einer  durch 
projektivische  Strahlenbüschel  erzeugten 
Kurve  aus  den  gegebenen  Stücken  entscheiden, 
welche  Kurvengattung  entsteht. 


Erkl.  340.  In  Figur  74  des  I.  Teiles  sind 
die  vier  Beispiele  für  Strahlenbüschel  gezeigt 
bei  gemeinsamem  Scheitel.  Wie  bei  zwei 
Büscheln  von  entgegengesetzter  Umlaufsrich- 
tung die  zugeordneten  Strahlen  konzentrischer 
Büschel  zweimal  übereinander  weggehen  müssen, 
so  werden  bei  getrennten  Scheiteln  die  Strahlen 
zweimal  parallel.   Will  man  die  Darstellung  auf 


Auflösung.  1.  Sind  die  projektivischea 
Strahlenbüschel  von  entgegengesetzter 
Umlaufsrichtung,  so  kann  keine  andere 
Kurve  entstehen,  als  eine  Hyperbel,  und 
zwar  mit  den  Scheitelpunkten  auf  getrennten 
Aesten.  Denn  beim  Umlauf  der  beiden 
Büschel  muss  es  sicher  zweimal  vorkommen, 
dass  entsprechende  Strahlen  parallel  lauten. 

Der  Fall  einer  Hj'perbel,  und  zwar  mit 
Scheiteln  auf  gleichem  oder  ungleichem  Aste, 
tritt  jedenfidls  dann  ein,  wenn  zu  drei  gege- 
benen KiuTenpunkten  ein  vierter  solche  Lage 
besitzt,   dass   er    im   Inneuraum    oder   in 
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Punktreihen  übertragen,  so  projiziert  man  am 
besten  beide  Büschel  auf  die  unendlich  ferne 
Gerade. 

Figur  104. 


Erkl.  341.  In  Figur  104  möge  (abgesehen 
vom  etwaigen  Vorhandensein  paralleler  Strahlen- 
paare) zu  den  drei  Punkten  S^S.yÄ  hinzu- 
kommen entweder  B  oder  C.  Dann  ist  für 
jeden  Punkt  B  im  Innenraum  des  Dreiecks 
AS^S^  der  Winkel  AS^B  gegen,  aber  Winkel 
ASoB  mit  dem  Uhrzeiger  gemessen;  und  ebenso 
für  jeden  Punkt  C  im  Scheitelwiukelraum  AS^C 
mit,  A  S^  C  gegen  den  Uhrzeiger.  Nur  für  Punkte 
in  den  Aussenwinkelräumen  an  den  Dreieckseiten 
entstehen  gleichlaufende  Büschel.  Es  mögen 
nun  fünf  Punkte  oder  vier  mit  einer  Tangente 
gegeben  sein,  und  für  einen  der  Punkte  gegen- 
über drei  andern  die  vorliegende  Lagebezie- 
hung bestehen,  so  kann  man  stets  zwei  von 
den  drei  Punkten  dieses  Dreiecks  als  Scheitel 
wählen  und  so  die  Entscheidung  nach  Figur  104 
erhalten.  —  Die  im  zweiten  Teil  nebenstehender 
Auflösung  angegebenen  Fälle  sind  beide  ganz 
ohne  Rücksicht  auf  gleiche  oder  ungleiche  Um- 
laufsrichtung der  Büschel  aufzufassen. 

Erkl.  342.  Ist  ein  unendlich  ferner  Kurven- 
punkt gegeben,  so  führen  dahin  aus  jedem  andern 
Scheitelpaar  zwei  Parallelstrahlen.  Alle  Par- 
allelen zu  diesen  beiden,  darunter  auch  die  un- 
endlich ferne  Gerade  selber,  sind  als  Tangenten 
in  dem  unendlich  fernen  Punkte  möglich.  Jene 
einzige  von  ihnen  erzeugt  eine  Parabel,  jede 
andere  eine  Hyperbel.  Es  wäre  daher  keine 
allgemeine  Wahl  der  Elemente,  wenn  die  übrigen 
gerade  so  angesetzt  würden,  dass  diese  be- 
stimmte einzige  als  Tangente  entstehen  müsste. 
Ausser  in  besondern  Fällen  wird  folglich  stets 
Hyperbel  anzunehmen  sein. 

Erkl.  343.  Dass  die  fünf  Punkte  der  Figur 
105a  nur  eine  Ellipse  geben  können,  schliesst 
das  Auge  daraus,  dass  für  eine  durch  irgend 
drei  derselben  gehende  Kurve  behufs  Erreichung 
der  zwei  übrigen  eine  solche  Wölbung  nach 
innen  notwendig  wird,  wie  eine  Hyperbel  sie 
nicht  besitzen  kann.  Dass  fünf  Punkte  wie  in 
Figur  105  b  eine  Hj^perbel  liefern  werden, 
schliesst  man  umgekehrt  aus  der  Schlankheit 
der  Wölbung.    Aber  eine  sehr  grosse  Ellipse 


einem  Scheitelwinkelraum  des  von  jenen 
drei  Punkten  gebildeten  Dreiecks  liegt. 
(Figiu-  104). 

2.  Ausserdem  ist  die  Entstehung  einer 
Hyperbel  dann  sichergestellt,  wenn  (abge- 
sehen von  den  Strahlenbüscheln)  eine  gege- 
bene Tangente  zu  zwei  gegebenen  Kurven- 
punkten solche  Lage  hat,  dass  sie  zwischen 
den  Punkten  hindurchgeht.  Denn  nur  eine 
Hyperbel  besitzt  auf  getrennten  xlesten  Pimkte 
einerseits  tmd  anderseits  einer  Tangente.  — 
Derselbe  Fall  einer  Hyperbel  tritt  auch 
immer  dann  ein,  wenn  zwei  verschiedene  un- 
endlich ferne  Punkte  als  Kurvenpunkte  vor- 
gegeben sind:  dieselben  bilden  die  Berüh- 
rungspunkte der  Asymptoten. 

3.  Sind  die  projektivischen  Strahlenbüschel 
von  gleicher  Umlaufsrichtung,  so  ist 
zu  unterscheiden,  ob  von  den  Strahlen  der 
gegebenen  Büschel  zweimal  oder  einmal 
oder  keinmal  zugeordnete  Strahlenpaare 
parallel  werden. 

a)  Im  ersten  Fall  entsteht  sicher  eine 
Hyperbel  mit  Scheiteln  auf  gleichem  Aste. 

b)  Im  zweiten  Falle  entscheidet  die 
Tangente  in  diesem  unendlich  fernen 
Punkte  zwischen  Parabel  und  Hj'perbel. 
Fällt  sie  mit  der  unendlich  fernen  Geraden 
zusammen,  so  entsteht  eine  Parabel;  wenn 
nicht,  so  gibt  es  ausser  dem  gegebenen  Paar 
Parallelstrahlen  noch  ein  zweites  Paar,  und 
es  entsteht  eine  Hyperbel.  —  Der  erste 
Fall  tritt  im  allgemeinen  nur  dann  ein,  wenn 
der  unendlich  ferne  Kurvenpunkt  nebst  un- 
endlich ferner  Tangente  von  vorn  herein  ge- 
geben war;  der  letztere  sicher  dann,  wenn 
der  unendlich  ferne  Punkt  mit  einer  durchs 
Endliche  gehenden  Tangente  vorgegeben  ist. 
Ist  der  unendlich  ferne  Punkt  ohne  Tangente 
gegeben,  so  wähle  man  ihn  als  Scheitel,  kon- 
struiere so  seine  Tangente  und  führe  dadurch 
die  Entscheidung  herbei. 

c)  Sind  keine  zugeordneten  Parallelstrah- 
len gegeben,  so  reichen  die  Mittel  der  bis- 
herigen Abschnitte  nicht  aus,  um  allgemein 
gültige  Entscheidungen  herbeizuführen  zwi- 
schen Ellipse  imd  Hyperbel.  Man  wird  zwar 
mit  Sicherheit  auf  eine  Ellipse  schliessen  bei 
einem  gegebenen  eingeschriebenen  Fünfeck 
wie  Figur  105  a,  schon  weniger  sicher  auf 
eine  Hyperbel  bei  einem  Fünfeck  wie 
Figur  105  b;  dagegen  bei  einem  Fünfeck 
aus  fünf  Punkten  der  Figur  105  c  muss  die 
sichere  Entscheidung  späteren  Untersuch- 
ungen vorbehalten  bleiben,  wenn  man  nicht 
durch  Konstruktion  von  Tangenten  auf  die 
Klassenkurve  übergehen  will. 
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zeigt  an  iiiren  beiden  Breitseiten  ebenfalls  sehr 
geringe  Wölbung.  L'nd  bei  fünf  Punkten  aus 
Figur  10.5  c  ist  das  sogenannte  Erraten  nach 
Augenmass  eine  Unmöglichkeit.  Die  Punkte 
ABDCEH  liegen  nämlich  auf  einer  Parabel. 
Rückt  man  aber  zu  vier  festen  derselben  den 
fünften  nur  unmerklich  wenig  nach  aussen  bezw. 
nach  innen,  so  verändert  sich  sofort  die  Kurve 
zu  einer  Ellipse  bezw.  Hyperbel.  Sichere  Mittel 
zur  Unterscheidung  auch  solcher  Fälle  liefert 
der  Entwicklungsgang  im  folgenden  III.  Baude 
dieses  Lehrbuches. 


Figur  105  c. 


Figur  105  a. 


Figur  105  b. 


Aufgabe  208.  Man  gehe  die  Aufgaben 
154  bis  198  darauf  durch,  welche  Kurven- 
gattung entstehen  muss. 


Aufgabe  209.  Man  soll  für  die  drei 
Kurvengattungen  die  besonderen  Bestiin- 
mungsstücke  aufstellen. 

Erkl.  344:.    Jede  der  fünf  ersten  allgemeinen 

Bestimmuugsarten  liefert  eine  besondere  Bestim- 
mung für  die  Parabel,  indem  man  für  eine 
der  unter  den  Bestimmungsstücken  vorkom- 
menden Tangenten  die  unendlich  ferne  Gerade 
setzt.  Kommt  nämlich  tinter  den  fünf  Bestim- 
mungsstücken überhaupt  keine  oder  eine  oder 
zweierlei  Tangenten  vor,  so  lassen  sich  auch 
keine  oder  eine  oder  zwei  besondere  Bestim- 
mungsweisen für  die  Parabel  daraus  ableiten, 
indem  man  die  unendlich  ferne  Gerade  an  Stelle 
der  in  verschiedener  Bedeutung  auftretenden 
Taugenten  setzt.  Bei  der  ersten,  vierten  und 
fünften  Gruppe  tritt  nur  eine  einzige  Auf- 
fassungsweise der  Tangente  hervor,  denn  bei 
der  ersten  hat  man  fünf  gleichwertige  Tan- 
genten ohne  Berührungspunkt,  bei  der  fünften 
und  vierten  nur  eine  bezw.  zwei  gleichwertige 
Tangenten  mit  Berührungspunkt.  Bei  der 
zweiten  und  dritten  Gruppe  dagegen  hat  man 
die  Auswahl,  ob  man  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade setzen  will  an  Stelle  der  Tangente  ohne 
oder  einer  der  Tangenten  mit  Berührungspunkt. 

Erkl,  345.  Aus  der  sechsten  Gruppe  mit 
fünf  Punkten  lässt  sich  keine  besondere  Be- 
stimmung für  die  Parabel  ableiten,  weil  keine 
Tangente  dabei  auftritt.  Dies  ist  dieselbe  Er- 
scheinung, wie  in  der  Planimetrie  z.  B.  bei  der 
Aehnlichkeitslehre  kein  besonderer  Aehnlich- 
keitssatz  für  rechtwinklige  Dreiecke  aus  dem 
ersten,  für  gleichschenklige  Dreiecke  aus  dem 
vierten  der  allgemeinen  Aehnlichkeitssätze  her- 


Auflösung.    1.  Wenn  man  die  sechs  all- 
gemeinen Bestimmungsarten  der  Kurven 

TTTTT,  TTT(TF),  T(TF){TP), 
{TP)(TP)P,  {TP)PPP,  PPPPP 
für  die  drei  einzelnen  Kurvengattungen  nach 
ihren  besonderen  Merkmalen  durchgeht,  so 
ergibt  sich  für  die  Ellipse  keinerlei  neue 
Darstellung,  es  sei  denn  die  negative  Fest- 
stellung, dass  jedenfalls  keines  der  Ele- 
mente P  oder  7'  im  Unendlichen  liegen  darf. 
2.  Dagegen  erfahren  die  obigen  Bestim- 
mungsstücke mehrfache  Abänderung  für  die 
Parabel,  weil  durch  den  Namen  der  Pa- 
rabel allein  schon  die  unendlich  ferne  Gerade 
als  Tangente  festgelegt  ist.  Es  bleiben  da- 
her für  eine  Parabel  als  Bestimmungstücke 
noch: 
wegen  TTTTT 

vier  Tangenten  (dazu  Tr,  unendlich  fern) ; 

wegen  TTT{TP), 

drei  Tangenten  und  auf  einer  derselben 
der  Berührungspunkt  (dazu  7'^»), 

drei  Tangenten  imd  der  unendlich  ferne 
Punkt   der   Kurve    (letzterer   als   Berüh- 
rungspunkt auf  7^4  x); 
wegen  T{TJ')(TP) 

zwei  Tangenten  nebst  ihren  beiden  Be- 
rührungspunkten (dazu  7*3  x), 

zwei  Tangenten  nebst  dem  Berührungs- 
punkt auf  einer  derselben  und  der  unend- 
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vorgeht,  weil  der  erste  keinen  Winkel,  der 
letzte  kein  Seitenverhältnis  enthält  (vergleiche 
Kleyer-Sachs,  Lehrbuch  der  Ebenen  Elementar- 
Geometrie,  VII.  Teil,  Satz  10  und  11  undErkl,74). 
—  Hieratts  geht  auch  weiter  hervor,  dass  es 
durchaus  unzulässig  wäre,  eine  Parabel  bestim- 
men zu  wollen  durch  fünf  willkürliche  Punkte 
oder  durch  fünf  willkürliche  Tangenten.  Denn 
da  eine  Parabel  durch  vier  willkürliche  Ele- 
mente schon  bestimmt  ist,  so  kann  das  fünfte 
Element  nicht  mehr  beliebig  ausgewählt  werden. 

Erkl.  346.  Entsprechend  der  Auflösung  der 
Aufgabe  204  für  allgemeine  Kurven  erhält  man 
für  die  Parabel  im  besondern  ganz  andere  Be- 
ziehungen für  Eindeutigkeit  bezw.  Vielfachheit: 
nämlich  Identität  bei  Gemeinsamkeit  zweier 
Gruppen  von  Elementen  nach  nebenstehender 
Zusammenstellung,  und  Vielfachheit  bei  deren 
Beschränkung.  So  erhält  mau  einfach  unend- 
lich viele  Parabeln,  welche  gemeinsam  haben 
drei  Tangenten,  oder  zwei  Tangenten  und  den 
Berührungspunkt  auf  einer  derselben,  oder  zwei 
Kurvenpunkte  und  die  Tangente  in  einem  der- 
selben, oder  drei  Kurvenpunkte  u.  s.  w.  —  In 
der  Ebene  überhaupt  gibt  es  eine  vierfach 
unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Parabeln. 

Erkl.  347.  Infolge  der  untrennbaren  Zu- 
sammengehörigkeit der  unendlich  fernen  Tan- 
gente mit  dem  Begrift'  der  Parabel  leuchtet 
ein,  dass  die  Parabel  geeigneter  erscheint  zur 
Behandlung  als  Klassenkurve,  wie  als 
Ordnungskurve.  Demgegenüber  sind  die  aus- 
gezeichneten Elemente  einer  Hyperbel  ihre 
zwei  unendlich  fernen  Punkte,  so  dass  die 
Hyperbel  der  Behandlungsweise  als  Ordnungs- 
kurve zugänglicher  ist.  Die  Ellipse  dagegen 
steht  völlig  in  der  Mitte,  indem  sie  keinerlei 
derartige  ausgezeichneten  Elemente  aufweist  und 
dadui'ch  weder  nach  der  einen  noch  nach  der 
andern  Seite  der  Behandlung  hinneigt. 

Erkl.  348.  Für  die  Hyperbel  kaun  eine 
Asymptote  auftreten  in  jeder  der  allgemeinen 
Gruppen,  welche  ein-  oder  zweimal  das  Paar 
(PT)  enthält,  also  einmal  in  der  zweiten  uud 
fünften,  einmal  oder  zweimal  in  der  dritten  und 
vierten.  Und  ferner  kann  man  bei  allen  Be- 
stimmungen der  Hyperbel,  wo  ein  unendlich 
fenier  Punkt  auftritt,  statt  dessen  einsetzen 
den  Ausdruck  „Richtung  einer  Asymptote".  Denn 
die  Asymptote  berührt  die  Kurve  in  diesen  un- 
endlich fernen  Punkten,  also  muss  die  Asymptote 
einer  der  Strahlen  desjenigen  Parallelstrahlen- 
büschels  sein,  welcher  jenen  unendlich  fernen 
Punkt  zum  Scheitel  hat. 


lieh  ferne  Kurvenpuukt  (letzterer  als  Be- 
rührungspunkt auf  2^3  oc); 

wegen  {TP){TP)P 

zwei  Kurvenpunkte  im  Endlichen  nebst 
der  Tangente  durch  einen  derselben  und 
der  unendlich   ferne    Kurvenpunkt    (letz- 
terer als  Berührungspunkt  auf  T^cc); 
wegen  (TP)PPP 

vier  Kui'venpunkte ,  wovon  einer  im 
Unendlichen  liegt  (letzterer  als  Berüh- 
rungspunkt auf  Too). 

3.  Für  die  Hyperbel  treten  nicht  in 
solcher  Weise  neue  Bestimmungsarten  auf 
wie  für  die  Parabel.  Auf  sie  kommen  alle 
diejenigen  Fälle  der  allgemeinen  Bestim- 
mungen heraus,  die  einen  oder  zwei  unend- 
lich ferne  Kurvenpunkte  vorschreiben.  Ausser- 
dem erhält  man  besondere  Ausdrucksweise 
für  solche  Bestimmimgen,  wo  eine  Tangente 
mit  unendlich  fernem  Berührungspunkt  auf- 
tritt, indem  dieses  Elemeutepaar  unter  dem 
Namen  Asymptote  zusammengefasst  wird. 
So  lassen  sich  in  besonderem  Wortlaut  als 
Bestimmungsweisen  der  Hyperbel  wieder- 
geben: 
wegen  TTT{TP) 

drei  Tangenten  und  eine  Asymptote 
[letztere  als  {TP  cc)] ; 

wegen  T{TP)(TP) 

zwei  Tangenten  nebst  dem  Berührungs- 
punkt auf  der  einen  und  eine  Asymptote 
[letztere  als  (TPoo)], 

eine  Tangente   und   die  zwei  Asymp- 
toten [jede  der  letzteren  als  (TPcc)]-. 
wegen  (TP)(TP)P 

zwei  Kurvenpunkte  nebst  der  Tangente 
im  einen  und  eine  Asymptote  [letztere 
als  (TPoo)], 

ein  Kurvenpmikt  und  die  zwei  Asymp- 
toten [jede  der  letzteren  als  (TPcc)]- 
wegen  {TP)PPP 

drei  Kurvenpunkte  und  eine  Asymptote 
[letztere  als  (TPoo)]. 

Ausserdem  kann  jeder  einzelne  unendlich  ferne 
Kurvenpunkt  als  eine  der  zwei  Asymptoten- 
ricLtungen  aufgefasst  werden. 


Erkl.  349.  Eine  Beschränkung  der  Vielfachheit,  wie  für  die  Parabel  nach  Erkl.  346, 
tritt  für  Hyperbel  und  Ellipse  nicht  auf.  Vielmehr  erscheint  die  Parabel  bei  jenen  Mannig- 
faltigkeiten von  Kurven  zweiten  Grades  jeweils  als  einmal  auftretende  Grenzkurve  zwischen 
einer  unendlichen  Anzahl  von  Ellipsen  und  einer  unendlichen  Anzahl  von  Hyperbeln.  Betrachtet 
man  z.  ß.  die  Kurvenschar,  welche  bestimmt  ist  durch  vier  gemeinsame  Tangenten,  und  nimmt 
man  eine  beliebige  fünfte  Tangente  hinzu,  so  ist  eine  bestimmte  Kurve  der  Schar  festgelegt.  Ver- 
schiebt man  nun  etwa  diese  fünfte  Tangente  sich  selbst  parallel  in  jede  mögliche  Lage,  so  entsteht 
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der  Reihe  nach  jede  Kurve  der  Schar.  Unter  den  parallelen  Lagen  der  veränderlichen  Tangente 
befindet  sich  aber  auch  die  unendlich  ferne  Gerade,  und  wenn  die  Tangente  diese  Laare  einnimmt, 
entsteht  sicherlich  eine  Parabel:  die  einzige,  welche  in  der  Kurveuschar  enthalten  ist.  Bei 
den  andern  Lagen  der  veränderlichen  füntten  Tangente  entstehen  einerseits  Ellipsen,  anderer- 
seits Hyperbeln,  beide  in  einfach  unendlicher  Anzahl,  getrennt  durch  die  eine  Parabel.  Die 
gleiche  Ueberlegungsweise  zeigt,  dass  in  einem  Kttrvenbüschel  ein  unendliches  Gebiet  von  Ellip- 
sen und  ein  unendliches  Gebiet  von  Hyperbeln  enthalten  sein  wird,  beide  Gebiete  getrennt  durch 
eine  einzelne  Parabel  dieses  Kurvenbüschels. 


Aufgabe  210.  ilan  soll  an  eine  durch 
Aier  Bestimmungsstücke  gegebene  Parabel 
eine  Tangente  legen  parallel  einer  gegebenen 
Geraden. 

ErkL  350.  Die  Beziehung  der  Parabel 
zur  unendlich  fernen  Geraden  als  einer  Tan- 
gente macht  die  vorliegende  Aitfgabe  für  die 
Parabel  konstruierbar,  während  sie  für  Ellipse 
bezw.  Hyperbel  nicht  an  dieser  Stelle  lösbar  ist: 
denn  für  diese  ist  die  unendlich  ferne  Gerade 
ganz  ausserhalb  bezw.  eine  Sekante.  Für  die 
allgemeine  Lösung  der  Aufgabe  bedarf  es  weiterer 
Hilfsmittel,  welche  erst  auf  späterer  Stufe  er- 
halten werden  (vgl.  den  folgenden  Band  dieses 
Lehrbuchs). 

Erkl.  351.  Die  für  die  Parabel  lineare 
Konstruktion  ist  in  der  Weise  auszuführen,  dass 
man  die  tmendlich  ferne  Tangente  zum  einen 
Träger  macht,  zu  ihrem  Schnittpunkt  Pj  mit 
der  gegebenen  Geraden  den  zugeordneten  Punkt 
P2  auf  f.,  konstruiert  tmd  PjPo  verbindet,  bezw. 
diirch  den  gefundenen  Punkt  P,  die  Parallele 
nach  Pi  zieht. 


Auflösung.  Da  zu  den  vier  Bestimmungs- 
stücken der  Parabel  jedenfalls  die  unendlich 
ferne  Tangente  als  fünftes  Stück  hinzukommt, 
und  die  beiden  verlangten  parallelen  Geraden 
einander  im  gleichen  Punkte  dieser  unendlich 
fernen  Tangente  schneiden,  so  ist  die  Auf- 
gabe dieselbe,  als  ob  eine  zweite  Tangente 
gesucht  würde  durch  einen  gegebenen  Punkt 
auf  einer  gegebenen  ersten  Tangente.  Diese 
Konstruktion  erfolgt  nach  Antwort  auf 
Frage  28,  6  für  die  Klassenkurve.  Zu  ihrer 
Ausführbarkeit  bedarf  es  also  der  Kenntnis 
von  mindestens  zwei  TaDgenten  (ausser  der 
unendlich  fernen).  Sind  daher  unter  den  ge- 
gebenen vier  Bestimmungsstücken  weniger 
als  zwei  Tangenten,  so  müsste  man  erst  in 
den  gegebenen  Kurvenpunkten  die  genügende 
Anzahl  von  Tangenten  konstruieren.  (Vergl. 
Aufgabe  295.) 


Aufgabe  211  bis  217.  Man  soU  weitere 
Kui'venelemente  einer  Parabel  konstruieren, 
wenn  von  derselben  gegeben  sind: 

1.  Vier  Tangenten 211. 

2.  Drei  Tangenten  und  auf  einer  der- 
selben der  Berührungspunkt .     .     .     212. 

3.  Zwei  Tangenten  und  auf  beiden  der 
Berührungspunkt 213. 

4.  bis  7.  Der  unendlich  ferne  Kur- 
venpunkt, sowie 

4.  drei  Tangenten 214, 

5.  zwei  Tangenten  und  auf  einer 

der  Berührungspunkt     .     .     .  215, 

6.  zwei    Kurvenpunkte    und    in 
einem  die  Tangente       .     .     .  216, 

7.  drei  Kurvenpunkte    ....  217. 


Auflösung.  Die  Konstruktion  geschieht 
auf  Grund  der  Erürterimgen  in  Auflösung 
der  Aufgabe  209;  und  zwar  entsteht  die 
Parabel  bei  den  Aufgaben  211  bis  215  als 
Klassenkurve  imd  nur  bei  216  und  217 
als  Ordnungskurve.  Denn  durch  Hinzu- 
nahme der  tmendlich  fernen  Tangente  sind 
in  den  fünf  erstgenannten  Aufgaben  tmter 
den  gegebenen  Stücken  stets  Tangenten  in 
Ueberzahl,  nur  bei  216  bezw.  217  sind  es 
drei  Pitnkte  imd  Tangenten  in  zweien,  bezw. 
vier  Punkte  und  Tangente  in  einem. 

Als  Träger  der  Punktreihen  kann  man 
in  Attfgabe  211  bis  215  immer  zwei  durchs 
Endliche  verlaufende  Gerade  nehmen,  bei 
214  und  215  eine  von  diesen  und  die  un- 
nnendlich  ferne;  als  Scheitel  der  Strahlen- 
büschel bei  216  und  217  stets  einen  der 
Punkte  im  EndUchen  und  dazu  den  unendlich 
fernen.  Man  vergleiche  auch  die  teilweise 
identischen  Aufgaben  98  ff.,  112  ff.,  119  ff., 
170  u.  s,  w. 
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Aufgabe  218  bis  220.  Eine  Parabel 
aiizusclireiben : 

1.  Einem  gegebenen  Viereck      .    .     .     218. 

2.  Einem  gegebenen  Dreieck  mit  ge- 
gebenem Berührungspunkt  auf  einer 
Seite 219. 

3.  Einem  gegebenen  Winkel  mit  ge- 
gebenen Berührungspunkten  auf 
beiden  Schenkeln 220. 

Erkl.  353.  Das  gegebene  Viereck  darf  jeden- 
falls keine  Parallelseiteu  haben,  denn  sonst 
wird  die  Parabel  unmöglich,  die  ja  keine  par- 
allelen Tangeuten  znlässt. 


Erkl.  352.  Eingeschrieben  werden  kann 
eine  Parabel  natürlich  überhaupt  keinem  ge- 
schlossenen Vieleck;  augeschrieben  werden 
kann  die  Parabel  nur  einem  einzigen  der  acht 
ins  Unendliche  verlaufenden  Räume  bezw.  der 
vier  durchs  Unendliche  hindurchgehenden  Räume, 
welche  durch  vier  Geraden  gebildet  werden 
(vgl.  die  Erörteruagen  über  die  Aussenräume 
in  Erkl.  224  des  I.  Teiles  dieses  Lehrbuchs). 
Für  eine  umzuschreibende  Parabel  lassen 
sich  hier  aus  Aufg.  214  bis  217  keine  passenden 
Aufgaben  bilden,  bevor  man  für  den  unendlich 
fernen  Kurvenpuukt  eine  geeignete  andere  Aus- 
drucksweise erhalten  hat.  Dies  geschieht  erst 
auf  späterer  Stufe,  wo  für  die  Richtung  nach 
diesem  Punkt  der  Name  „Achsenrichtung  der 
Parabel"  auftritt. 


Aufgabe  221  bis  233.  Man  soll  weitere 
Kurvenelemente  einer  Hyperbel  konstruie- 
ren, wenn  von  derselben  folgende  Bestim- 
mungsstücke gegeben  sind:  Auflösung.   Die  Lösung  dieser  Aufgaben 

1.  Die  beiden  Asymptoten  und  eine  "'u^^o^^  ^T*  ^''  Erörterungen  zu  Auf- 
Tangente  221  ^  '  ^  ^^*^'  ®"^^^®^^  ^^®  Hj'perbel 
^.     ,    .     ■     ' ■  .'  'als  Klassenkurve  nur  bei  den  Aufgaben 

2.  Die  beiden  Asymptoten  und  ein  221,  223  und  224,  dagegen  in  allen  zehn 
Kurvenpunkt 222.   andern  Fällen  als  Ordnungskurve.   (Vergl. 

3.  bis  6.  Eine  Asymptote,  sowie  die  Aufgaben  211  bis  217  für  die  Parabel 
ausserdem  und  Erklärung  847.)    Denn  da  das  Auftreten 

3.  drei  Tangenten 223,   ^er  Asymptotenrichtung  einen  im  Unend- 

4.  zwei  Tangenten  und  auf  einer  liehen  gegebenen  Kurvenpuukt  bedeutet, 
derselben  der  Berühruno-s-  durch  die  Asymptote  selbst  auch  noch  die 
P^jjIj^              _          ^           °  224    Tangente  in  diesem  unendlich  fernen  Kurven- 

.    „*     '     *     w  *        ■,'  .  '   punkt  hinzukommt,   so  sind  die  zur  Bestim- 

5.  zwei  Kurvenpunkte  und  in  ^^^,  K,^^,^.^  ^^^  Ordnungskurve  fiihren- 
emem  derselben  die  Tangente  225,   ^^^^  Elemente  meist  in  Ueberzahl. 

6.  drei  Kurvenpunkte       .     .     .  226.         Als  Träger  der  Punktreihen  treten  in  den 
7.  8.  Die  eine  Asymptote  und  die  Aufgaben  für  die  Tangentenkurve  jedenfalls 

Eichtung  der  andern,  sowie  die  gegebenen  Asj^mptoten  auf  und  dazu  eine 

7    zwei  Kurvenpunkte  227    ^^^  andern  Tangenten.   Als  Scheitel  für  die 

8.  ein  Kurvenpunkt  samt 'seiner  '  Strahlenbüschel  bei  der  Ordnungskurve  er- 
m          .      ^  228«   scheinen  bei  gegebener  Asymptote  jedenfalls 

*■**'''*  '   deren  unendlich  ferner  Punkt  und  dazu  einer 
9.  10.   Die   Eichtung    der   beiden  der  andern  Punkte.    Ist  nur  die  Asymptoten- 
Asymptoten,  sowie  richtung  gegeben,   so   kann  man  stets  im 

9.  drei  Kurvenpunkte       .     .    .  229,   Endlichen  liegende  Scheitelpunkte  benützen. 
10.  zwei   Kurvenpunkte    und    in  ^Tan  vergleiche  auch  die  teilweise  identischen 

einem  derselben  die  Tangente  230.    Aufgaben  101  ff.,  158  ff.,  184  ö".  u.  s.  w. 

11.  bis  13.  Die  Eichtung  der  einen 
Asj'mptote,  sowie 

11.  vier  Kurveupunkte     .     .     .  231, 

12.  drei   Kurvenpunkte    nnd   in 
einem  derselben  die  Tangente  232, 

13.  zwei    Kurvenpunkte    nebst  » 
ihren  beiden  Tangenten      .  233. 

Erkl.  354.  _  Zwischen  Asymptotenrichtung  allein  und  Asymptote  selbst  ist  der  gleiche 

Unterschied   wie  zwischen  Kurvenpunkt  allein  und  Punkt  samt  seiner  Taugeute.     Die  Asymp- 
totenrichtung ist  bestimmt  durch  eine  beliebige  der  vielen  zur  Asymptote   parallel  laufenden 
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Geraden;  um  die  Asymptote  selbst  zu  finden,  muss  unter  den  sämtlichen  Geraden  dieses 
Pdrallelstrahlenbüschels  diejenige  einzige  ausgesucht  werden,  welche  im  unendlich  fernen 
Scheitel  die  Kurve  berührt.  Statt  ^  Asjmptotenrichtung-  könnte  man  also  auch  in  der  Auf- 
gabestelliing  einsetzen  „gegebene  Parallele  zur  Asj-mptote"  oder  ,.Bedingung.  dass  die  Asymp- 
tote einer  gegebenen  Geraden  parallel  laufe/  Da  aber  die  Asymptotenrichtung  stets  einen  im 
Unendlichen  liegenden  Kurvenpnnkt  ergibt ,  so  kann  dieselbe  auch  nur  als  Kurvenpunkt  unter 
den  Bestimmungsstücken  auftreten,  so  dass  eine  Bestimmung  der  Hyperbel  etwa  durch  die  beiden 
Asymptotenrichtungen  und  drei  gegebene  Tangenten  auf  der  vorliegenden  Stufe  der  Entwick- 
lungen ebensowenig  möglich  ist,  wie  durch  zwei  Kurvenpunkte  und  drei  beliebige  Tangenten. 

Erkl.   355.    Wenn   bei    den   vorliegenden  Aufgaben    ,.weitere  Kurvenelemente^   verlangt 
werden,  so  bedeutet  das  nach  den  frühereu  Erörterungen  bei  der  Klassenkurve 

1.  Tangenten  dorch  gegebene  Punkte  auf  vorhandenen  Tangenten  und 

2.  Berührungspunkte  auf  vorhandenen  Tangenten,  —  dagegen  bei  der  Ordnungskurve 

3.  Kur renp unkte  auf  gegebenen  Geraden  durch  vorhandene  Kurvenpunkte  und 

4.  Tangenten  in  vorhandenen  Kurvenpunkten. 

Unter  diesen  allgemeinen  Fällen  sind  folgende  besondere  Einzelheiten  inbegritten:  Zum  ersten 
gehört  bei  der  Parabel  die  Aufsuchung  paralleler  Tangenten  zti  gegebener  Richtung,  zum  zwei- 
ten ebenfalls  bei  der  Parabel  die  Aufsuchung  ihres  unendlich  fernen  Punktes,  zum  dritten 
bei  der  Parabel  die  Aufsuchung  des  Kurvenschuittpunktes  auf  einer  beliebigen  Parallelen 
zur  gegebenen  Richtang  nach  dem  unendlich  fernen  Paukte,  ferner  bei  der  Hyperbel  die  Auf- 
suchung des  Kurvenschnittpunktes  auf  einer  beliebigen  Parallelen  zu  einer  Asymptote  (bezw. 
Asymptotenrichtung),  sowie  ebenfalls  bei  der  Hyperbel  die  Aufsuchung  der  zweiten  Asymp- 
töt'eurichtuug,  wenn  man  von  der  ersten  Asymptote  auch  nur  die  Richtung  kennt.  Denn  die 
unendlich  ferne  Gerade  ist  eine  Gerade  durch  den  durch  die  erste  Asymptotenrichtung  gegebenen 
unendlich  fernen  Hyperbelpunkt,  und  auf  dieser  Geraden  durch  einen  vorhandenen  Kurvenpunkt 
kann  man  den  zweiten  Kurvenpuukt,  d.  h.  den  zweiten  unendlich  fernen  Hyperbelpunkt  oder  die 
Richtung  der  zweiten  Asymptote  finden.  Zum  vierten  der  obigen  Fälle  endlich  gehört  bei 
der  Hyperbel  die  Aufsuchung  der  Asymptote  salbst,  wenn  bloss  ihre  Richtung  gegeben  ist, 
nämlich  der  Tangente  im  vorhandenen  uuendlichfernen  Kurvenpunkt, 

Es  ist  ersichtlich,  dass  man  durch  gesonderte  Aufstell uug  der  im  vorigen  aufgezählten  Einzel- 
forderungen die  Aufgaben  dieses  Abschnittes  über  Parabel  und  Hyperbel  noch  sehr  weit  ver- 
mehren könnte,  inden  zu  jeder  Aufgabe  über  die  Parabel  und  zu  den  meisten  Aufgaben  ü^er 
die  Hyperbel  zwei  bis  drei  neue  Fassungen  hinzutreten  würden. 


Aufgabe  234.  ilan  soll  auf  Grund  der 
vorigen  Aufgaben  für  die  Hj'perbel  analoge 
Aufgaben  aufstellen  und  lösen,  wie  für  die 
Parabel  in  den  Aufgaben  218  bis  220. 


Erkl.  356.  Wie  aus  der  vorigen  Erkl.  3.5.5  Erkl,  357.  Dass  die  Aufgabengruppen  dieses 
hervorgeht,  kann  mau  z.  B.  bei  der  Hyperbel,  Abschnitts  fast  nur  auf  Parabel  und  Hyperbel  und 
sobald  auch  nur  die  Richtung  der  einen  von  nicht  auf  Ellipse  sich  beziehen,  rührt  daher, 
beiden  Asymptoten  gegeben  ist,  beide  Asvmp-  dass  eben  die  Ellipse  keinerlei  I nterscheidungs- 
tüten  vollständig  konstruieren.  Doch  werden  merkmale  in  Bezug  auf  die  unendlich  fernen 
die  Lösungen  mit  den  bis  hierher  vorliegenden  Elemente  aufweist.  Mau  könnte  ja.  einen  au- 
Koustruktionsmitteln  manchmal  ziemlich  ver-  sehnlichen  Bruchteil  der  allgemeinen  Aut- 
wickelt werden.  Denn  einerseits  wird  schon  bei  gaben  des  vorigen  Abschnitts  dieser  Autgaben- 
Festhaltung  der  Kurvenerzeugung  als  Klassen-  Sammlung  besonders  für  die  ElUpse  aussprechen, 
kurvebezw.  Ordnungskurve  manchmal  ein  Wech-  z.  B.  einem  gegebenen  konvexen  Funteck  eine 
sei  in  der  Wahl  der  Träger  bezw.  der  Scheitel  Ellipse  ein-  bezw.  umzuschreiben.  Aber  zu  dem 
unter  den  gegebeneu  oder  neu  aufgefundenen  Ele-  Zwecke  müsste  dieses  Fünfeck  auch  schon  von 
meuten  nötig  werden.  Andererseits  wird  es  auch  vorn  herein  so  gewählt  werden,  dass  auch  ^MrK- 
voTkommen,  dass  die  gegebenen  Elemente  nur  lieh  die  ihm  ein-  oder  an-  bezw.  uiuzuschreibeuüe 
Konstruktionen  einer  Kurve  als  Klassenkurve  Kurve  eine  Ellipse  wird,  mid  nicht  etwa  eine 
(t  »r.inungskurve)  zulassen,  während  das  ver-  Hyperbel  oder  Parabel.  Die  Autgabe  wurde 
langte  Element  nur  bei  der  als  Ordnungskurve  also  an  ihrer  AUgememheit  wesentlich  einbussen, 
(Klassenkurve)  hergestellten  Kurve  konstruiert  da  die  Auswahl  der  gegebenen  Bestimmungs- 
werden kann.  In  solchem  Falle  wird  man  aus  stücke  nicht  mehr  völlig  wiUkdidioh  bliebe.  Mir 
den  gegebenen  Bestimmungsstücken  zunächst  in  einzelnen  Beispielen  fäMlt  solche  Beschrankning 
ois  zu  drei  Berührungspunkten  der  Klassenkurve  fort:  so  weiss  man  z.  B.  bei  gegebenem  ^ar- 
bezw.  bis  zu  drei  Tangenten  der  Ordnungskurve  allelogramm  stets  sicher  von  vorn  herein,   dass 
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Torznschreiten  haben,  niii  dann  behufs  -weiterer 
Konstruktionen  in  der  entgegengesetzten  Er- 
zeugungsweise zwei  der  nunmehr  vorhandenen 
Berührungspunkte  als  Scheitel  bezw.  zwei  der 
nunmehr  vorhandenen  Taugenten  als  Träger  zu 
verwenden. 

Aufgaben  dieser  zusammengesetzten 
Art  werden  besser  aufgeschoben  bis  zur 
Anwendung  der  Sätze  von  Pascal  und 
Brianchon  im  letzten  Abschnitt  dieses  Teils. 
Dort  wird  man  in  die  Lage  versetzt,  auch  solche 
verwickelte  Aufgaben  auf  einfachere  Weise  zu 
lösen,  als  im  vorliegenden  Abschnitt  möglich  ist. 


die  ein-  oder  angeschriebene  Klassenkurve  eine 
Ellipse  wird  oder  eine  Hyperbel,  wenn  der  ge- 
gebene Berührungspunkt  auf  einer  Seite  inner- 
halb oder  ausserhalb  einer  Seitenstrecke  liegt; 
und  ebenso,  dass  die  umgeschriebene  Ordnuugs- 
kurve  eine  Ellipse  wird  oder  eine  Hyperbel, 
wenn  eine  gegebene  Tangente  durch  eine  Ecke 
durch  einen  Innenwinkel  oder  Aussenwinkel  des 
Parallelogramms  hindurchgeht. 


5.  Aufgaben  über  die  Massbeziehungen  bei  der  Erzeugung  der  Kurven  zweiten  Grades. 

(Zu  Abschnitt  4  b.) 

Aufgabe  235.  Zwei  verschiedene  Mass- 
stäbe werden  an  einer  beliebigen  Stelle  ihrer 
Teilpunkte  unter  beliebigem  Winkel  über- 
einandergelegt.  Man  verbindet  zwei  belie- 
bige andere  Teilpunkte  durch  eine  Gerade 
und  ebenso  die  beiderseits  aufeinanderfolgen- 
den Teilpunkte  des  einen  Massstabes  mit  den 
beiderseits  aufeinanderfolgenden  Teilpunkten 
des  andern  Massstabes.  Es  soll  untersucht 
Averden,  welcher  Gesetzmässigkeit  diese  Yex- 
bindungsgeraden  unterliegen. 


ErkL  358.  In  Figur  106  sind  f^  und  f^  die 
zwei  Massstäbe,  aufeinandergelegt  mit  den 
Punkten  D^E.,.  Pas  können  Massstäbe  in  glei- 
cher Einheit  sein,  wenn  etwa  auf  dem  einen 
(wie  in  Figur  106)  je  4  mm,  auf  dem  andern 
je  6  mm  als  Teilstrecke  gelten,  oder  es  können 
Massstäbe  verschiedener  Einheit  sein,  z.  B. 
Millimeter  und  Pariser  Linien,  wobei  die  Teil- 
strecken des  ersten  zu  denen  des  zweiten  sich 
verhalten  würden  wie  1:2,256;  das  Ergebnis 
bleibt  auch  dasselbe,  wenn  die  Einteilungen 
beider  Massstäbe  identisch  sind.  Als  Beispiel 
zu  solcher  Kurvenerzeugung  kaun  bei  recht- 
winkligen Trägern  jedes  Blatt  Papier  dienen, 
dessen  Fläche  durch  Linien  in  Quadrate  oder 
Rechtecke  eingeteilt  ist  (sog.  karriertes  Brief- 
papier). 

ErkL  359.  Man  beachte  das  Fortschreiten 
der  nebenstehenden  Lntersuchung  von  Punkt 
zu  Punkt:  Erstens  Kurvenerzeugung  überhaupt. 


Auflösung.  1.  Die  zu  untersuchenden 
Geraden  sind  jedenfalls  die  stetig  aufeinander- 
folgenden Verbindungsgeraden  zugeordneter 
Punkte  zweier  Punktreihen  und  müssen  also 
eine  Kurve  einliüllen;  die  Natur  dieser  Kurve 
aber  wird  bestimmt  durch  die  Art  der  Punkt- 
reihen. 

2.  Nun  liegt  es  im  Wesen  zweier  Mass- 
stäbe, dass  gleichen  Strecken  des  einen 
auch  stets  gleiche  Strecken  des  andern  ent- 
sprechen müssen,  und  demnach  sind  die  bei- 
den Punktreihen  ähnlich,  folglich  auch 
projektiviscli  verwandt.  Und  hieraus 
folgt  zunächst,  dass  die  erzeugte  Kurve  eine 
solche  zweiter  Klasse  sein  muss. 

3.  Da  nun  aber  nicht  allgemeine  Projek- 
tivität,  sondern  Aehnlichkeit  vorliegt,  so  sind 
die  unendlich  fernen  Punkte  beider  Eeihen 
zugeordnet,  die  unendlich  ferne  Gerade  be- 
findet sich  unter  den  erzeugenden  Tangenten 
der  Kurve,  und  folglich  ist  diese  nur  Pa- 
rabel. 

4.  Für  die  Lage  dieser  Parabel  zu  den 
beiden  erzeugenden  Punktreihen  ergibt  sich 


Figur  106. 
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zweitens  Klassenzahl  der  Kurve,  drittens  Gat- 
tung der  Kurve,  viertens  Lage  der  Kurve.  — 
In  letzterer  Hinsicht  ist  in  Figur  106,  wenn 
man  A^A^  als  ursprüngliche  Verbindungsstrecke 
ansieht,  die  Parabel  im  gleichen  Winkelraum 
wie  A^A.,,  weil  die  Fortschreitungsrichtung  AB 
auf  /j  und  t^  nach  entgegengesetzten  Seiten  der 
Geraden  A^'Ao  läuft.  "Würde  man  etwa  von 
der  Verbindungsstrecke  C^C^  ausgehen,  welche 
in  ihren  beiden  Schnittpunkten  C,  und  C\  das 
Fortschreiten  zu  benachbarten  Teilpunkten  nach 
gleicher  Seite  hin  aufweist,  so  käme  die  Pa- 
rabel in  deren  Nebenwinkelraum  zu  liegen,  weil 
die  Tangente  von  ihren  beiden  unmittelbar  be- 
nachbarten in  jenem  Eaum  getroffen  wird,  also 
in  jenem  Raum  auch  ihren  Berührungspunkt 
mit  der  Kurve  haben  muss. 


aus  Aufgabe  148  entweder  der  gleiche 
Winkelraum  der  Träger,  in  welchem  die  ur- 
sprünglich gegebene  Verbindnngsstrecke  liegt, 
nämlich  wenn  das  Fortschreiten  zu  benach- 
barten zugeordneten  Punkten  auf  beiden 
Massstäben  nach  entgegengesetzten 
Seiten  dieser  Geraden  erfolgt;  dagegen  der 
Neben  Winkelraum,  wenn  diese  beiden 
Forts  chreitungsrichtungen  nach  derselben 
Seite  der  Geraden  hinweisen. 


Aufgabe  236.  Man  soll  die  Sym- 
metrieeigenschaften  der  Parabel 
entwickeln. 

Erkl.  360.  In  Figur  107  ist  die  Achse  der 
Parabel  unmittelbar  gegeben  als  Winkel- 
halbierende der  kongruenten  Punktreihen  f^fo. 
Es  entstehen  auch  andere  Paare  von  kongruenten 
Punktreihen,  nämlich  auf  jedem  Tangentenpaar, 
das  von  einem  Punkte  der  Axe  ausgeht.  Diese 
bilden  aber  immer  andere  Winkel  als  t^t.^  und 
haben  auch  andere  Abstände  der  Berührungs- 
punkte vom  Trägerschnittpunkt.  Die  Scheitel- 
tangente A^A.,  aber  muss  (wie  jede  andere  Tan- 
gente) auf  jedem  solchen  Tangentenpaar  zwei 
entsprechende  Punkte  ausscheiden,  und  wegen 
der  Kongruenz  der  Punktreihen  ist  der  Abstand 
von  Aj  (J.j  zum  Trägerschnittpunkt  auf  der 
Achse  gleich  dem  Abstand  von  A^  (A^)  zum  Be- 
rührungspunkt. Es  ist  also  z.  B".  in  Figur  107 
auf  ^j  und  t.^  der  Berührungspunkt  jeweils  der 
zweite  Teilpunkt  ausserhalb  A^A.,,  dagegen  auf 
H^H.2  und  Ä',  Ä'2  beidemale  der  dritte  Teilpunkt 
ausserhalb  des  Schnittpunktes  mit  A^A^_,  d.  h. 
der  Mittelpunkt  zwischen  den  Schnittpunkten 
von  Hji^o  mit  t.,  und  /,  J, ,  bezw.  von  K^K.^ 
mit  f,  und  L,  L^';  ebenso  auf  B^  B.,  und  C,  Cr, 
der  erste  Teilpunkt  ausserhalb  JjÄ;  *^-  ^-  '^^^' 


Auflösung.  1.  Kongruente  Punktreihen 
erzeugen  nach  Antw'ort  der  Frage  43  jeweils 
eine  Parabel  in  symmetrischer  Lage  gegen 
die  Träger  mit  deren  Winkelhalbierungslinie 
als  Symmetrieachse.  Da  nun  auf  der  unend- 
lich fernen  Geraden  nur  ein  einziger  Punkt 
der  Parabel  liegt,  so  muss  dieser  Punkt  in 
der  Eichtung  der  Symmetrieachse  liegen. 
Und  daher  muss  die  Richtung  nach  dem 
unendlich  fernen  Punkte  der  Parabel  als  ihre 
Achsenrichtung  bezeichnet  werden. 

2.  Ist  umgekehrt  die  Parabel  allgemein 
durch  vier  (fünf)  Bestimmungsstücke  gegeben, 
so  kann  man  die  Achsenrichtung  finden 
als  Eichtung  nach  dem  Berührungspunkt  der 
unendlich  fernen  Tangente,  welcher  kon- 
struiert werden  kann  nach  Aufgabe  81  durch 
Wahl  der  unendlich  fernen  Geraden  als  Trä- 
ger einer  erzeugenden  Punktreihe.  Ist  die 
Achsen richtung  bekannt,  so  ist  die 
Achse  selbst  zu  finden  als  Parallele  zur 
Achsenrichtung  durch  den  Mittelpunkt  einer 
solchen  Verbindungsstrecke  zweier  Kurven- 
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Mittelpunkt  zwischen  den  Schnittpunkten  von 
B^B.2  mit  t^  und  A^A.,,  bezw.  von  C^C.^  mit  «j 
und  'A^  A^.  —  In  Fig.  106  wäre  die  Achse  nach 
Nebenstehendem  zu  konstruieren. 

Erkl.  361.  Vergleicht  man  etwa  die  Para- 
beln der  Figuren  106  und  107,  so  denke  man 
sich  dieselben  Achse  auf  Achse  in  denselben 
■Winkel  der  Träger  t^  t.^  der  Fig.  107  eingelegt. 
Dann  unterscheiden  sie  sich  nur  durch  den  Ab- 
stand der  Berührungspunkte  vom  Trägerschnitt- 
punkt. Verschiebt  man  also  die  Scheiteltaugente 
Aj  Ar,  in  Fig.  107  parallel  zu  sich  selbst,  so  ent- 
stehen auch  immer  andere  Tangentenabschuitte 
auf  den  Trägern,  und  die  Parabel  107  geht  einmal 
über  in  die  Parabel  106.  Ebenso  kann  aber 
jede  in  der  Zeichenebene  mögliche  Parabel  in 
denselben  Trägerwinkel  eingelegt  werden,  also 
kann  es  nur  ooi  an  Gestalt  verschiedene  Pa- 
rabeln geben,  —  und  diese  oo^  Parabeln  sind 
sämtlich  ähnlich. 


punkte,  die  auf  der  Achsenrichtung  senkrecht 
steht.  Zu  dem  Zweck  kann  man  irgend  einen 
Kurvenpunkt  als  Scheitel  wählen,  von  ihm 
aus  eine  Senkrechte  fällen  auf  die  Achsen- 
richtung und  den  zweiten  Kurvenpunkt  dieser 
Geraden  suchen.  Die  Mittelsenkrechte  dieser 
Sehne  ist  Achse.  (Einfachere  Hilfsmittel  zu 
diesen  Konstruktionen  liefern  die  Sätze  von 
Pascal  und  Brianchon  im  siebten  Abschnitt 
dieser  Aufgabensamml.)  Der  Kurvenschnitt- 
punkt der  Achse  heisst  Scheitel;  seine  Tan- 
gente, die  Scheiteltangente  (Ä^A^  in  Fig.  107), 
steht  senkrecht  auf  der  Achse.  Weitere  Aus- 
führungen dieser  Beziehungen  findet  man  im 
zweiten  Abschnitt  des  folgenden  Bandes 
dieses  Lehrbuches. 


Aufgabe  237.  Man  soll  bei  den  durch 
die  Aufgaben  211 — 220  bestimmten  Parabeln 
die  Achse  suchen. 


Aufgabe  238.  Man  soll  die  Bestimmungs- 
stücke des  Kreises  als  Ordnungskurve 
aufstellen. 

Figur  108. 


Erkl.  362.  Vergleicht  mau  die  nebeu- 
stehendeu  Bestimraungsarteu  des  Kreises  mit 
den  in  der  Planimetrie  auftretenden,  so  hat 
man  dort  ebenfalls  1.  PPP,  2.  PfPTj,  3.  (PTjT, 
4.  TTT.  Es  sind  also  die  drei  ersten  Fälle 
ganz  gleichlautend,  und  fehlt  hier  nur  der  vierte, 
weil  dieser  die  Auffindung  der  beiden  Scheitel 
nicht  so  gestattet,  wie  der  dritte.  Wie  deutlieh 
manchmal  die  in  der  Planimetrie  auszuführenden 
Konstruktionen  sich  zum  Einklang  bringen  lassen 
mit  denen  der  projektivischen  Geometrie,  kann 
hier  folgender  Vergleich  zeigen: 


Auflösung.  1.  Da  der  Kreis  ausschliess- 
lich durch  gleichlaufende  kongruente  Büschel 
erzeugt  wird,  so  genügt  zu  seiner  Bestimmung 

a)  die  Angabe  dreier  Kurvenpunkte. 
Denn  kennt  man  in  Fig.  108  z.  B.  die  Punkte 
S^S^B,  so  wählt  man  etwa  die  beiden 
ersteren  als  Scheitel  und  weiss  dann,  dass 
zu  einem  beliebigen  Strahl  «j  bezw.  Cj  von 
S^  derjenige  Strahl  von  S.^  zugeordnet  ist, 
welcher  mit  Z»,  in  gleicher  Umlaufsrichtung 
gleichgrosse  Winkel  als  <^  (b^  ög)  bezw. 
'=^('^2^2)  bildet,  wie  die  Winkel  (6iOi),(6iCj) 
von  ßj  und  Cj  mit  Strahl  b^  —  Da  dasselbe 
aber  auch  von  dem  Yerbindungsstrahl  der 
Scheitel  bezw.  von  der  Tangente  in  einem  der 
Scheitel  gilt,  so  genügt  auch 

b)  die  Angabe  zweier  Kurvenpunkte 
und  der  Tangente  in  einem  derselben. 
Denn  kennt  man  in  Figiu'  108  S\S^  und 
etwa  die  Tangente  e-^,  so  wählt  man  wieder 
die  beiden  Punkte  als  Scheitel  und  weiss, 
dass  zu  einem  beliebigen  Strahle  a^  bezw.  J^ 
derjenige  Strahl  von  S.^  zugeordnet  ist,  welcher 
mit  dem  Verbindungsstrahl  ^2  der  Scheitel 
S'.2aS'j  in  gleicher  Umlaufsrichtung  gleichgrosse 
Winkel  als  <^  (a^  e.^)  bezw.  <^  {l^  e.-^  bildet, 
wie  die  Winkel  {a^e^  und  ij^e^  von  a^  und 
Jy  mit  der  Tangente  e^. 

2.  Unter  Hinzunahme  einer  Hilfskonstruk- 
tion kann  man  als  Bestimmung  des  Kreises 
noch  beifügen 
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In  Figur  109  sei  der  Kreis  bestimmt  durch 
die  Punkte  A  und  B  nebst  Tangente  in  A. 
'Die  Planimetrie  findet  den  Mittelpunkt  M  durch 
die  Senkrechte  A  M  auf  der  Tangente  und  die 
Mittelsenkrechte  CM  auf  der  Verbindungs- 
geraden AB.  Die  projektivisehe  Geometrie 
wählt  A  und  B  als  Scheitel  und  findet  zu  dem 
auf  A  S  etwa  senkrecht  stehenden  Strahl  A  3/ den 
entsprechenden  als  senkrechten  Strahl  zu  AB 
in  B.  also  BDJ_AB.  Der  neu  erhaltene 
Kurveupunkt  D  ist  in  der  That  der  zweite  End- 
punkt des  Durchmessers  AM,  weil  BD\\CM 
und  AB  =  2-AC. 

Erkl.  363.  Auf  Ginind  vorstehender  Ueber- 
legungen  kann  man  auch  die  Aufgabe  stellen, 
dass  in  einem  Punkte  5,  die  Tangente  an  einen 
Kreis  gelegt  werden  soll,  der  noch  durch  zwei 
andere  gegebene  Punkte  5o  und  A  geht.  Zu 
dem  Zweck  ist  der  Winkel  S^S.2A  in  .^j  anzu- 
legen an  S^A  als  Winkel  («je,),  s.  Figur  108. 
Hiernach  kann  man  auch  zu  einem  durch  zwei 
feste  Punkte  bestimmten  Kreisbüschel  einen  be- 
liebigen Punkt  der  Ebene  auswählen  und  die- 
jenige Tangente  bestimmen,  welche  der  durch 
jenen  Punkt  gehende  Kreis  des  Büschels  dort 
berührt. 


c)  die  Angabe  zweier  Tangenten  und 
des  Berührungspunktes  auf  einer  der- 
selben. Denn  wählt  man  diesen  Punkt  als 
einen  der  Scheitel  (^j  in  Fig.  108),  so  weiss 
man,  dass  die  Verbindungsgerade  der  Scheitel 
einerseits  mit  der  einen  Tangente  denselben 
"Winkel  bilden  muss,  wie  andererseits  mit  der 
andern  Tangente,  dass  also  .S",  liegen  muss 
auf  der  Grundseite  eines  gleichschenkligen 
Dreiecks,  mit  Schenkeln  e^  und  d^.  Dadurch 
ist  diese  Bestimmung  auf  die  vorhergehende 
zurückgeführt. 


Aufgabe  239.  Beliebige  weitere  Knrven- 
elemente  eines  Kreises  zu  konstruieren,  von 
dem  gegeben  sind  FPP. 


Aufgabe  240.  Beliebige  weitere  Kurven- 
elemente eines  Kreises  zu  konstruieren,  von 
dem  gegeben  sind  F{FT). 


Aufgabe  241.  Beliebige  weitere  Kurven- 
elemente eines  Kreises  zu  konstruieren,  von 
dem  gegeben  sind  T{PT). 


Aufgabe  242.  Die  Bestimmungsstücke 
der  gleichseitigen  Hyperbel  als  Ord- 
nungskurve aufzustellen. 


Erkl.  364.  Von  den  Elementen  der  Figur  110 
sind  in  nebenstehenden  Fällen  a)  bis  c)  gegeben: 

a)  S^S^  und  A  oder  B,  C,  H,  I. 

b)  -S,  S'2  und  fif-,  oder  g^r/,. 

c)  S^S.2  und  «j  oder  r?,. 

Der  Ausdruck  „Kurveupunkte  mit  parallelen 
Tangenten-'  bedeutet  demnach  keineswegs,  dass 
in  diesen  beiden  Kurvenpunkten  S^  S,  die  Tan- 
genten gegeben  seien,  sondern  nur,  dass  S^S^ 
solche  Kurvenpunkte  sein  sollen,  deren  Tan- 
genten parallele  Richtung  haben.  Nur  im  dritten 
Falle  (c)  ist  dann  die  Richtung  dieser  Tangenten 
und  damit  also  beide  Tangenten  selbst  auch 
gegeben. 


Auflösung.  1.  Da  die  gleichseitige  Hy- 
perbel in  Knrvenpunkten  mit  parallelen  Tan- 
genten ungleich  laufende  kongruente  Strahlen- 
büschel erzeugt,  so  kann  sie  bestimmt  werden : 

a)  durch  zwei  Kurvenpunkte  mit  par- 
allelen Tangenten  und  einen  weiteren  Kur- 
venpunkt, 

b)  durch  zwei  Kurvenpunkte  mit  par- 
allelen Tangenten  und  eine  (also  auch  die 
andere)  Asymptotenrichtung, 

c)  durch  zwei  Kurvenpunkte  mit  par- 
allelen Tangenten  und  die  Richtung  dieser 
ihrer  Tangenten. 

Wählt  man  nämlich  die  beiden  gegebenen 
Knrvenpunkte  zu  Büschelscheiteln,  so  wird 
die  Kurve  durch  kongruente  Büschel  erzengt, 
und  man  hat  die  gleichen  Winkel  entsprechen- 
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Erkl.  365.  Vergleicht  man  die  nebenstehen- 
den Bestimmungen  der  gleichseitigen  Hyperbel 
mit  denen  des  Kreises  in  der  vorhergehenden  Auf- 
gabe 238,  so  tritt  zunächst  an  Stelle  beliebiger 
Kurvenpunkte  als  Büschelscheitel  die  Bedingung 
solcher  Kurvenpunkte,  welche  parallele  Tangen- 
ten erhalten.  Aber  auch  so  stimmt  zwar  Aufgabe 
242  a  und  b  überein  mit  Aufgabe  238  a,  242  e  mit 
SSSb,  aber  zu  Aufgabe  238  c  fehlt  die  analoge  in 
Aufgabe  242.  Würde  man  nämlich  zwei  belie- 
bige Tangenten  wählen,  so  wären  ihre  Be- 
rührungspunkte nicht  mehr  Scheitel  kongruenter 
Büschel;  und  würde  man  parallele  Tangenten 
wählen,  so  könnte  zu  einem  vorgegebenen  Be- 
rührungspunkt auf  der  einen  noch  jeder  be- 
liebige Berührungspunkt  auf  der  zweiten  hin- 
zutreten, und  man  hätte  doch  immer  eine  Be- 
stimmung der  Art  wie  Aufgabe  242  c.  Umge- 
kehrt schliesst  man,  dass  es  noch  unendlich  viele 
gleichseitige  Hyperbeln  gibt,  die  einen  gegebe- 
nen Parallelstreifen  berühren,  und  zwar  auf  der 
einen  Seite  in  einem  festen  Punkte.  (Aus  der 
Symmetrieeigenschaft  folgt  dann,  dass  der  ^littel- 
puukt  dieser  Hyperbeln  jeweils  auf  dem  Mittel- 
punkt der  Verbindungsstrecke  beider  Berüh= 
rungspunkte  liegt.) 


Erkl.  366.  In  den  Bestimmungen  a)  bis  c) 
wird  die  gleichseitige  Hyperbel  durch  k  o  u  - 
gruente  Büschel  erzeugt,  in  den  Bestimmungen 
d)  bis  g)  durch  allgemeine  Büschel.  Es  könnte 
auffallen  einmal,  dass  aus  der  grossen  Gruppe 
der  Aufgaben  221  bis  233  nicht  mehr  als  diese 
vier  besonderen  Fälle  hervorgehen,  und  dann, 
dass  keine  Elementengruppe  zur  Bestimmung 
der  gleichseitigen  Hyperbel  als  Klassenkurve 
entsteht.  Beide  Umstände  haben  dieselbe  Ver- 
anlassung. Wenn  man  nämlich  die  Aufgaben 
221  und  222  nicht  etwa  in  der  besondern  Form 
aussprechen  will,  dass  die  gegebenen  Asymp- 
toten senkrecht  stehen  sollen,  so  können  that- 
sächlich  keine  andern  Aufgaben  aus  jener  ganzen 
Gruppe  entstehen.  Denn  zu  Aufgabe  223,  224 
und  233  kann  z.  B.  keine  entsprechende  gebildet 
werden,  weil  zu  der  gegebenen  Asymptoten- 
richtung die  dazu  senkrechte  Richtung  der 
zweiten  einen  Kurvenpunkt  ersetzt,  während  in 
jenen  Aufgaben  kein  ersetzbarer  vorhanden  ist. 
So  fallen  die  weiteren  Aufgaben  225  und  228 
mit  e),  226  und  227  mit  d),  226,  229,  231  mit  f) 
und  225,  230,  232  mit  g)  zusammen,  ohne  dass 
neue  Fälle  entstehen. 


ooG 


Figur  110. 


^. 
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der  Strahlen  der  beiden  Büschel  zu  messen 
in  entgegengesetzter  Umlaufsrichtung  :  bei  a) 
und  b)  von  den  Strahlen  nach  dem  im  End- 
lichen bezw.  Unendlichen  gegebenen  Kurven- 
punkte, bei  c)  im  einen  Büschel  von  der 
Verbindungsgeraden  beider  Scheitel,  im  an- 
dern Büschel  von  der  Tangente  aus. 

2.  Da  die  Hj'perbel  als  gleichseitige 
festgelegt  wird  durch  Rechtwinkligstehen  der 
Asymptoten,  so  erhält  man  aus  den  Auf- 
gaben 227  bis  230  noch  die  Bestimmungs- 
weisen : 

d)  durch  eine  Asymptote  und  zwei  Kur- 
venpunkte, 

e)  durch  eine  Asymptote  und  einen  Kur- 
venpunkt nebst  seiner  Tangente, 

f)  durch  die  Richtung  der  einen  Asymp- 
tote und  drei  Kurvenpunkte, 

g)  durch  die  Richtung  der  einen  Asymp- 
tote und  zwei  Knrvenpunkte  nebst  der 
Tangente  im  einen  derselben. 

Von  diesen  Bestimmungen  entspricht  die 
vorletzte  f )  dem  Fall  PPPPP,  d)  und  g)  dem 
Falle  PPP{PT),  e)  dem  Falle  P{PT){PT). 
Denn  wenn  die  eine  Asymptotenrichtung  be- 
kannt ist,  so  verlangt  der  Name  der  gleich- 
seitigen Hyperbel,  dass  die  Richtung  der 
zweiten  Asymptote  die  Senki'echte  zur  ersten 
sei,  und  das  bedeutet  die  Hinzunahme  eines 
weiteren  Kurvenpunkts  im  Unendlichen. 


Aufgabe  243  bis  249.  Man  soll  belie- 
bige weitere  Kurvenpunkte,  insbesondere  auch 
die  beiden  Asj-mptoten  einer  gleichseitigen 
Hj'perbel  konstruieren,  welche  durch  die  Ele- 
mentengruppeu  a)  bis  g)  der  vorigen  Auf- 
gabe 242  bestimmt  ist. 
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Aufgabe  250.  ilan  soll  zwei  projek- 
tivische  Punktreihen  herstellen ,  die  einen 
Kreis  von  vorgegebenem  Radius  erzeugen. 

Fi^ur  111. 


G^<^ 


Erkl.  367.  Die  nebenstehende  Konstruktion 
der  P^nnktreihen  selbst  kann  in  beliebiger  Lage 
derselben  ausgeführt  werden .  geschieht  aller- 
dings am  einfachsten  gleich  von  vorn  herein  in 
derjenigen  Lage,  in  welche  die  Punktreihen  zur 
Erzeugung  des  Kreises  nachträglieh  verbracht 
werden  müssen.  In  Figur  111  sind  die  beiden 
I>reiecke  D^  E^  M  und  E.,  D.,  M  mit  zugeordneten 
ungleichnamigen  Endpunkten  der  grösseren  Ka- 
thete gegeben.  Zur  weiteren  Festlegung  der 
projektiv] scheu  Verwandtschaft  bedarf  es  dann 
noch  eines  Punktepaares,  z.  B.  C^  auf  fj,  und 
dazu  Co  derart  bestimmt,  dass  <^  (ß-iC.,)  gemessen 
von  f?.,  im  spitzen  "Winkel  gegen  e,  gleich  wird 
<^  (V?j  Cj)  gemessen  wieder  im  spitzen  Winkel 
von  (/,  gegen  e^  —  oder  zu  B^  auf  t^  Punkt  Ä, 
so  bestimmt,  dass  <^  (e.,  h^  gemessen  im  Aussen- 
winkel  von  e.,  nach  fc./gleich  wird  '^{e^h^)  ge- 
messen im  Aussenwinkel  von  e^  nach  fo,.  Und 
sowie  drei  Punktepaare  DEC  oder  DEB  auf 
beiden  Reihen  zugeordnet  sind,  kann  die  rein 
geometrische  Konstruktion  einsetzen. 


Auflösung.  Man  zeichne  mit  einer  be- 
liebigen Strecke  als  Hypotenuse  zwei  sym- 
metrisch kongruente  rechtwinklige  Dreiecke, 
welche  die  gegebene  Radiuslänge  ;•  als  eine 
Kathete  haben,  und  nehme  die  anderen  Ka- 
theten beider  Dreiecke  als  Träger  der  Pimkt- 
reihen  an.  Auf  ihnen  werden  zugeordnet 
die  ungleichnamigen  Eckpunkte  dieser 
Katheten  und  weiterhin  irgend  zwei  solche 
Punkte  der  Träger,  deren  Verbindungsgeraden 
nach  der  Gegenecke  des  Dreiecks  gleich- 
wendig  gleichgrosse  Winkel  bilden  mit  den 
Strahlen  nach  jenen  ersten  zugeordneten 
Pimkten.  Wenn  man  nun  die  beiden  Drei- 
ecke mit  der  gemeinsamen  Hypotenuse  sym- 
metrisch aneinanderlegt ,  imd  nach  der  ge- 
wohnten Konstruktionsweise  zu  jedem  Punkt 
der  einen  Punktreihe  den  entsprechenden  der 
andern  sucht,  so  umhüllen  die  Verbindungs- 
geraden  der  so  zugeordneten  Punkte  einen 
Kreis  mit  Mittelpunkt  M  und  Radius  r, 
welcher  in  den  beiden  Dreiecksscheiteln  die 
Träger  berührt. 


Erkl.  368.  Dass  die  so  entstehende  Klassen- 
kurve wirklich  ein  Kreis  sein  muss,  folgt  aus 
der  in  Antwort  auf  Frage  46  erörterten  Eigen- 
schaft des  Kreises :  die  Punktreihen  t^  t.^  werden 
aus  J/ durch  kongruente  Büschel: 
(^iCißjfej  =  (l2C.2e.2b., 
ausgeschnitten;  und  die  Fluchtpunkte  GiF^  ent- 
stehen durch  die  gleichen  Winkel  (e^st^)  =^\e.^SI^ 

=  (d„  f,)  =  ((?!  /i)  =  -^  (^  t.2)  als   Eckpunkte 

kongruenter  Dreiecke  ME^  G^  ^  Ji  Z).,  F.y  liefern 
also  ein  Tangentenrhombus  an  die  Kurve,  näm- 
lich ^1  II -F.Fl  ^lii  ^2  11^1^2- 

Erkl.  369.  Statt  mit  Hj-potenuse  JtfZ), 
hätte  dieselbe  Konstruktion  ausgeführt  werden 
können  etwa  mit  Hypotenuse  MC\  oder  J/C.>, 
also  mit  den  rechtwinkligen  Dreiecken  Af  C,  E^ 
^  J/C'i  Tc  oder  MC.2D.2  ^  MC.  Tc  und  Träger- 
paaren t^  und  C'i  C,  oder  ^,  und  C^  C'.,.  Auch 
zwei  beliebige  andere  Kreistangeuten  könnten 
als  Träger  erscheinen .  z.  B.  Ä^  .■!._,  und  B^  B^ 
mit  Hvpotenuse  von  J/  nach  ihrem  Schnitt- 
punkt und  Katheten  MT,,  =  MTi,  =  r. 


Aufgabe  251.  Zwei  beliebig  gegebene 
projektivisch  verwandten  Punktreihen  sollen 
so  gelegt  werden,  dass  sie  einen  Kreis  er- 
zeugen. Auflösung.     1.  Um  zwei  beliebige  pro- 

jektivische  Punktreihen   in  solche  Lage  zu 

Erkl.  370.  Nach  Antwort  auf  Frage  37  bringen,  dass  sie  einen  Kreis  erzeugen,  kann 
des  L  Teils  gibt  es  bei  zwei  beliebigen  projek-  man  das  in  Antwort  aut  Frage  46.  2  dieses 
tivischen  Punktreihen  stets  unendlich  viele  Paare    Teils  angegebene  Verfahi-en  anwenden. 
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g-leichlaDger  Strecken  zwischen  entsprechenden 
Punkten,  wie  L^E^  =  D.^Eo  in  Figur  111.  Man 
kann  den  einen  Endpunkt  Z),  beliebig  wählen, 
trägt  dann  G^  i>,  auf  der  andern  Reihe  ab  als 
F.^E.^  und  konstruiert  zu  i»,  und  E.-,  die  Punkte 
I>2  und  E^ ;  dann  wird  auch  noch  D^E^  =  D^E.^, 
D^Gj  —  EoFr..  Kennt  man  so  in  Figur  111 
die  Elemente  D,  JE',  (?!,  so  folgt  das  rechtwink- 
lige Dreieck  D,  MG^  mit  Hypotenuse  i),  (?,  und 
Höhe  E^  M:  bei  Umklappung  desselben  um  J/D, 
entsteht  Träger  U  mit  Punkt  E„  in  Z),,  und  da 
E.^Do  =  £",  A:  so'  fällt  auch  Strecke  D^E^  auf 
EIDo  und  Strecke  D^G^  auf  JE'oFj-  ^^  werden 
E\  und  D,  Berührungspunkte  des  Kreises,  da 
ME^  =  3/2)2  und  beide  senkrecht  ^j  bezw.  t.2. 


Erkl.  371.  Dass  die  so  entstehende  Kurye 
wirklich  ein  Kreis  sein  muss,  folgt  wie  in 
Erkl.  368  daraus,  dass  die  Punkte  6r,  und  F.2 
ein  Tangentenrhombus  liefern ,  in  welchem  E^ 
und  Do  ^1^  zugeordnete  Punkte  zum  Träger- 
schnittpunkt die  Berührungspunkte  sind.  Die 
erzeugte  Klassenkurve  hat  daher  mit  dem  diesem 
Rhombus  eingeschriebenen  Kreis  gemeinsam  die 
Tangenten  t^,  f.,,  G^Gr,  und  F^F.^  sowie  die 
Berührungspunkte  E^D.^,  somit  zusammen  sechs 
Elemente.  Tnd  schon  bei  fünf  gemeinsamen 
Elementen  muss  die  Kurve  mit  diesem  Kreis 
identisch  werden. 


Erkl.  372.  Wählt  man  statt  D,  einen  an- 
dern Ausgangspunkt  auf  f,  für  die  Konstruk- 
tion, so  erhält  das  rechtwinklige  Dreieck  eine 
andere  Hypotenuse,  also  der  Kreis  einen  andern 
Radius  und  auch  die  Träger  der  beiden  vor- 
gegebenen Punktreihen  einen  andern  Winkel. 
Man  kann  den  Winkel  r  der  Träger  und  den 
Radius  r  des  Kreises  durch  Rechnung  ver- 
knüpfen mit  der  Konstanten  der  projek- 
tivischen  Beziehung  beider  Reihen.  Sei  letzteres 
Streckenprodukt  für  den  Augenblick  bezeichnet 
mit  dem  Buchstaben  k-,  so  ist  in  Figur  111 
G^D,-FoD._  =  G,D^-G,E^  =  k^.  Im  recht- 
winkligen Dreieck  G^MD^  ist  aber  auch: 

G,D,-G,E,  —  G~Jl^  =  (G,D,-sin^y. 


Folglich  wird  sin 


G,D, 


und  dann: 


)•  =:  G  M-  cos  —  :=  k-  cos  -—-, 

Dass  nicht  etwa  bei  der  Wahl  von  Cr,  Cj  an- 
statt (^jX»,  einfach  derselbe  Kreis  in  Figur  111 
mit  den  Trägern  in  der  Lage  t^  und  C^C^_  ent- 
stehen kann,  geht  daraus  hervor,  dass  ^,  und 
C'j  C„  nicht  verschiedene  Lagen  derselben 
Punktreihe  sein  können.  Denn  im  letztern  Falle 
müssten  C,  C,  und  t.-,  kongruent  sein  und  folg- 
lich eine  Parabel  erzeugen  (nach  Antwort  auf 
Frage  43),  in  Figur  111  erzeugen  sie  aber  einen 
Kreis. 


2.  Ein  zweites  Verfahren  zum  gleichen 
Zweck  ist  folgendes:  Man  sucht  auf  Gmnd 
der  Antwort  auf  Frage  37,3  des  I.Teils  in 
beiden  Pitnktreihen  zwei  entsprechende 
Punktepaare,  welche  gleichgrosse  Strecken 
zwischen  einander  einschliessen ,  und  zwar 
von  der  ersten  Art,  hei  welcher  die  Flucht- 
punkte von  diesen  gleichen  Strecken  aus- 
geschlossen werden,  aber  auf  beiden  Eeihen 
in  gleichen  Abständen  Vön  den  ungleich- 
namigen Punkten  entfernt  liegen.  Ueber  dem 
grösseren  dieser  letztgenannten  Abstände  als 
Hypotenuse  errichtet  man  ein  rechtwinkliges 
Dreieck,  dessen  Höhe  den  zweiten  Strecken- 
piinkt  als  Fussptmkt  hat,  und  klappt  dieses 
Dreieck  um  die  dem  Fluchtpunkt  gegenüber- 
liegende Kathete  um.  Auf  die  Hypotenuse 
dieses  neuentstehenden  Dreiecks  legt  man 
dann  die  zweite  Ptinktreihe  derart  auf,  dass 
im  Schnittpunkt  der  Träger  ungleichnamige 
Endpunkte  der  gleichen  Strecken  zusammen- 
fallen, und  dann  der  Fluchtpunkt  der  zweiten 
Eeihe  mit  dem  herühergeklappten  Flucht- 
punkt der  ersten  Reihe  zur  Deckung  kommt. 
Dann  ist  das  Erzeugnis  der  beiden  Puukt- 
reihen  ein  Kreis.  Der  gemeinsame  Scheitel- 
punkt der  beiden  Dreiecke  wird  zum  Mittel- 
punkt des  Kreises,  und  die  Höhen  der 
Dreiecke  sind  die  Eadien  nach  den  Be- 
rührungspunkten. 


Erkl.  373.  Man  erkennt  aus  der  letzteren 
Bemerkung  zu  Figur  111  sowie  aua  der  Auf- 
lösung der  beiden  Aufgaben  250  und  251,  dass 
wie  derselbe  Kreis  durch  verschiedenerlei  Punkt- 
reihen, so  auch  verschiedene  Kreise  durch  die- 
selben zwei  Punktreihen  erzeugt  werden  können. 
In  beiden  Auflösungen  der  Aufgaben  250  und 
251  trat  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks  als  einzige  willkürliche  Länge  auf: 
dort  bei  bestimmtem  Radius,  hier  bei  zwei  be- 
stimmt gegebenen  Reihen.  Hiernach  muss  es 
möglich  sein ,  zwei  beliebig  gegebene  Punkt- 
reihen so  zu  legen,  dass  sie  einen  Kreis  auch 
bei  vorgegebenem  Schuittwinkel  ihrer  Träger 
erzeugen,  oder  dass  sie  einen  Kreis  von  gegebe- 
nem Radius  erzeugen,  nicht  aber  beides  zugleich. 
Für  den  ersten  dieser  Fälle  findet  man  aus 
nebenstehender  Erkl.  372  den  erforderlichen 
Abstand : 


für  letzteren  Fall  den  erforderlichen  Winkel  r 
aus  f05  —  =  — ,  und  dann  wieder  G^D^  wie 
eben. 
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Aufgabe  252.  Man  soll  in  Figur  111 
die  Potenzpunkte  irgend  zweier  Träger- 
tangenten des  Kreises  angeben. 


Andeutung.  Nach  Erkl.  372  ist  k  =  G^  M 
(vergl.  Erkl.  130  des  I.  Teils  dieses  Lehr- 
buches). 


Aufgabe  253.  Zwei  gegebene  Panktreihen 
erzeugen  eine  Klassenkurve.  Durch  welche 
Ortsveränderung  des  zweiten  Trägers 
bei  festgehaltenem  ersten  Träger 
wird  die  Kurve  zum  Kreis? 


Andeutung.  Man  berücksichtige  Ver- 
schiebung in  sich  selbst  oder  sich  selbst 
parallel,  sowie  Drehimg  um  den  Träger- 
schnittpunkt. 


Aufgabe  254.  Die  vorige  Aufgabe  für 
den  engeren  Fall  zu  lösen,  dass  der  vor- 
handene Winkel  der  Träger  bestehen  bleibt. 


Andeutung.  Man  verfahre  nach  Erkl.  372 
und  373. 


Aufgabe  255.  Die  vorige  Aufgabe  für 
den  engeren  Fall  zu  lösen,  dass  der  Kreis 
bestimmten  Radius  erhält. 


Andeutung.  Man  verfalu-e  nach  Erkl.  372 
und  373. 


Aufgabe  256.  Welche  planimetrische 
Eigenschaft  des  Kreises  ermöglicht  dessen 
Konstruktion  als  Klassenkurve,  wenn  drei 
Tangenten  gegeben  sind? 

Erkl.  374.  Man  erhält  durch  nebenstehende 
Konstruktion  die  vier  Kreise  zu  den  gegebenen 
drei  Tangenten,  nämlich  die  drei  Ankreise  durch 
Abtragung  von  s  aus  den  drei  Eckpunkten,  und 
jedesmal  denselben  Inkreis  durch  Antragung  von 
s  —  a  bezw.  s  —  b,  s  —  c.  —  Zur  Not  könnte  man 
auf  gleiche  Weise  auch  den  Kreis  mit  gegebenen 
Elementen  T  (TP)  und  P  (PT)  als  Klassen- 
kurve herstellen,  indem  man  erst  durch  Sym- 
metrie diese  beiden  Fälle  identifiziert,  und  sodann 
entweder  auf  MB^  in  Fig.  111  die  Radienläugen 
ME^  =  MD.2  =  r  nach  aussen  oder  innen  an- 
trägt und  durch  die  senkrechten  Tangenten  in  den 
Endpunkten  ein  neues  Punktepaar  beschafft,  oder 
durch  Verdoppelung  der  Strecken  MD.,  und  ME.^ 
die  parallelen  Tangenten  F^F^,  G^G^  hinzunimmt. 


Auflösung.  Die  drei  Tangenten  bilden 
ein  umgeschriebenes  oder  ein  angeschriebenes 
Dreiseit  mit  Seitensumme  2  s.  In  einem  solchen 
ist  der  Abstand  der  Berührungspunkte  vom 
Tangenten schnittpimkt  gleich  der  um  eine 
Seitenlange  verminderten  halben  Seitensumme, 
bezw.  gleich  s  selbst.  Vergl.  Antwort  der 
Frage  66  im  IV.  Teile  von  Kleyer- Sachs, 
Planimetrie.  Konstruiert  man  also  diese 
Strecke  und  trägt  sie  von  einem  Tangenten- 
schnittpimkt  aus  auf  den  von  der  dritten 
Tangente  geschnittenen  Schenkeln  ab,  so  er- 
hält man  die  Berührungspunkte  und  hat  so 
auf  den  beiden  Reihen  di-ei  entsprechende 
Punktepaare,  nämlich  D^D.^,  E^E^,  und  die 
zwei  übrigen  Tangentenschnittpunkte. 


Aufgabe  257.  Man  soll  zwei  beliebig  ge- 
gebene projektivische  Punktreihen  in  solche 
Lage  bringen,  dass  sie  eine  gleichseitige 
Hyperbel  erzeugen. 

Erkl.  .375.  Dass  die  parallelen  Träger  in 
Fig.  112  gleichlaufend  sein  müssen,  um  über- 
haupt eine  Hj'perbel  erzeugen  zu  können,  ist 
schon  in  Aufgabe  148  nachgewiesen  worden; 
und  die  Reihen  <,  und  f.^  in  Fig.  112  sind  gleich- 
laufend, denn  in  beiden  ist  die  Reihenfolge  zu- 
geordneter Elemente  P, .  (?, ,  Q^,  Fj  oo  befw. 
P,,  G^  <x,  Qo,  Fo.  —  In  Antwort  auf  Frage  37 
des  I.  Teiles  ist  gezeigt  worden,  dass  es  für 
zwei    projektivische    Punktreihen    stets    zwei 


Auflösung.  A)  Dass  die  Aufgabe  erfüUt 
ist,  wenn  man  die  beiden  Reihen  zu  einander 
senkrecht  und  mit  den  Flnchtpimkten  auf- 
einanderlegt, ist  schon  in  Satz  21  gesagt. 
Sie  kann  aber  auch  bei  paralleler  und  bei 
konvergenter  Lage  der  Punktreilien  gelöst 
werden. 

B)  1.  Angenommen  nämlich,  /^  und  f^  JQ 
Fig.  112  seien  zunächst  zwei  beliebige  gleich- 
laufend parallele  Träger,  und  man  kenne 
auf  denselben  die  Fluchtpunkte  G^F^,  so- 
wie die  Potenzpunkte  P^Qi,  P^Qi  (vergl. 


Sachs,  Projektivische    neuere)  Geometrie.    II.  Teil. 
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Figur  112. 


Punktepaare  PQ  gibt,  für  welclie  die  soge- 
nannte Potenz  der  projektivischen  Beziehung 
dieser  Reiben  nicht  als  Rechteck,  sondern  als 
Quadrat  erscheint.  Für  ein  beliebiges  weiteres 
Punktepaar  A-^A^  in  Fig.  112  müsste  demnaqh 
sein:  gi^i-Fa^  =  G~¥^-  =  G,Q^  =  1\¥,^ 
=  F^Q^.  —  Die  Hj'perbel  liegt  jedenfalls 
beiderseits  ausserhalb  des  Parallelstreifens 
t^\\to  und  berührt  diese  Tangenten  in  G^  und 
F^,  hat  also  die  Lage  der  in  Fig.  112  ange- 
deuteten Kurvenbogenstücke:  und  die  Winkel- 
halbierenden der  Asymptoten  sind  die  Achsen 
der  Hyperbel. 

Erkl.  376.  Die  Lösung  B)  der  nebenstehen- 
den Aufgabe  geschieht  am  bequemsten  dadurch, 
dass  man  für  die  beiden  gegebenen  projektivischen 
Reihen  f^t.^  die  Konstante  der  projektivischen 
Beziehung  G-^F^  aufsucht  und  dann  mit  der 
doppelten  Strecke  6?jPj  um  G^  einen  Kreisbogen 
zeichnet.  Auf  diesen  Kreisbogen  muss  F.,  zu 
liegen  kommen.  Das  ist  nicht  bei  beliebigem 
Abstand  der  Parallelen  möglich,  sondern  nur 
wenn  sie  höchstens  den  Abstand  2-(?,  P,  haben. 
Man  muss  also  t^  sich  selbst  parallel  gegen  t^ 
heranschieben  bezw.  iu  sich  selbst  verschieben, 
bis  F^  auf  den  Kreisbogen  kommt.  Für  einen 
bestimmten  Abstand  der  Parallelen  gibt  es  dann 
im  allgemeinen  zwei  Lösungen,  indem  F.^  zwei 
(gegen  das  Lot  auf  t^  in  (?j  symmetrische) 
Lagen  auf  dem  Kreisbogen  haben  kann. 

Erkl.  377.  Bei  den  beiden  Auflösungen  B) 
und  C)  der  nebenstehenden  Aufgabe  sind  je- 
weils drei  Teile  zu  unterscheiden,  ein  allge- 
meiner für  die  zu  verlangende  Lage  der  Träger, 
ein  besonderer  für  die  spezielle  Art  der  verlangten 
Hyperbel,  und  ein  dritter  mit  der  eigentlichen 
Konstruktion.  Man  beachte  wohl,  dass  der 
erste  Teil  allgemeine  Geltung  hat  für  jede 
durch  solche  Träger  erzeugte  Hyperbel.  So  ge- 
winnt man  aus  Lösung  B)  die  bemerkenswerten 
Sätze:  Wenn  zwei  parallele  projekti- 
vische  Punkt  reihen  eine  Hyperbel 
erzeugen,  so  sind  die  Verbindungs- 
geraden ihrer  Potenzpunkte  die 
Asymptoten.  (Bei  einer  Ellipse  liefern  die- 
selben ein  Tangentenparallelogramm  mit  Berüh- 
rungspunkten in  den  Mittelpunkten  der  vier 
Seiten.)  Und:  Die  Asymptoten  einer  Hy- 


Erklärung  375).  Dann  sind  Pj  P,  und  Qy^Q.^ 
ebenfalls  Tangenten  der  Kurve ;  die  von  ihnen 
gebildeten  Dreiecke  P^MQ^  und  P^MQ^  sind 
aber  kongruent  wegen  der  gleichen  Winkel 
und  der  gleichen  Seitenstrecken  P,  Q^  =  P^  Q^, 
folglich  ist  der  Schnittpunkt  M  der  Mittel- 
punkt der  beiden  Tangentenstrecken  P^P^ 
und  QiQ.,.  Da  ferner  der  Schnittpunkt  der 
Träger  t^  \\  t^  unendlich  fern  liegt,  so  sind 
die  Fluchtpunkte  zugleich  zugeordnete  Punkte 
dieses  Schnittpunktes  und  folglich  die  Be- 
rülirungspnnkte  der  Kurve  mit  den  parallelen 
Trägern;  und  ihre  Verbindungsgerade  ver- 
bindet die  Mittelpunkte  der  Dreieckseiten  P^  Q^, 
P2Q2,  geht  also  wegen  der  centrischen 
Symmetrie  ebenfalls  durch  den  Mittelpunkt  M 
und  wird  dort  auch  halbiert.  Nun  trifft  aber 
nach  Erkl.  126  bezw.  165  die  Verbindungs- 
gerade der  Berührungspunkte  zweier  Träger- 
tangenten jede  andere  Tangente  im  vierten 
harmonischen  Punkte  zu  ihrem  Berührungs- 
punkt und  den  Schnittpunkten  jener  Träger, 
also  muss  der  Berührungspunkt  auf  Pj  Po  und 
Q^Qo  als  zugeordneter  harmonischer  zum 
Mittelpunkt  M  der  unendlich  ferne  Punkt  sein ; 
d.  h.  P1P2  und  QiQo  sind  die  Asymptoten 
der  so  entstehenden  Hyperbel. 

2.  Damit  nun  diese  Hyperbel  gleich- 
seitig werde,  müssen  die  Asymptoten  senk- 
recht stehen:  also  sind  dann  die  Dreiecke 
P^MQ^  und  PoMQ^y  rechtwinklige  und  ihre 
Schwerlinie  MG^^  gleich  der  Hälfte  der 
Hypotenuse,  folglich  die  ganze  Strecke 
G,F,  =  P,Q,  =  P,Q,. 

3.  Der  einfachste  Weg  zu  dem  von  der 
Aufgabe  gesetzten  Ziele  ist  hiernach  der, 
die  beiden  Punktreiheu  in  gleichlaufend 
parallele  Lage  zu  bringen,  und  dann  die 
eine  soweit  in  sich  selbst  oder  parallel  sich 
selbst  zu  verschieben,  dass  der  Abstand 
der  Fluchtpunkte  G^F.y  beider  Eeihen  in 
Fig.  112  gleich  dem  Abstand  der  Potenz- 
punkte auf  jeder  der  Reihen  PiQi  gleich 
P2Q2  wird. 

C)  1.  Sind  endlich  f^  imd  t,  in  Fig.  113 
zwei  beliebige  konvergente  Träger,  und  man 
kennt  wieder  die  beiden  Fluchtpunkte  G^F„ 
und  den  Berührungspunkt  E^  auf  t^,  so  kann 
man  sofort  zwei  parallele  Trägertangenten 
der  zu  erzeugenden  Kurve  erhalten,  wenn 
man  zu  f^  die  Parallele  durch  P,  als  t.^ 
hinzunimmt.  Auf  diesen  beiden  Trägem  t^  \\  f.^ 
werden  dann  zugeordnete  Punkte  zunächst 
di«  von  derivurventangente  to  ausgesclmittenen 
Punkte  i>j  und  P>  =  D3 ,  ferner  der  Be- 
rührungspunkt E^  jetzt  als  zugeordneter  zum 
unendlich  fernen  Schnittpunkt  E^  «  von  t^f^ 


Aufgaben  über  die  Massbeziehungen  bei  der  Erzeugung  der  Kurven  zweiten  Grades.     I79 


perbel  schneiden  auf  je  zwei  par- 
allelen Tangenten  die  Potenzpunkte 
aus  in  gleichem  Abstand  beiderseits 
des  Berührungspunktes.  Und  da  allge- 
mein die  Berührungspunkte  paralleler  Tangenten 
zugleich  deren  Fluchtpunkte  sind .  so  erhält 
man  noch  den  Satz  für  die  Konstante  der  pro- 
jektivischen  Beziehung:  Die  Abstände  zwi- 
schen den  Berührungspunkten  zweier 
festen  parallelen  Tangenten  und  deren 
Schnittpunkten  mit  einer  veränder- 
lichen dritten  Taugente  haben  bei 
jeder  Kurve  konstantes  Produkt  (^o 
für  Ellipse  bezw.  Hyperbel). 


Gl     El       ooFj 


Erkl.  378.  Da  in  Figur  113  der  unendlich 
ferne  Punkt  G^_  auf  U  eine  weitere  Tangente 
(?!  (r.,  liefert ,  so  hätte  man  auf  t,  noch  den 
Punkt  G^  als  Schnittpunkt  mit  G^G.^.  Und  im 
Tangenten-Parallelogramm  Z),  (?,  D^  G^  müssen 
nach  dem  Satz  in  Erkl.  339  die  Berührungs- 
punkte centrisch  -  symmetrisch  zum  Diagonalen- 
mittelpunkt J/  liegen.  Demnach  muss  die  Ge- 
rade von  E^  durch  den  Halbienmgspunkt  J/  der 
Diagonale  G^D,  den  Berührungspunkt  auf  der 
parallelen  Tangente  t^  treffen.  Ist  auch  der 
Berührungspunkt  Z).,  auf  t^  bekannt,  so  würde 
dui'ch  die  Verbindungsgerade  D.^M  auch  auf 
G^G.^  der  Berühniugspunkt  der  Kurve  ausge- 
schnitten werden.  —  Dass  der  Berührungspunkt 
£"1  ausserhalb  der  Strecke  D^  G^  und  gleichzeitig 
der  Berührungspunkt  i>.,  ausserhalb  der  Strecke 
£"2^2  liegen  muss,  ist  nach  Antwort  39  ein  all- 
gemeines Erfordernis  für  zwei  Punktreihen, 
welche  eine  Hyperbel  erzeugen  sollen.  Die 
Konstruktion  der  Sehne  E^  'S  ist  daher  immer 
möglich. 

Erkl.  379.  Im  dritten  Teil  der  Lösung  C) 
ist  zu  suchen,  für  welche  Lage  von  f,  die  Parallele 
Fci\  ihren  Endpunkt  auf  dem  Kreisbogen  mit 
Radius  E^  L  hat.  Zu  dem  Zweck  dreht  man 
gleichzeitig  F.^  um  Z>,  und  /'-  um  einen  in  der 
Entfernung  D'^K  =  F.yF^  ausserhalb  D^  liegen- 
den Punkt  K.  Dann  kommt  F^  auf  den  Kreis- 
bogen  nach  F^,    die  Parallelstrecke  F.^D.^  er- 


und  somit  als  Fluchtpunkt  auf  /,  für  die  Be- 
ziehung von  f^  auf  f.,  und  endlich  als  zweiter 
Fluchtpunkt  zu  /',  00  und  somit  auch  Be- 
rührungspunkt auf  f,^  derjenige  Punkt  F.^,  m 
welchem  t^  geschnitten  wird  dai'ch  die  Ver- 
bindungsgerade Von  £"1  durch  den  Mittel- 
punkt M  von  O^F^. 

2.  Damit  nun  eine  gleichseitige  Hy- 
perbel entsteht,  muss  für  die  Träger  f^  und  ^3 
die  Beziehung  der  Fig.  112  in  Geltung  treten, 
nämlich  der  Abstand  der  Fluchtpunkte  £"1^3 
gleich  sein  dem  Abstand  der  Potenzpunkte, 
oder  ME^^  =  MF^'  gleich  der  Potenz  der 
projekti  vischen  Beziehung  zwischen  den  Punkt- 
reihen t^  und  ^3.  Für  die  zugeordneten  Punkte 
B^D^  lässt  sich  letztere  aber  anschreiben 
als  EJJ^-F.D^  =  E,D,'E^G^mi  dieses 
Produkt  müsste  gleich  sein  ME^'.  Nun  ist 
aber  in  Fig.  113  im  Halbkreis  über  D^E^  die 
Halbsehne  GiX±DiEi,  also 

'^X^  =  E^D,-E,G,. 
folglich  E.^L  =  2EiX  gleich  derjenigen  Ent- 
fernung von  E^,  in  welcher  der  Fluchtpunkt 
Fg  auf  f.^  liegen  muss,  damit  durch  t^  und  t.^ 
die  gleichseitige  Hyperbel  zustande  kommt. 

3.  Um  also  die  ge\^ünschte  Lage  des  ur- 
sprünglichen Trägers  f.^  zu  finden,  in  welcher 
derselbe  mit  ^'j  eine  gleichseitige  Hyperbel 
erzeugt,  zeichnet  man  überZ^^i^j  den  Halb- 
kreis mit  senki-echter  Halbsehne  G^'S  und 
zieht  einen  Kreisbogen  mit  der  doppelten 
Länge  E^N.  Ferner  trägt  man  in  F^  die 
Strecke  G^  E^  entgegengesetzt  parallel  t^  nach 
aussen  an  als  F.,F^  und  dreht  den  Träger 
/,  nm  Dj  soweit ,  bis  F..  als  F^  auf  den 
vorigen  Kreisbogen  zu  liegen  kommt.  "Wenn 
dann  auf  t^  wieder  F^  D^  #  F^  D^  als  F^  F^ 
abgetragen  und  X'j  i^  in  die  Lage  D^  F^  ge- 
dreht ist,  so  hat  to  diejenige  Lage  f.^.  dass 
^1  und  t^  eine  gleichseitige  H3'perbel  erzeugen. 
Denn  die  so  erhaltene  Lage  von  /1/5  liefert 
ein  Paar  Pai'allelträger  /j  ||  f^,  für  welche 
EiF^  =  2-EiM',  und 


EM' 


r,2 


=  E,y^  =  E,G,-E^  D,  —.  E.D^'F, 


gleich  der  Potenz  der  Reihen  tl~^~.t^•,  folglich 
entsteht  für  t^  imd  t^  die  Figur  112  mit  recht- 
winkligen Dreiecken  PMQ,  also  mit  recht- 
winkligen Asymptoten. 
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scheint  wieder  als  Parallelstrecke  F^D^.  und  D^ 
wandert  um  den  Punkt  D^  nach  D^  (denn  es  ent- 
stehen zwei  Parallelogramme  D^KF^D^  und 
D^KF^D^  mit  lauter  gemeinsamen  Seiten- 
strecken D^D^  =  KF^  =  KF^  =  D^D^  und 
KDi  =  FoDo  =  F^D^.  Die  gefxmdene  gleich- 
seitige Hyperbel  liegt  ausserhalb  der  Tangenten- 
Parallelogramme  t^\\t^  imd  M|(?i(?5,  berührt 
von  aussen  t^  in  G^  und  t^  in  2'\,  hat  als  Mittel- 
punkt -V  und  als  Asymptoten  die  beiden  senk- 
rechten Verbindungsgeraden  von  3/'  nach  dem 
im  Abstände  E^^  M'  =  E^P  beiderseits  E^  und  F^ 
liegenden  Punkte,  die  Potenzpunkte  füi'  die 
projektivische  Beziehung  der  Puuktreihen  ^i  und 
t^  inicht  aber  Potenzpunkte  für  t^  und  ^5).  Die 
Aufgabe  würde  dann  unmöglich,  wenn  die  Strecke 
Dj  Fo  =  -fi^Fg  so  gross  oder  so  klein  wäre,  dass 
der  Kreis  um  K  den  Kreis  mit  Radius  E^L 
nicht  mehr  treffen  würde. 


Erkl.  380.  Da  über  die  Reihen  t^f.^  keine 
weiteren  Festsetzungen  getroffen  sind  als  die 
Zuordnung  der  Punktepaare  EEG,  so  kann  Eo 
in  beliebigem  Punkte  D^  auf  t^  aufgelegt  wer- 
den: entweder  so,  dass  zu  vorgeschriebenem 
Winkel  t^t.^  der  Punkt  D^  bestimmt  wird,  oder 
dass  zu  vorgegebenem  Punkte  D^  der  Winkel 
fjf.  bestimmt  wird.  Es  können  also  dieselben 
zwei  gegebenen  Punktreihen  in  sehr  verschiedenen 
Lagen  eine  gleichseitige  Hyperbel  erzeugen. 
Man  könnte  für  die  vorkommende  Grösse  des 
Winkels  (t^t.^)  ähnlich  wie  in  Erkl.  372  trigono- 
metrische Beziehungen  aufstellen,  und  darnach 
die  Grössen  der  Strecken  und  Winkel  durch 
Rechnung  finden,  wie  solches  im  Obenstehenden 
durch  Konstruktion  geschehen  ist. 


Figur  114. 


Erkl.  381.  Eine  merkwürdige  Beziehung  be- 
steht zwischen  einer  als  Ordnungskurve  erzeugten 
gleichseitigen  Hyperbel  und  der  aus  dem  Alter- 
tum bekannten  Aufgabe  der  Dreiteilung  eines 
beliebig  gegebenen  Winkels,  sowie  auch  des 
Kreises.  Sind  nämlich  S'j  und  So  ^^  Figur  114 
die  Scheitel  zweier  ungleichlaufenden  kongruenten 
Büschel ,  so  werden  in  einem  mit  Radius  S^  So 
um  .S'j  beschriebenen  Kreise  dui'ch  die  Strahlen 
von  Sj  Mittelpunktwinkel,  durch  die  entsprechen- 
den Strahlen  von  S^  Peripheriewinkel  von  gleicher 
Grösse  gebildet,  z.  B.  in  Figur  114: 

ÄSJ'  =  ÄS^V,  AS,C  =  AS^C  u.  s.  w. 

Für  die  Schnittpunkte  ABC  der  gleichseitigen 
Hyperbel  mit  dem  Kreise  tritt  dazu  noch  die 
Eigenschaft  dieser  Winkel  auf  gleichem  Bogen, 
also: 

A  S,B  —  AS,B'  =  180  —  AS^B  w.  =  —  '  AS^B; 

folglich : 

<V^Si5  =  -|-1800  1=  1200. 
Ebenso 

AS.,C  =  AS^Cxmi  =  ^  {S60~AS^C); 
folglich : 

<C.4S,C'  =  4--360  =  120°. 

ö 

Endlich 

B S,C  =  B' S^C  =  180  —  B S,C  n.  =^' B S^C ; 

folglich : 

<^BS,C=  |-.180«  =  1200. 

Ist  insbesondere  V  der  Hyperbelpunkt,  nach 
welchem  die  Kreistangente  in  S^  geht,  so  ist 
aus  gleichen  Gründen 

^AS,V  =  AS,U, 

also  der  Bogen  S^A  des  Sehnentangentenwinkels 

AS.,V  doppelt  so  gross  als  der  Bogen  A  U  des 
glei'chgrossen  Mittelpunktwinkels  A  S^  U\  folglich 


-^  US,A 


-.AS,S,  =  - 


L-   O,  Oo' 


d.  h.  der  Schnittpunkt  A  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel mit  dem  Kreis  schneidet  ein  Drittteil  des 

Bogens  US.,  bezw.  des  Winkels  US^  S^  ab.  Um 
also  einen  gegebenen  Winkel  US^S^  in  drei 
gleiche  Teile  zu  teilen,  enichte  man  die'  beliebige 
Senkrechte  SoFJ.SjS,  und  zeichne  diejenige 
gleichseitige  Hj^perbel,  welche  durch  kongruente 
Büschel  mit  Scheiteln  S^  S.,  und  Kurvenpunkt  V 
erzeugt  wird.  Ihr  Schnittpunkt  A  mit  dem  Kreis- 
bogen So  U  liefert  ein  Drittel  und  zwei  Drittel 

dieses  Kreisbogens  S^U,  und  ihre  drei  Kreis- 
schnittpunkte ABC  teilen  den  ganzen  Kreis  in 
drei  gleiche  Teile. 
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Andeutung.     Man  vergleiche   Erkl.  377. 


Aufgabe  258.  Auf  zwei  parallelen  Tan- 
genten einer  Hyperbel  die  potenzhaltenden 
Punkte  aufzusuchen. 


Aufgabe  259.    Man  soll  über  die  Elemente 
der  Hyperbel  in  Fig.  114  genauere  Angaben         Andeutung.     Man   verfahre   nach   Ant- 
machen.  wort  45  und  Erkl.  153. 


Aufgabe  260.  Aus  Erkl.  381  soll  ein 
allgemeiner  Satz  über  Kreis  und  Hyperbel 
abgeleitet  werden. 


Aufgabe  261.  Die  Eigenschaft  des  kon- 
stanten Produkts  der  Asymptotenabschnitte 
einer  Hyperbel  soll  zur  Hyperbelkonstruktiou 
verwendet  werden. 

Erkl.  382.  In  Figur  115  ist  jedesmal 
JlfC  =  21,3  mm.  Man  kann  also  die  zusammen- 
gehörigen Abschnitte 

MA,.  MÄ,:    MB,,  MB,:--' 
entweder  durch  Eechnuug  erhalten  oder  durch 
Konstruktion.    Im  ersten  Falle  hat  man  für 
MA^-MA„_  bezw.  MB^-MB^ 

21,3-i  =  13-34,9  =  18-25,2  u.  s.  w. 
Im  zweiten  Falle  zeichnet  man  einen  Kreis  mit 
einer  Tangente  von  der  Länge  MC  und  zieht 
durch  deren  Endpunkt  beliebig  viele  Sekanten 
des  Kreises.  Jedesmal  geben  die  Sekauten- 
abschnitte  dasselbe  Produkt  MC  [Tm  kleinere 
und  grössere  Abschnitte  zu  erhalten  als  dieser 
eine  Kreis  liefert,  kann  man  jeweils  einen  weiteren 
Kreis  von  grösserem  Radius  verwenden,  der  die- 
selbe Tangente  im  gleichen  Punkt  berührt.] 


Auflösung.  Man  wähle  zwei  beliebige 
Geraden  zu  Asymptoten,  zeichne  dann  etwa 
mittels  eines  beliebigen  Kreises  (vgl.  Erkl. 382) 
eine  grosse  Anzahl  von  Streckenpaaren,  welche 
sämtlich  gleiches  Produkt  ergeben,  und  trage 
dieselben  auf  allen  vier  Halbstralüen  f^  t^  t^  t^ 
der  Asymptoten  ab.  Dann  erhält  man  gleich- 
zeitig auf  sechs  verscliiedene  Arten  Hyperbeln: 

1.  Im  Winkel  ^'j/.,  und  seinem  Scheitel- 
winkel ^3^4  liefern  die  Verbindungsgeraden 
A-^A.2,  B^Bo  u.  s.  w.  und  A^Ai,  B.B^  u.  s.  w. 
die  Tangenten  einer  Hyperbel  als  Klassen- 
kurve, deren  Potenz  ist 

MA,  ■  MA,  =  MB^  •  MB._  •  -  - 
Ist  MC\  =  MC,  =  MC.  =  MC^,  so  ist  der 
Wert  dieser  gleichen  Produkte  auch  gleich 
MC\ 

2.  Die  Mittelpunkte  der  Yerbindungs- 
strecken  A^A,,  B^B.2,  C-^C.^  ■  •  ■  und  A^A^, 


Figur  115. 
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Erkl.  383.  Es  verdient  hervorgehoben  zu 
werden,  dass  zwei  Punktreihen  der  nach  voriger 
Erklärung  oder  Figur  115  hergestellten  Art 
t^to  projektivische  Verwandtschaft  auf- 
weisen, also  hinzutreten  zu  den  dieselbe  Eigen- 
schaft aufweisenden  kongruenten  und  ähnlichen 
Punktreüien.  Hat  man  also  etwa  zu  Erläuterung 
des  Sekantensatzes  auf  den  Seiten  eines  Quadrats 
nach  innen  und  aussen  die  Strecken  abgetragen, 
welche  inhaltsgleiche  Rechtecke  liefern,  so  liegen 
die  Endpunkte  aller  dieser  gleichen  Rechtecke 
auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Mittel- 
punkt die  Quadratecke  ist.  Dass  die  Quadrat- 
seiten selbst  Asymptoten  werden ,  erkennt  man 
aiTs  der  Produktengleichheit  MC  =  0-qo;  die 
Quadratseite  selbst  liefert  also  auch  ein  unend- 
lich schmal  zusammengeschrumpftes  Rechteck 
von  unendlicher  Länge,  dessen  unendlich  ferner 
Eckpunkt  ein  Kurvenpunkt  ist. 

Erkl.  884.  Unter  den  Dreiecken  MA^Ä^ 
ist  ein  gleichschenkliges  MC^C„\  ebenso  unter 
den  Parallelogrammen  A^MA^-  •  •  ein  Rhombus 
C^MCo---  Die  vierte  Rhombusecke  bezw.  der 
Mittelpunkt  von  C^C^  liegt  jedesmal  auf  der 
Winkelhalbierenden  der  Asymptoten  und  bildet 
den  Scheitel  des  betreffenden  Hyperbelastes. 
Und  alle  vier  Hyperbeln  haben  als  gemeinsame 
Achsen  die  Winkelhalbierenden  der  Asymptoten : 
die  einen  als  Haupt-  und  Xebenachse,  die  kon- 
jugierten als  Neben-  und  Hauptachse.  —  Dass 
die  Kurvenäste  in  den  Scheitelwinkeln  wirklich 
zusammengehörige  Aeste  derselben  Hyperbel 
büden,  folgt  aus  der  Symmetrie  (Satz  22).  — 
Die  beiden  äusseren  Hyperbeln  der  Fig.  115  sind 
den  inneren  ähnlich  mit  dem  Längenverhältnis 
1 : 2,  dem  Flächenverhältnis  1:4.  In  der  That  ist 
das  Dreieck  ihrer  Tangenten  je  vieimal  so  gi'oss 
als  das  Dreieck  der  inneren  Tangenten;  auch 
die  Potenz  ist  die  vierfache,  nämlich  gleich: 
2-MA^'2-MA.,  =  A-2IA,-MA._. 

Erkl.  385.  Die  in  Figur  115  vorliegende  Hyperbelkonstruktion  erlaubt  eine  einfache  Ver- 
knüpfung der  Hyperbeltheorie  im  vorliegenden  Zweige  der  Geometrie  mit  jener  in  der  ana- 
lytischen (Koordinaten-)  Geometrie.  Bezeichnet  man  nämlich  den  Kurvenpunkt  durch  die  beiden 
Abstände  x  und  >/,  welche  die  von  ihm  ausgehenden  ParaUelstrecken  zu  zwei  festen  Ge- 
raden (Koordinatenachsen)  zwischen  Kurvenpunkt  und  Achsenschnittpunkt  aufweisen,  so  besteht 
für  alle  Punkte  der  äusseren  bezw,  inneren  Hyperbeln  in  Figur  115  die  Gleichung: 


B^B^,  C^C\  ■  ■  •  als  Kurvenpunkte  liefern  die- 
selbe Hyperbel  als  Punktkurve,  da  ja  der 
Berülu'ungspunkt  auf  jeder  Hyperbeltangente 
der  Mittelpunkt  ihres  zwischen  den  Asymp- 
toten liegenden  Abschnitts  ist. 

3.  Eine  weitere  Hyperbel  als  Punktkiu've 
wird  erzeugt  durch  die  Eckpunkte  derjenigen 
inhaltsgleichen  Parallelogramme,  welche  die 
zusammengehörigen  Streckenpaare  bilden : 

MA„  MA^-'-MAs,  MA,. 
Denn   diese   sind  Dlittelpunkte  von  ParaUel- 
strecken zu  den  Tangenten  A^A^-  •  ■,  welche 
ebenso  wie  jene,  inhaltsgleiche  Dreiecke  mit 
den  Asymptoten  büden. 

4.  Im  Winkel  f^f^  und  seinem  Scheitel- 
winkel f^f^  entsteht  durch  die  Verbindungs- 
gerade  der  Punkte  J,  ^3  ■  •  -fA^A^  •  •  •  wieder 
eine  Hyperbel  als  Klassenkurve  mit  derselben 
Potenz  MA^-MAr^  =  MC',  wie  die  erste: 
sie  hat  mit  jener  gleiche  Asymptoten  und 
Achsen  und  gleiche  Potenz  und  heisst  die 
konjugierte. 

5.  Dieselbe  Hyperbel  im  Winkel  '".,''3 
bezw.  f^  f^  entsteht  als  Punktkurve  durch  die 
Mittelpunkte  der  vorgenannten  Tangenten- 
strecken. 

6.  Eine  weitere  Hyperbel  als  Punktkurve 
entsteht  im  Winkel  t.^t^  bezw.  t^t^  durch  die 
Eckpunkte  der  analog  der  dritten  Auflösung 
gebildeten   inhaltsgleichen   Parallelogramme. 


x-y  =  Const.,  nämlich  =  MC    bezw. 


^MC' 
4 


Und  das  ist  in  der  analytischen  Geometrie  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  bezogen  auf  die 
Asymptoten  als  Achsen  eines  Parallelkoordinatensystems.  Die  Gleichung  derselben  Hyperbel  für 
die  Winkelhalbierenden  der  Asymptoten  als  rechtwinklige  Koordinatenachsen  entsteht  aus  jener 
im  vorigen  Koordinatensystem  x'  jj'  mit  Winkel  (/>  diu-cb  die  Transformation : 


Folglich : 
Setzt  man; 


x'  =  X  —  y  ctg  ^,  y'  =  x-{-y  ctg  -^. 
x'y'  =  HC-  =  x'^  -  ^2  ctgi  -|-. 


MC 


a,  MC'tg^  =  h, 


so  kommt  die  auf  den  Mittelpunkt  und  die  Achsen  der  Kurve  bezogene  allgemein  übliche  Hyperbel- 
gleichung :  a;2         y2 


=  1. 
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Aufgabe  262.  Man  konstruiere  nach  voriger 
Aufgabe  eine  Hyperbel,  von  welcher  gegeben 
sind  die  Asj'mptoten  und  eine  Tangente. 


Aufgabe  263.  Man  konstruiere  nach  Auf- 
gabe 261  eine  Hj-perbel,  von  welcher  gegeben 
sind   die  Asymptoten   und   ein  Kurvenpunkt. 


Aufgabe  264.  Von  einer  Hyperbel  ist 
der  eine  Ast  gegeben ;  man  suche  den  andern 
Ast  sowie  die  konjugierte  Hj-perbel. 


Aufgabe  265.    Von  einer  Hj-perbel  seien 
gegeben    die    Asymptoten    und    die   Potenz. 

Man  suche  die  paraUelen  Tangenten  zu  einer        Andeutung.   Man  kennt  von  den  Asymp- 
gegebenen  Creraden.  totenabschnitten  der  zu  suchenden  Tangente 

das  Produkt  und  den  Quotienten. 


Aufgabe  266.     In  einem  gegebenen  Hy- 
perbelpimkte  die  Tangente   zu  konstruieren,        Auflösung.  Man  ziehe  in  Punkt  P  Fig.  5'> 
wenn  die  Asymptoten  bekannt  smd.  ^^  Parallele   zu  einer   der  Asymptoten  und 

verdopple    die    auf    der   andern    Asjnnptote 

Erkl.  386.    Xoch  einfacher  ist  umgekehrt   entstehende  Strecke  von  M  aus  bis  nach  J," 
die  Auffindung  des  Berührtmgspimktes  auf  ge-   bezw.  J,";  dann  ist  A''PAo"  die  gesuchte 
gebener  Tangente   einer  Hyperbel ,   wenn  von   Tangente, 
dieser  noch  die  AsjTnptoten  bekannt  sind:    er 
ist   der  Mittelpunkt  der  Strecke  zwischen  den 
Asymptoten.  —  Beide  Aufgaben  sind  geeignet 
zur  Auswechselung  der  Konstniktionsweisen  der 
Hyperbel  als  Punktkurve  bezw.  Taugentenkurve. 


Figur  116. 


Aufgabe    267.      Man    konstruiere    eine 
Hyperbel  auf  Grund  der  Antwort  48,5.  Auflösung.  Esseienwieder  ^Jj/oinFig.  116 

die    gegebenen  Asymptoten  einer  Hyperbel 

Erkl.  387.    Die  nebenstehende  Konstruktion  und  A^A.^   eine   beliebige   ihrer  Tangenten, 

liefert  eine  zweite  Lösung  zu  der  Aufgabe  264,  jfj^Q  i'  ^l^cl^  ^4     ^j^  j^  beliebig  viele 

den  zweiten  Hyperbelast  zu  finden     wenn  der  p^^^.^  ^.^^  Parallelen: 
erste  gegeben.  —  Man  zieht  femer  den  Schluss, 

dass  durch  die  Parallelstreckenpaare  Pitnkte  aus-  -^i  -^2  il  -^2-^1'  -^1  ^'1 II  AzC^, 

geschnitten  werden,  welche  Asymptotenabschnitte  -4,  H^  \\  A^H^,  A^  J,,  ||  A^Ji,  u.  s.  w. 
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mit  konstantem  Produkt  bilden;  und  insbesondere 
den  Schluss,  dass  auch  durch  solche  Parallel- 
streckenpaare zwei  Puuktreihen  von  projek- 
tivischer  Verwandtschaft  ausgeschnitten 
werden.  —  Die  Mittelpunkte  jeder  Tangeuten- 
strecke  liefern  wieder  die  Berührungspunkte.  — 
Die  Asymptoten  entstehen  selbst  als  Taugenten, 
wenn  eine  der  Parallelstreckeu  in  eine  Asymp- 
tote lüneinfällt. 


Aufgabe  268.  Man  soll  die  Aufgaben  262 
bezw.  263  und  Aufgabe  264  auf  Grund  voriger 
Aufgabe  267  lösen. 


Dann  sind  die  Yerbindungsgeraden 

■B1-B2'  C'i<^2'  -^1^2'  J^J^^  ^-  s.  w. 
neue  Tangenten  der  Hyperbel,  weil  sie  sämt- 
lich mit  den  Asymptoten  inhaltsgleidie  Drei- 
ecke bilden.  Es  ist  nämlich  jeweils  wegen 
gemeinsamer  Grundseite  und  Höhe  (zwischen 
den  Parallelen)  z.  B.  : 

MA,A„  —  3IB,A^-\-B,A.2Ä^ 

=  MB,  A,  -f-  B,  A^  B^  =  MB,  B., ; 
und  ebenso: 

3IA,A._  =  H.A,A.  —  H^A,M 
=  H„  A,  H,  —  Ä,  A,  M  —  MH,  H._. 


Aufgabe  269.  Welche  Veränderungen 
erfährt  eine  durch  projektivische  Punktreihen 
erzeugte  Kurve,  wenn  die  eine  der  Punkt- 
reihen a)  um  den  Trägerschnittpunkt  gedreht, 
b)  auf  ihrem  Träger  verschoben  wird. 

Erkl.  388.  Durch  Zusammensetzung  von 
einer  Drehung  imd  zwei  Verschiebungen  kann 
man  jede  beliebige  gegenseitige  Lage  zweier 
Träger  herbeiführen:  die  Drehung  bringt  die 
parallele  Lage  zur  verlangten,  und  dann  wird 
erst  der  eine  und  dann  der  andere  der  bestimm- 
ten Punkte  in  den  Schnittpunkt  geschoben.  Da- 
bei kann  Parallelverschiebung  eines  Trägers 
ersetzt  werden  durch  Verschiebung  des  andern 
in  sich ,  bis  der  bestimmte  Punkt  im  Schnitt- 
punkt anlangt;  denn  kongruente  Ortsveränderung 
beider  Reihen  unter  Festhaltung  ihres  Winkels 
ändert  nichts  an  der  Kurvengattung. 

Erkl.  389.  Sowohl  bei  der  Drehung  als  bei 
der  Verschiebung  einer  der  auf  ihrem  Träger 
festgehaltenen  Punktreihen  kann  nach  vorigen 
Aufgaben  251  bis  259  die  Kurve  einmal  zum 
Kreis  werden  und  einmal  zur  gleichseitigen 
Hyperbel.  Die  Träger  selbst  (einer  oder  beide) 
werden  Hyperbel-Asymptoten,  wenn  (einmal  oder 
beidemale)  der  Fluchtpunkt  in  den  Schnittpunkt 
oder  der  Berührungspunkt  ins  Unendliche  ge- 
schoben worden  ist.  —  Die  Parabel  entsteht 
überhaupt  nicht  bei  allgemein  projekti vischen 
Punktreihen  im  Endlichen,  sondern  nur  bei  ähn- 
lichen oder  kongruenten,  d.  h.  wenn  zwei  zu- 
geordnete Punkte  beider  Reihen  ins  Unendliche 
geschoben  würden.  Wohl  aber  würde  die  Parabel 
entstehen,  wenn  die  eine  von  zwei  beliebigen 
Reihen  so  verschoben  würde,  dass  ihr  Träger 
ins  Unendliche  zu  liegen  kommt. 

Erkl,  390.  Als  Seitenstück  zu  Aufgabe  125 
des  I.  Teiles  dieses  Lehrbuchs  kann  hier  die 
Frage  aufgestellt  werden  nach  der  Ortsver- 
änderung des  Projektionsscheitels  zweier  per- 
spektivischen  Punktreihen ,    wenn    (nicht    wie 


Auflösung.  Man  denke  sich  die  beiden 
Punktreihen  bestimmt  durch  ihre  beiden 
Fluchtpunkte  und  den  Berührungspunkt  auf 
einer  derselben  (vergl.  Fig.  103  S.  163). 
Dann  bilden  die  Parallelen  zu  t-,  und  t^  durch 
die  Fluchtpunkte  mit  den  Trägern  ein  Tan- 
gentenparallelogramm, welches  die  Kurve  ein- 
schliessen  oder  ausschliessen  muss,  je  nach 
Lage  des  einen  (und  folglich  auch  gleichartiger 
Lage  des  andern)  Berührungspunktes. 

a)  Wird  nun  der  eine  Träger  um  den  Schnitt- 
punkt gedreht,  so  bleibt  die  Lage  der  beiden 
Berührungspunkte  gegen  das  Parallelogramm 
ilirer  Art  nach  unverändert,  folglich  ändert 
die  Kurve  nur  ihre  Gestalt,  nicht  ihre 
Gattung,  bleibt  also  immer  Ellipse  oder 
bleibt  Hyperbel,  wenn  sie  es  einmal  ist. 

b)  Wird  die  eine  Punktreihe  /g  «lüf  ihrem 
Träger  verschoben,  so  hängt  die  Kurven- 
gattung davon  ab,  ob  ihr  (und  damit  gleich- 
zeitig der  andere)  Berührungspunkt  seine  Lage 
innerhalb  oder  ausserhalb  des  vorigen  Tan- 
gentenparallelogramms  beibehält  oder  ver- 
ändert. Denn  das  Tangentenparallelogramm 
behält  die  Seite  D-^^G-,  nebst  deren  an- 
stossenden  Parallelseiten  fest;  die  vierte 
Seite  aber  verschiebt  sich  mit  F^,  und  mit 
ihr  wechselt  auch  der  dem  Schnittpunkte 
D^  zugeordnete  Berührungspunkt  D^  der 
Reihe  ^2  seine  Lage.  Solange  der  Be- 
rührungspunkt innerhalb  ist,  hat  man  Ellip- 
sen, solange  er  ausserhalb  ist,  Hyperbeln; 
beim  Zusammenfallen  entsprechender  Punkte 
im  Schnittpunkt  findet  der  Wechsel  statt. 
Als  Uebergangsfigur  entsteht  die  perspekti- 
vische Lage   der  Träger,  als  Kurve  in 
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dort  der  Schnittpunkt  der  Träger  festgehalten 
und  ihr  Winkel  geändert,  sondern)  der  Winkel 
der  Träger  festgehalten  und  der  Schnittpunkt 
so  geändert  wird ,  dass  stets  zwei  andere  ent- 
sprechende Punkte  beider  Reihen  in  denselben 
hineingeschoben  werden.  Der  Scheitelpunkt  ent- 
steht wieder  wie  dort  (Figur  85  des  I.  Teils 
dieses  Lehrbuchs)  als  vierte  Ecke  des  Parallelo- 
gramms der  Träger  und  ihrer  Fluchtpxmkte. 
Dessen  Seiten  sind  also  nunmehr  •§,  A^  und  ^,-^2' 
Sjßj  und  i''2-B.2  u.  s.  w.  Da  aber  diese  Seiten 
wegen  der  projektivischen  Beziehungen  stets 
gleiches  Produkt  erhalten,  so  bilden  die  vierten 
Eckpunkte  der  Parallelogramme  als  geome- 
trischen Ort  für  den  Projektionsscheitel  nach 
Aufgabe  261,  3  eine  Hyperbel,  welche  die 
Träger  zu  Asymptoten  und  die  vierfache  Potenz 
der  projektivischen  Beziehung  beider  Punkt- 
reihen zur  Hyperbelpotenz  hat.  


solchem  Falle  das  Puuktepaar  des  Trager- 
scbnittpunktes  und  des  Projektionsscheitels, 
bezw.  das  Geradenstück  zwischen  beiden 
Punkten  als  unendlich  schmale  Grenzfigiu- 
der  vorherigen  Ellipse,  oder  das  beiderseits 
ins  Unendliche  reichende  äussere  Geraden- 
stück als  unendlich  schmale  Grenzfignr  der 
nachherigen  Hyperbeln. 


Aufgabe  270.  Welche  "\'eränderung  er- 
fährt eine  durch  projektivische  Strahlen- 
büschel erzeugte  Kurve,  wenn  der  eine  der 
Büschel  a)  sich  selbst  parallel  verschoben, 
b)  um  seinen  Scheitel  gedreht  wird? 

Erkl.  391.  Wird  der  zweite  Büschelscheitel 
mit  dem  ersten  zum  Zusammenfallen  gebracht, 
so  entsteht  als  Kurve  das  Geradenpaar  der  vor- 
handenen getrennten  oder  die  Doppelgerade  der 
zusammenfallenden  Doppelstrahlen  bezw.  der 
singulare  Punkt,  welcher  als  Spezialfall  der  vor 
dem  Zusammenfallen  erzeugten  Hyperbel  oder 
Parabel  bezw.  Ellipse  verbleibt.  Wandert  der 
eine  Büschelscheitel  ins  Unendliche,  so  entsteht 
Parabel  bezw.  Hyperbel,  erzeugt  durch  einen 
Parallelstrahlenbüschel  und  einen  Büschel  mit 
Scheitel  im  Endlichen;  kommt  auch  der  andere 
Scheitel  ins  Unendliche ,  so  entsteht  Hyperbel. 
—  Bei  der  Hyperbel  kann  durch  Parallelver- 
schiebung der  Scheitel  zweimal  perspektivische 
Lage  eintreten,  wenn  die  Parallelstrahlen  zu- 
sammenfallen: die  Hyperbel  artet  aus  zum  Ge- 
radenpaar, nämlich  der  Perspektivitätsachse  mit 
der  Verbindungsgeraden  der  Scheitel.  —  Bei  der 
Drehung  beider  Büschel  um  gleiche  Winkel 
zeigen  Kreis  und  gleichseitige  Hyperbel  die 
Eigentümlichkeit,  dass  dieselbe  Kurve  in  sich 
selbst  verschoben  wird ;  denn  da  bei  ihnen  schon 
zuvor  alle  Winkel  entsprechender  Strahlen  gleich- 
laufend bezw.  ungleichlaufend  gleichgross  sind, 
so  fallen  bei  der  genannten  Drehung  auch  immer 
die  Strahlen  wieder  in  solche,  die  vorher  schon 
zugeordnet  waren. 

Erkl.  392.  Durch  Zusammensetzung  einer 
Parallelverschiebung  und  einer  Drehung  kann 
jede  beliebige  gegenseitige  Lage  zweier  Büschel 
herbeigeführt  werden.  Bei  der  Drehung  eines 
von  zwei  gleichlaufenden  Büscheln  entstehen 
aus  einer  Parabel  erst  lauter  Ellipsen  und  dann 
unter  Grenzübergang  durch  eine  zweite  Parabel 
lauter  Hyperbeln,  die  wieder  der  ersten  Parabel- 
figur zustreben.    In  diesem  Falle,  sowie  bei  dem 


Auflösung,  a)  Die  Kurvengattung  wird 
bestimmt  durch  die  Anzahl  (0,1,2)  der  un- 
endlicli  fernen  Schnittpunkte  entsprechender 
Strahlen;  bei  Parallelverschiebung  bleiben 
aber  parallele  Strahlen  parallel,  konvergente 
Strahlen  konvergent,  folglich  behält  auch  die 
Kurve  ihre  unendlich  fernen  Punkte  nach  Zahl 
und  Lage  bei.  ]\Ian  erhält  also  bei  Parallel- 
verschiebung des  einen  Büschels  nur  ver- 
schiedene Gestalten  der  selben  ursprüng- 
lich vorhandenen  Kurvengattung, 
wobei  eine  Parabel  ihre  Achsenrichtung,  eine 
Hyperbel  ihre  Asymtotenrichtungen  noch  fest- 
hält.—  Dasselbe  Ergebnis,  aber  mit  Wechsel 
der  Achsenrichtung  bezw.  Asyraptotenrich- 
tungen,  nur  mit  Festhaltung  des  Winkels  der 
beiden  letzteren,  entsteht  bei  gleichzeitiger 
Drehung  beider  Büschel  um  den  gleich- 
wendig gleichen  Winkelbetrag,  gleich- 
oder  ungleichlaufend  mit  der  zugeordneten 
Umlaufsrichtung  der  beiden  Büschel. 

b)  Wird  bloss  der  eine  Büschel  um  seinen 
Scheitel  gedreht,  so  ist  nur  bei  gleichlaufenden 
Büscheln  Veränderung  der  Gattung  möglich  ; 
denn  ungleichlaufende  Büschel  er- 
zeugen in  jeder  Lage  Hyperbel  mit  Schei- 
teln auf  getrennten  Aesten.  Um  die  \'erände- 
rung  bei  den  gleichlaufenden  Büscheln 
zu  beurteilen,  beachte  man  die  bei  denselben 
vorhandenen  gleichen  Winkelgrössen  ent- 
sprechender Strahlenpaare  (Satz  8  a  des  LTeils), 
und  zv^-ar  die  gleichgerichtet  gleichen  Winkel, 
welche  die  Potenzstrahlen  als  Doppelstrahlen 
mit  Winkel  Null  unter  sich  enthalten.  Fällt 
von  den  Potenzstrahlen  des  eiuen  Büschels 
selbst   einer   in   die   parallele   Richtung  'des 
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der  Drehung  eines  von  zwei  ungleichlaufen- 
den  Büscheln  kommt  unter  der  Reihe  der  Hy- 
perbeln einmal  die  gleichseitige  vor,  wenn  näm- 
lich die  zTigeordneten  Xurmalstrahlen  Uit\,  u.^v^ 
(Antw.  38  des  I.  Teils  dieses  Lehrbuchs)  parallel 
werden  —  und  einmal  tritt  die  perspektivische 
Lage  auf,  wobei  die  Hyperbel  ausartet  zum 
Geradenpaar,  wie  oben  in  Erkl.  39L 

Erkl.  393.  Als  analoge  Frage  zu  Erkl.  390 
und  Seitenstück  zu  Aufgabe  126  des  I.  Teiles 
dieses  Lehrbuchs  wäre  hier  zu  suchen  nach  der 
Ortsveränderung  der  Perspektivitätsachse  zweier 
projektivischen  StrahlenbüscheL  wenn  (nicht  wie 
dort  der  Verbindungsstrahl  der  Scheitel  fest- 
gehalten und  ihr  Abstand  geändert,  sondern) 
der  Abstand  der  Scheitel  festgehalten  und  der 
Verbindungsstrahl  in  der  Weise  geändert  wird, 
dass  stets  zwei  andere  entsprechenden  Strahlen 
beider  Büschel  in  denselben  hereinfallen.  Diese 
Aufgabe  kann  aber  mit  den  an  dieser  Stelle  der 
Entwicklung  vorliegenden  Mitteln  nicht  gelöst 
werden:  es  entsteht  nämlich  als  Umhüllungs- 
ligur  dieser  Geraden  eine  Kurve .  welche  die 
festgehaltenen  Schnittpunkte  zu  Brennpunkten 
hat:  eine  Ellipse  bei  gleichlaufenden,  eine  Hy- 
perbel bei  ungleichlaufenden  Büscheln ,  eine 
Parabel  in  dem  Grenzfall,  dass  der  eine  Scheitel 
im  rnendlichen  liegt. 


zugeordneten,  so  sind  dies  die  einzigen 
Parallelstrahlen  und  die  Kurve  eine  Parabel. 
Fällt  sonst  einer  der  Anfangsschenkel  ent- 
sprechend gleicher  Winkel  in  die  Parallel- 
richtnng  znm  zugeordneten,  so  müssen  auch 
die  Endschenkel  dieser  Winkel  parallel  sein, 
und  man  erhält  eine  Hyperbel.  Treffen  aber 
keine  Anfangsschenkel  in  paralleler  Richtung 
zusammen,  so  kann  auch  kein  Paar  der  End- 
schenkel parallel  werden,  und  die  Kurve  vrird 
Ellipse.  Der  letzte  oder  der  vorletzte  Fall 
tritt  also  ein,  wenn  die  gleichen  Winkel  der  Po- 
tenzstralilen  beider  Büschel  so  liegen,  dass  es 
überhaupt  Parallelstrahlen  zwischen  ihnen  gibt 
oder  nicht  gibt.  So  lange  daher  die  Eichtungen 
der  Potenzstrahlen  des  ersten  Büschels  durch 
die  den  gleichen  Winkel  einschliesseuden 
Eichtungen  der  Potenzstrahlen  des  zweiten 
Büschels  getrennt  werden,  so  entstehen  immer 
Ellipsen,  im  andern  Falle  immer  Hj-perbeln, 
im  Grenzfalle  je  eine  Parabel. 


6.  Aufgaben  über  die  Erzeugung  der  Kurven  als  „Kegelschnitte". 

(Zu  Abschnitt  4  c.) 


Aufgabe  271.  Man  soll  untersuchen,  welche 
projektivischen  Beziehungen  bestehen  bei  der 
Projektion  einer  Kurve  auf  eine  andere  Ebene. 

Erkl.  394.  Das  ganze  ebene  System  f  ist 
projektivisch  in  perspektivischer  Lage  zu  dem 
ebenen  System  f'.  Daher  müssen  in  Figur  117 
die  Schnittpunkte  von  t^t.^  und  von  t^'t^'  auf 
einer  Geraden  durch  .S'  liegen.  Ebenso  die 
Büschelscheitel  5,5/  bezw.  S.^S^.'  oder  die  von 
entsprechenden  Strahlen  beider  Büschel  aus- 
geschnittenen Kurvenpunkte,  die  Berührungs- 
punkte bezw.  Schnittpunkte  entsprechender 
Tangenten  mit  der  Kurve  und  mit  entsprechen- 
den andern  Tangenten.  —  Ausserdem  müssen 
die  entsprechenden  Geraden  einander  jeweils  ün 
gleichen  Punkte  der  Schnittkante  (f«')  treffen, 
so  t^t^',  tM'  und  jedes  übrige  Paar  entsprechen- 
der Tangenten  oder  entsprechender  Strahlenpaare 
beider  Büschel.  —  Betrachtet  man  die  Fig.  117 
als  ebene  Figur,  so  sind  die  Figuren  a  und  s' 
kölhnear,  d.  h.  für  Dreiecke,  Vierecke,  Kurven 
u.  s.  w.  gilt  die  Beziehung,  dass  die  Verbindungs- 
geraden je  zweier  ent.sprechenden  Punkte  durch 
einen  Punkt  gehen,  und  die  Schnittpunkte  je 
zweier  entsprechenden  Geraden  auf  einer  Ge- 
raden liegen. 

Erkl.  395.  In  Figur  117  besteht  neben  den 
projektivischen  Gmndgebilden  auch  projektivi- 


Auflösung.  1.  Sei  t  in  Fig.  117  die  Origi- 
ginalebene  imd  t'  die  Bildebene,  und  in  der 
Ebene  e  die  Kurve  erzeugt  durch  projektivische 
Punktreihen  t^  ^  h  oder  durch  projekti\ische 
Strahlenbüschel  S^  a  S^.  Dann  sind  wegen  der 
Projektion  ^^Kt^,  t^J\t^',  also  wii-d  zunächst 
alle  vier  vorhandenen  Punktreihen  projek- 
tivisch; ferner  S-^T,  S^',  S^J^  S2,  also  auch 
alle  vier  vorhandenen  Strahdenbüschel  projek- 
tivisch. Nach  Satz  18  ist  aber  auch  jeder 
Büschel  S  projektivisch  zu  den  Punktreihen, 
welche  dieselbe  Kurve  erzeugen,  also  sind 
sämtliche  acht  vorhandenen  Grundgebilde  pro- 
jektivisch, nämlich: 

^1 Ä  «2  Ä  ii  Ä  h'  Ä  «1 7\  ^2  Ä  ^i'  Ä  ^2'- 
2.  Von  diesen  projektivischen  Beziehtingen 
sind  in_ perspektivischer  Lage  nur  t^T^  t^' 
und  ^2  Ä  ^2''  "^^'^^1  diese  Punktreihen  in  gleicher 
Ebene  mit  dem  Scheitel  S  liegen.  Dagegen 
sind  .S'j  und  5/  nicht  in  perspektivischer 
Lage,  wenn  auch  in  viel  engerer  Beziehung 
als  etwa  .S\'  TT  '^2-  Denn  die  Sclinittpunkte 
je  zweier  entsprechenden  Strahlen  liegen  zwar 
auf  einer  Geraden:  der  Schnittkante  der 
Ebene  t  und  t';   aber  die  Büschel  liegen  in 
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.  7\  A/ 
zwei  projektivische  Punktreihen  auf  kreu- 
zenden oder  windschiefen  Geraden,  also  in 
einer  entfernteren  Art  verwandt  als   die  in 


^'  A  ^2', 


sehe  Verwandtschaft  zwischen  den  Ebenen  selbst,   getrennten    Ebenen.      Ebenso    sind    t 

also  ihren  sämtlichen  Kurven,  Vielecken  u.  s.  w. 

Unter  den  acht  projektivisch  verwandten  Grund- 

gebüden  t,^j,J^ t,'  a  t^  a  S, ä S^  i\  S,'  A  S.^' 

gibt  es  im  ganzen  28  verwandte  Paare.   Davon     ,  .  ,       -r^,         ,.         , 
gjjj^.  ^  gleicher  Ebene  hegenden  t 

2  Paare:  Projektivische  Punktreihen  in  perspektivischer  Lage:  t^y^t^',  t^J\t^', 
2  Paare:  Projektivische  Punktreihen  in  schiefer  Lage  in  gleicher  Ebene:  <,  7\  f, 
2  Paare:  Projektivische  Punktreihen  auf  ki'euzenden  Geraden:  <,  7~  ^',  ^.7"\  ^', 
2  Paare:   Punktreihen  und  Strahlenbüschel  in  gleicher  Ebene  mit  vereinigt  liegenden  Trägem: 

6  Paare:   Puuktreihen  und  Strahlenbüschel  in  gleicher  Ebene  mit  getrennt  liegenden  Trägem: 

h7\S^,  t,'7\S^\  ^i7\S'o7\^2,  ^' A 'S-,' A  V- 
8  Paare:   Punktreihen  und  Strahlenbüschel  in  verschiedenen  Ebenen: 

'1'  7\   Si    /\   t.2,    t^    A   ^1'  A  ^2)    ^'  /\  S-2   i\   ^2')    ^    /\  -^l'  A  ^2' 

2  Paare:  Projektivische  Strahlenbüschel  in  schiefer  Lage  in  gleicher  Ebene:  S',  7\  Sj,  S^'J^S«, 
2  Paare:  Projektivische  Strahlenbüschel  in  verschiedenen  Ebenen  im  gleichen  Ebenenbüschel: 

^1  7\  ^i'>  ^2  A  ^i^ 
2  Paare :  Projektivische  Strahlenbüschel  in  verschiedenen  Ebenen  allgemein :  5,  7\  5,',  S,  a  -^i'- 


Aufgabe  272.  "Welche  Veränderungen 
der  Elemente  in  Fig.  117  erzeugen  die  übrigen 
Beziehungsarten  projektivischer  Kurven? 

Erkl.  396.  Man  könnte  die  vorstehende 
Frage  auch  so  beantworten,  dass  die  Aende- 
rungen  unter  Festhaltung  des  Scheitels  vor  sich 
gehen.  Dabei  wird  z.  B.  die  Kurve  in  «'  Ellipse 
bleiben,  wenn  die  Kurve  in  e  dadurch  zur  Para- 
bel wird,  dass  der  Scheitel  6,  allein  ins  Un- 
endliche verlegt  wird,  oder  der  tangententräger 
zunächst  dem  Punkt  S.,  allein  ins  Unendliche  ge- 
langt. Dadurch  würde  5,'  auf  die  Gegenachse 
in  «'  gelangen,  bezw.  der  Tangententräger  nächst 
dem  Punkt  S','  in  die  Gegenachse  in  s'  hinein- 
fallen. Würden  S,  und  &,  ins  Unendliche  ver- 
legt, oder  der  Berührungspunkt  auf  t^  und  <., 
ins  Unendliche  verschoben,  so  wäre  die  Kurve 
in  s  eine  Hyperbel,  und  in  s'  lägen  5,'  und  S^' 
bezw.  die  Berührungspunkte  von  t^'  und  t.^'  auf 
der  Gegenachse. 


Auflösung.  Um  die  verschiedenen  Bezieh- 
ungsarten projektivisch  verwandter  Kurven 
zu  erhalten ,  bedarf  es  in  Fig.  1 1 7  keiner 
andern  Verändenmgen  als  der  Verlegung 
des  Projektionsscheitels  S.  Wird  dieser  so 
gelegt,  dass  die  Parallelebene  durch  N  zu  e'  die 
festgehaltene  Kurve  in  Ebene  e  berührt  oder 
schneidet,  so  erzeugen  die  Punktreihen  f^'t.,' 
bezw.  die  Strahlenbüschel  S^^S.-,'  in  e'  eine 
Parabel  oder  Hyperbel.  Würde  umgekelu-t 
die  Kurve  in  s'  festgehalten  und  der  Projek- 
tionsscheitel S  so  gelegt,  dass  die  Parallel- 
ebene durch  S  zu  e  die  feste  Kurve  in  f' 
berührt  oder  schneidet,  so  erzeugen  die  Piinkt- 
reihen  f-^fo  bezw.  die  Strahlenbüschel  '!>'i'S 
in  e  eine  Parabel  oder  Hj'perbel. 
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Aufgabe  273.  Man  soll  für  die  drei  Kurven 
der  Fig.  118  die  Grenzen  angeben  für  die 
verschiedenen  Fälle  der  projekti viseben  Be- 
ziebungsweisen  zwischen  den  einzelnenKurven- 
gattungen  nacb  Antwort  der  Frage  52. 


Erkl.  397.  Wird  eine  Ebene  f.  auf  eine 
parallele  Ebene  «'  abgebildet,  so  ist  die  Par- 
allelebeue  durch  <S  zu  *  und  zu  e'  dieselbe, 
nämlich  beiden  parallel;  die  unendlich  fernen 
Geraden  beider  Ebenen  f  und  «'  selbst  sind 
identisch,  und  mit  ihr  fällt  auch  die  Gegenachse 
zusammen  als  Schnittgerade  mit  der  dritten  Par- 
allelebene. Daher  müssen  die  Kurven  in  beiden 
Ebenen  gleiche  Beziehung  zur  gemeinsamen 
Gegenachse,  d.  h.  zur  unendlich  fernen  Geraden 
haben,  und  somit  von  gleicher  Gattung  sein. 

Erkl.  398.  Die  Sehne  ^C  in  Figur  108 
ist  als  gemeinsame  Sehne  der  drei  dort  gezeich- 
neten Kegelschnitte  gewählt.  Sie  hat  aber  den- 
noch für  die  vorliegende  Untersuchung  ganz 
selbständigen  Charakter  als  beliebige  Sehne  für 
jede  einzelne  der  drei  Kurven.  Man  kann  also 
für  die  Ellipse  in  «,  eine  andere  Sehne  denken, 
für  die  Parabel  in  e.^  wieder  eine  andere ,  und 
für  die  Hyperbel  in  *.;  noch  eine  dritte.  .Jedes- 
mal gibt  es  zu  der  willkürlich  gewählten  Sehne 
zwei  (bei  der  Parabel  eine)  parallele  Tangenten 


Auflösung.  Man  kann  die  verschiedenen 
Fälle  darstellen  durch  Projektion  von  S  aus 
auf  Ebenen,  welche  alle  durch  dieselbe  Schnitt- 
kante AC  in  Fig.  118  hindurchgehen,  da  bei 
Parallelverschiebung  einer  Ebene  oder  bei 
Durchlauf  ung  aller  verschiedenen  Sehnen  durch 
die  Gerade  AC  die  Gattung  der  Kurven  un- 
verändert bleibt.  Man  erhält  hienach  folgende 
drei  Gruppen  von  je  drei  Fällen: 

1.  Die  Ellipse  in  Ebene  e^  kann  von  8 
aus  abgebildet  werden  als  Ellipse  in  allen 
den  Ebenen  durch  A  C,  ä.  h.  in  allen  Ebenen  des 
Ebenenbüschels  mit  Achse  AC,  füi'  welche 
die  Gegenachse  in  Sj  ausserhalb  der  Kurve 
liegt.  Das  ist  der  Fall  für  alle  Ebenen,  deren 
Neigungswinkel  gegen  Cj  kleiner  ist,  als  für 
Ebene  ^2.  Solche  Ebenen  des  Ebenenbüschels 
{A  C)  entstehen  durch  Drehung  der  Ebene  eg 
um  A  C  gegen  den  Uhrzeiger  bis  in  die  Lage  «j 
selbst  und  weiter  durch  «^  hindurch  bis  in 
diejenige  Lage,  wo  die  gedrehte  Ebene  parallel 
würde  mit  der  Ebene  von  S  durch  die  ander- 
seitige  Paralleltangente  zu  g^  an  die  Ellipse. 
Denn  mit  Drehung  von  e.,  dreht   sich   auch 
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an  die  Kurve;  und  die  Projektionsebenen  dieser 
Paralleltangenten  vom  Scheitel  S  aus  bestimmen 
die  Richtung  der  Ebenen  durch  die  gewählte 
Sehne,  in  welchen  Abbildung  als  Parabel  erfolgt. 


Erkl.  399.  Für  jeden  der  drei  Kegelschnitte 
teilt  sich  bei  der  Abbildung  nach  den  drei  Gat- 
tungen der  Ebenenbüschel  mit  der  gewählten 
Sehne  als  Achse  in  zwei  Winkelräume :  jede  Ebene 
des  einen  "Winkelraumes  (mit  seinem  Scheitel- 
winkelraum) liefert  Abbildung  als  Ellipse,  jede 
Ebene  des  andern  Winkelraumes  (mit  seinem 
Scheitelwinkelraum)  liefert  Abbildung  als  Hy- 
perbel, und  nur  die  beiden  Treunungsebenen 
dieser  beiden  Winkelräume  liefern  Abbildung 
als  Parabel.  Die  Unterscheidung  dieser  zwei 
Winkelräume  geschieht  am  einfachsten  dadurch, 
dass  man  durch  den  Projektionsscheitel  S  selbst 
eine  parallele  Gerade  k  legt  zu  der  gewählten 
Kurvensehne,  und  den  Ebenenbüschel  in  Betracht 
zieht,  welcher  diese  Gerade  als  Achse  hat.  Dann 
bilden  sofort  die  Projektionsebenen  der  zi\k\\ÄC 
parallelen  Tangenten  die  Trenuungsebenen  der- 
jenigen beiden  Winkelräume  dieses  Ebenen- 
büschels, deren  Ebenen  die  Originalkurve  schnei- 
den oder  nicht  schneiden.  Und  die  Ebenen  des 
Ebenenbüschels  mit  Achse  AC  unterscheiden 
sich  dann  je  nach  ihrer  Parallelität  mit  den 
Ebenen  jenes  Ebenenbüschels. 


Erkl.  400.  Da  in  Figur  118  eine  gemein- 
same Sehne  AC  gewählt  ist,  so  entsteht  auch 
eine  gemeinsame  Parallele  k  durch  S  als  Achse 
eines  gemeinsamen  Ebenenbüschels.  In  der  That 
enthält  in  Figur  118  dieselbe  Ebene  durch  k 
die  Paralleltangenten  an  Ellipse  fj,  Parabel  «,) 
Hyperbel  fg,  nämlich  ffi\\  ^2''^  ffs^  wobei  ^2  die 
unendlich  ferne  Tangente  der  Parabel «.,  ist;  und 
ebenso  enthält  eine  gemeinsame  Ebene  durch  k 
auch  die  drei  andern  Paralleltangenten  zi\  AC\\k 
an  Ellipse  « j,  Parabel  f.^i  Hyperbel  e^,  ziemlich  ge- 
nau die  Ebene  durch  die  Achse  k  und  die  Kegel- 
kante E^  E^  E^.  Dabei  sind  auch  die  drei  Unter- 
abteilungen des  Ebenenbüschels  {A  C) ,  welche 
in  nebenstehender  Auflösung  getrennt  werden, 
nur  theoretisch  verschieden  in  den  drei  Fällen, 
in  der  Anwendung  auf  die  besondere  Figur  118 
aber  identisch. 


Erkl.  401.  Dass  die  nebenstehende  Auf- 
lösung der  Aufgabe  nicht  etwa  nur  die  spe- 
ziellen Fälle  mit  Kante  ^C  in  sich  begreift, 
sondern  die  allgemeine  Lösung  der  Aufgabe 
liefert,  kann  dadurch  nachgewiesen  werden,  dass 
jede  beliebige  Bildebene  des  Raumes  auf  eine  der 
vorhandenen  zurückgeführt  werden  kann.  In  der 
That  ist  es  nur  die  Richtung  der  gewählten 
Ebene,  welche  den  Ausschlag  über  die  Gat- 
tung der  Bildkurve  gibt,  nicht  ihre  Lage.  Denn 
legt  man  zu  der  Schnittkante  der  Originalebene 
mit  der  gewählten  Bildebene  die  Parallelgerade 


die  Parallelebene  S<j^]  und  die  Gegenachse  g^ 
wandert  nach  rechts  fort  bis  durchs  Unend- 
liche, und  auf  der  andern  Seite  wieder  herein 
bis  zu  der  zu  g^  und  AC  parallelen  Tangente 
an  die  Ellipse  in  gj  auf  der  entgegengesetzten 
Seite.  —  Als  Parabel  wird  die  Ellipse  in 
«1  abgebildet  auf  denjenigen  beiden  Ebenen 
durch  Ä  C,  von  denen  die  eine  wie  «2  parallel 
läuft  mit  der  einen,  die  andere  parallel  mit 
der  andern  der  beiden  Ebenen  von  5"  durch 
diejenigen  Tangenten  an  die  Ellipse,  welche 
beiderseits  parallel  AC  gezogen  werden.  — 
Als  Hyperbel  wird  die  Ellipse  in  e,  ab- 
gebildet auf  allen  denjenigen  noch  übrigen 
Ebenen  des  Ebenenbttschels  AC,  für  welche 
die  Gegenachse  in  e^  die  Ellipse  schneidet, 
und  deren  Neigungswinkel  gegen  e,  folglich 
grösser  ist  als  der  von  e^.  Solche  Ebenen 
entstehen  durch  Drehung  von  e^  nm  AC  mit 
dem  Uhrzeiger  in  die  Lage  von  «3  und  weiter 
durch  63  hindurch  bis  wieder  in  die  Lage 
parallel  der  Projektionsebene  der  andern- 
seitigen  Paralleltangente  zu  g^  \\  AC  an  die 
Ellipse. 

2.  Die  Parabel  in  Ebene  e.,  wird  abge- 
bildet als  Ellipse  in  Ebene  «j  und  in  allen 
gleichartigen  Ebenen  des  Ebenenbüschels  (.1 C) 
in  dem  Winkel  derjenigen  beiden  Ebenen  durch 
A  C,  von  welchen  die  eine  parallel  läuft  mit 
Ebene  Cg»  die  andere  mit  der  Projektionsebene 
von  S  aus  nach  der  Paralleltangente  an  die 
Parabel  in  Cg  zu  /"a  ||  AC;  denn  für  alle  diese 
Ebenen  des  Büschels  läuft  die  Gegenachse 
in  «2  ausserhalb  der  Kurve.  Als  Parabel 
wird  die  Parabel  in  e.^  nur  auf  eine  einzige 
andere  Ebene  'des  Ebenenbüschels  abgebildet, 
nämlich  auf  die  Parallelebene  zur  Projektions- 
ebene der  Paralleltangente  zu  AC  an  die 
Parabel.  Als  Hyperbel  dagegen  wird  die 
Parabel  in  e^  abgebildet  auf  alle  die  übrigen 
mit  Cg  gleichartigen  Ebenen  des  Büschels 
in  dem  Nebenwinkel  der  vorgenannten  beiden 
Ebenen,  von  denen  die  eine  parallel  e.2,  die 
andere  parallel  der  Projektionsebene  einer 
Parabeltangente  parallel  AC;  denn  für  alle 
diese  Ebenen  des  Büschels  muss  die  Gegen- 
achse in  Co  die  Parabel  selbst  durchschneiden. 

3.  Die  Hyperbel  in  Ebene  «3  wird  proji- 
ziert als  Ellipse  in  allen  Ebenen  des 
Ebenenbüschels  AC,  die  parallel  sind  zu  den 
Ebenen  durch  S  zwischen  den  Projektions- 
ebenen der  beiden  Paralleltangenten  zu  AC 
an  die  Hyperbel,  denn  für  diese  alle  läuft 
die  Gegenachse  in  e.^  zwischen  den  beiden 
Hyperbelästen  parallel  zu  g^  hindurch,  ohne 
die  Hyperbel  zu  treffen.  Als  Parabel  wird 
die   Hyperbel   projiziert  nur  in  den   beiden 
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k  durch  S,  sowie  die  beiden  Paralleltangenten 
zu  k  an  die  Originalkurve,  so  liefert  der  Ebenen- 
büschel mit  Achse  k  als  Projektionsebenen  jeuer 
beiden  Tangenten  sofort  die  zwei  einzigen  Rich- 
tungen für  Ebenen  mit  Parabelabbildung,  sowie 
im  Innenwinkel  bezw.  Nebenwinkel  mit  Ellipsen- 
bezw.  Hyperbelabbildung.  Und  durch  diejenige 
dieser  Richtungen,  mit  welcher  die  gegebene 
Projektionsebene  parallel  ist,  wird  die  Gattung 
der  Bildkurve  bestimmt. 


Ebenen  des  Büschels  ÄC,  welche  den  Projek- 
tionsebenen der  Paralleltangenten  zw.  ÄC  an 
die  Hyperbel  parallel  sind,  weil  nur  für  diese 
die  Gegenachse  in  eben  jene  Paralleltangenten 
hineinfällt.  Als  Hyperbel  erscheint  die 
Abbildung  der  Hyperbel  in  allen  übrigen 
Ebenen  durch  ÄC,  welche  wie  c^  im  Neben- 
winkel derjenigen  ebengenannten  beiden  Ebe- 
nen liegen,  welche  den  Projektionsebenen  der 
Paralleltangenten  zu  ÄC  an  die  Hyperbel 
parallel  sind. 


Aufgabe  274.  Man  soll  die  dreierlei  Kegel, 
welche  durch  Projektion  einer  Ellipse,  Parabel, 
Hyperbel  entstehen,  gegeneinander  unter- 
scheiden. 

Erkl.  402.  Diejenige  Kurve,  durch  deren 
Projektion  ein  Kegel  entsteht,  wird  auch  die 
L ei t kurve  des  Kegels  genannt:  ebenso  auch 
dasjenige  Vieleck  das  Leitpolygou  einer  Pyra- 
mide, durch  dessen  Projektion  eine  Pyramide 
entsteht.  Ist  der  projizierende  Scheitel  ein  un- 
endlich ferner  Punkt,  dann  hat  man  im  ersten 
Falle  die  Leitkurve  eines  Cylinders,  im  letzten 
Falle  das  Leitpolygon  eines  Prisma. 

Erkl.  403.  Es  wäre  eine  völlig  unrichtige 
Vorstellung,  wenn  man  sich  einen  parabolischen 
oder  hyperbolischen  Kegel  als  in  der  Rundung 
nicht  geschlossen  denken  wollte.  Denn  wenn  es 
auch  nicht  möglich  ist,  in  dem  endlichen  Bereich 
der  Zeichnungsebene  die  ganze  Erstreckung  der 
Kurve  zu  verzeichnen,  so  ist  es  doch  stets  mög- 
lich, durch  einen  im  Endlichen  gelegenen  Pro- 
jektionsseheitel  alle  Projektionsstrahlen  auch 
nach  den  unendlich  fernen  Kurvenpunkten  zu 
legen.  Der  projizierende  Kegel  wird  also  in 
seiner  Rundung  stets  geschlossen  sein: 
er  besitzt  Ellipsenschnitte  ebensowohl  wie 
Parabelschnitte  und  Hyperbelschnitte.  In  der 
L  ängen  er  Streckung  der  Projektions- 
strahlen allerdings  kann  man  einen  Unterschied 
machen,  je  nachdem  man  dieselben  als  Halb- 
strahleu  des  Scheitels  denkt,  oder  auch  über 
den  Scheitel  verlängert.  Und  damit  ergibt  sich 
auch  eine  etwaige  Unterscheidung  zwischen 
elliptischem  und  parabolischem  Kegel  einerseits 
und  hyperbolischem  Kegel  andererseits,  indem 
letzterer  stets  als  Doppelkegel  (Kegel  nebst 
Scheitelkegel)  auftreten  muss,  die  beiden  erste- 
ren  aber  schon  als  einseitige  Kegel  (Kegel  ohne 
Scheitelkegel)  vorgestellt  werden  können.  — 
Denkt  man  sich  in  Figur  118  die  Ebenen  fj, 
£.,,  «3  der  Reihe  nach  auf  der  horizontalen  Zeich- 
nungsebene aufgelegt,  so  hat  man  für  die  El- 
lipse fj  den  gewöhnlich  vorgestellten  einfachen 
Kegel  (in  aufrechter  Stellung),  für  die  Parabel 
«2  einen  Kegel  mit  einer  Parallelkante  zur  Tisch- 
ebene (der  sich  aber  deshalb  keineswegs  etwa 
nach  rechts  hin  weiter  erstreckt  als  nach  unten), 
für  die  Hyperbel  f,  einen  Doppelkegel  in  quer 


Auflösung.  1.  Manbezeichnet  die  dreierlei 
Kegel  wohl  mit  verschiedener  Benennung  je 
nach  der  erzeugenden  Kurve  als  ellip  tis  ch  e  u, 
parabolischen,  hj-perbolischen  Kegel, 
aber  im  Grunde  ist  keiner  dieser  di'ei  vom 
andern  verschieden.  Denn  da  ein  jeder  dieser 
Kegel  geschnitten  werden  kann  in  einer  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel,  so  kann  er  auch  an- 
gesehen werden  als  Projektion  dieser  andern 
Kurvengattung,  also  als  Kegel  der  andern 
Gattung.  Während  nämlich  die  Punkte  einer 
Parabel  oder  Hyperbel  sich  bis  ins  Unend- 
liche erstrecken,  weisen  die  Projektions- 
strahlen aus  S  gar  keinen  Unterschied  nach 
Art  oder  Lage  auf,  ob  sie  endlich  oder  un- 
endlich fern  gelegene  Kurveupunkte  proji- 
zieren. Würde  man  sich  also  z.  B.  die  Projek- 
tionsstrahlen  in  Fig.  118  aus  festem  Material 
und  jeweils  unendlich  lang  vorstellen,  so  ent- 
stünde genau  derselbe  Kegel  mit  Scheitel  S 
durch  Projektion  jeder  der  drei  verschiedenen 
Kurven  in  e^,  «g  oder  gg. 

2.  Andere  Ergebnisse  erhält  man,  wenn 
der  Scheitel  des  Kegels  ins  Unendliche  rückt, 
also  für  den  Cy  lind  er.  Dieser  kann  von 
keiner  Ebene  in  einer  andern  Kurvengattung 
geschnitten  werden,  als  seine  Leitkurve  war. 
Denn  die  Parallelebene  durch  den  Scheitel 
zur  Bildebene  ist  immer  die  unendlich  ferne 
Ebene  des  Raumes  selbst,  liefert  also  durch 
ihren  Schnitt  mit  der  Originalebene  deren 
unendlich  ferne  Gerade  als  ihre  Gegenachse ; 
und  somit  fällt  die  fiir  die  Abbildimgskurve 
massgebende  Beziehung  der  Originalkitrve  zur 
Gegenachse  zusammen  mit  der  Beziehung  der 
Originalkurve  zur  unendlich  fernen  Geraden : 
war  die  Originalkurve  Ellipse,  Parabel  oder 
Hyperbel,  so  wird  auch  jede  Schnittkurve 
wieder  nur  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel. 

Demnach  haben  der  elliptische,  para- 
bolische und  hyperbolische  Cylin- 
der  auch  versclüedenes  Aussehen:  um-  der 


Aufgaben  über  die  Erzeugung  der  Kurven  als  ^Kegelschnitten 
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gelegter  Stellung  [dessen  Rundung  links  (rechts) 
oben  geschlossen  wird  durch  die  Verlängerungen 
der  Kanten  von  rechts  (links)  unten]. 

Erkl.  404.  Eine  Vorstellung  von  den  drei 
Cyliuderarten  durch  köi-perliches  Modell  kann 
man  sich  auf  folgende  Weise  verschaffen :  In 
einem  etwas  steifen  Papier  schneidet  man  die 
Linie  der  verlangten  Leitkurve  mit  der  Schere 
aus  und  schiebt  durch  den  entstehenden  Spalt 
ein  anderes  Blatt  Papier  unter  beliebigem  Nei- 
gungswinkel hindurch.  Dessen  gewölbte  Fläche 
liefert  dann  einen  elliptischen,  parabolischen, 
hyperbolischen  Cylinder,  wenn  die  Leitkurve 
Ellipse,  Parabel,  Hyperbel  war.  Ein  Abbild 
einer  solchen  C^iindei'fläche  liefert  auch  jede 
Ueberwölbung  eines  Kanalrohres,  einer  Bahnhofs- 
halle, einer  Kirche  u.  s.  w.  Und  zwar  wird  die 
Wölbimg ,  wenn  der  Abschluss  des  Gewölbes 
als  Leitkurve  angesehen  wird,  in  der  Regel  als 
ein  senkrechter  Cylinder  erscheinen,  bei  schiefem 
Durchschnitt  aber,  etwa  beim  Zusammentreffen 
zweier  Gewölbe,  wohl  auch  als  schiefer  Cjlinder. 


erstere  liefert  einen  in  der  Rundung  im  End- 
lichen geschlossenen  Körper,  der  zweite  ist 
nach  einer  Seite,  der  dritte  (aus  zwei  getrennten 
Stücken  bestehend)  nach  zwei  Seiten  erst  im 
Unendlichen  geschlossen,  d.  h.  für  die  prak- 
tische Auffassung  orten.  Während  aber  in 
der  Massgeometrie  die  Cylinder  Jeder  fiü-  sich 
und  getrennt  vom  Kegel  eigene  Behandlung 
erfordern,  beruht  für  die  projektivisch-geo- 
raetrische  Auffassung  der  Unterschied  allein 
auf  der  Eigentümlichkeit  des  unendlich  fernen 
Scheitelpunktes,  so  dass  die  dreierlei  Kegel 
keine  besondere  Behandlung  gegeneinander 
und  gegenüber  dem  Kegel  erforderlich  machen. 
Man  kann  daher  in  dieser  Geometrie  Kegel- 
schnitt und  Cylinderschnitt  ohne  wei- 
teres als  gleichartige  Begrifie  nebeneinander- 
stellen. 


Erkl.  405.  In  der  elementaren  Stereometrie  werden  nur  Kreiskegel  und  Kreiscylinder  und 
von  diesen  vorzüglich  nur  die  senkrechten  behandelt.  Daher  besitzt  der  Kreiscylinder  der 
elementaren  Stereometrie  nur  Ellipseuschnitte ,  keine  Parabelschnitte  oder  Hyperbelschnitte; 
wohl  aber  besitzt  der  Kreiskegel  alle  dreierlei  Schnitte.  Zu  ihrer  Unterscheidung  geschieht  in 
der  Stereometrie  ähnliches,  wie  oben  die  Verwendung  des  Ebenenbüschels  mit  Achse  k.  in- 
dem man  den  Kegelschnitt  einer  Ebene  ziu-ückführt  auf  den  Schnitt  einer  Parallelebene  durch 
den  Kegelscheitel.  Je  nachdem  dann  die  Kegelhalbweite  kleiner,  gleich  oder  grösser  ist,  als 
der  Neigungswinkel  dieser  beiden  parallelen  Ebenen  gegen  die  Kegelachse,  entsteht  als  Kegel- 
schnitt eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel.  Und  was  in  der  Stereometrie  verschiedene  Schnitte 
des  Kegels  sind,  das  sind  in  der  projektivischen  Geometrie  Abbildungen  oder  Projektionen  der 
verschiedenen  Kurven  aufeinander  mit  dem  Kegelscheitel  als  Projektiousscheitel. 


Aufgabe  275  bis  277.    Eine  in  gegebener 
Originalebene  gegebene  Kurve  (Ellipse,  Para- 
bel, Hyperbel)   soll  auf  eine  gegebene  Bild-         Andeutung.    Für  jede  Lage  der  Gegen- 
ebene 275)  als  Ellipse,  276)  als  Parabel,  277)  achse    kann    als    Projektionsscheitel  jeder 
als  Hj'perbel  projiziert  werden.  Welche  Will-  Punkt  der  Parallelebene  zur  Bildebene  durch 
kür  erlaubt  die  Lage  des  Projektionsscheitels  ?  die  Gegeuacbse  auftreten. 


Aufgabe  278  bis  280.  Eine  in  gegebener 
Originalebene  gegebene  Kurve  (Ellipse,  Para- 
bel, Hyperbel)  soll  von  gegebenem  Scheitel  S 
aus  278)  als  Ellipse,  279)  als  Parabel,  280)  als 
Hyperbel  projiziert  werden.  Welche  Willkür 
erlaubt  die  Lage  der  Bildebene,  wenn  sie 
einem  Ebenenbüschel  mit  gegebener  Achse  a 
angehören  soll. 


Erkl.  406.  Man  beachte,  dass  in  den  beiden 
letzten  Aufgabengruppen  die  Auswahl  für  das  Ent- 
stehen einer  Parabel  eine  um  eine  Stufe  engere  ist, 
als  für  Ellipse  und  Hyperbel.  In  der  vorliegen- 
den Aufgabengruppe  hat  man  für  Ellipse  und 
Hyperbel  je  beliebig  viele  (x  i)  Ebenen  zur  Aus- 
wahl, für  Parabel  nixr  zwei:  in  der  vorher- 
gehenden Aufgabengruppe  hatte  man  für  El- 
lipse und  Hyperbel  beliebig  viele  (oo  3)  Punkte 


Auflösung.  Alan  lege  durch  den  Projek- 
tionsscheitel S  eine  Parallelgerade  b  zu  der 
gegebenen  Achse  a  des  Ebenenbüschels,  und 
durch  diese  Gerade  b  zwei  Tangentenebenen  y 
und  Ö  an  den  Kegel,  durch  welchen  die  ge- 
gebene Kurve  vom  gegebenen  Scheitel  >'  aus 
projiziert  wird.  Zu  den  beiden  Ebenen  y  und  tV 
lege  man  durch  die  Achse  «  die  Parallel- 
ebenen y'ö'.  Dann  entsteht  in  jeder  dieser 
beiden  Ebenen  y'ö'  als  Bildkurve  eine  Parabel, 
in  jeder  Ebene  im  Innenwinkel  zwischen  beiden 
eine  Hyperbel,  in  jeder  Ebene  im  Aussen- 
winkel  der  beiden  eine  Ellipse.  —  Dabei  i.st 
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eines  ganzen  Kaumteils,  für  Parabel  nur  die  Inneiiwinkel  und  Aussenwinkel  der  Ebenen  y' 6' 

(qo2)  Punkte  zweier  Ebenen.  —  Fällt  die  Ge-  zu  unterscheiden  nach  Innenwinkel  und  Aussen- 

rade  b  ins  Innere  des  projizierenden  Kegels   so  ^^,^^^^^1  ^gj.  Ebenen  y  und  Ö,  nämlich  daraach, 

gibt  es  keine  Ebenen  y,  cF,  und  es  können  bloss  ^^  j^-^^  der  betreffende  Winkelraum  den  Kegel 

Hyperbeln  als  Projektion  entstehen.  einschliesst  oder  ausschliesst. 


Aufgabe  281.  Eine  in  gegebener  Original- 
ebene gegebene  Kurve  (Ellipse,  Parabel, 
Hyperbel)  soll  auf  eine  gegebene  Bildebene 
mit  gegebener  Gegenachse  so  als  Parabel 
projiziert  werden,  dass  ihre  Achse  parallel 
wird  zu  einer  vorgegebenen  Richtung.  Man 
suche  den  Projektionsscheitel. 

Erkl.  407.  Wenn  die  Originalkurve  Ellipse 
ist,  gibt  es  sicher  zwei,  wenn  sie  Parabel  ist, 
mir  eine  Tangente  c  parallel  der  Schnittkante 
q  von  «1  und  cc^.  Ist  die  Originalkurve  Hyperbel, 
so  gibt  es  eine  oder  zwei  bezw.  keine  solcher 
Tangenten  c,  je  nachdem  die  Parallele  zur 
Schnittkante  q  durch  den  Hyperbelmittelpuukt 
auf  eine  der  Asymptoten  oder  in  den  Aussen- 
winkel  bezw.  Innenwinkel  der  Asymptoten  fällt. 
Es  gibt  also  bei  originaler  Ellipse  sicher  zwei, 
bei  Parabel  sicher  einen,  bei  Hyperbel  je  nach 
Umständen  keinen ,  einen  oder  zwei  Scheitel- 
punkte von  der  verlangten  Eigenschaft. 

Erkl.  408.  Es  ist  eine  allgemeine  Eigen- 
schaft hierher  gehöriger  Aufgaben  (275—281), 
dass  wenn  sie  nicht  gerade  besondere  Einzel- 
heiten enthalten  (wie  z.  B.  die  letzte  Aufgabe 
281),  dann  dieselbe  Aufgabe  nur  in  anderer  Ge- 
stalt aufgestellt  werden  kann,  indem  man  Ori- 
ginalkurve und  BildkuiTe  vertauscht. 


Auflösung.  Der  Projektionsscheitel  muss 
liegen  1.  allgemein  auf  der  Parallelebene  ß 
zur  Originalebene  «^  durch  die  Gegenachse. 
Damit  die  Bildkurve  Parabel  wird,  muss  er 
liegen  2.  auf  der  Parallelebene  y  zur  Bild- 
ebene «2  durch  diejenige  Tangente  c  der 
Originalkurve,  welche  der  Schnittkante  q 
beider  Ebenen  parallel  ist.  Damit  kennt  man 
eine  Gerade  (ßy) ,  welche  den  Scheitel  ent- 
halten muss. 

Damit  endlich  der  unendlich  ferne  Punkt 
der  Parabel  in  die  vorbestiramte  Richtung 
fällt,  ziehe  man  in  der  vorgenannten  Ebene 
y  durch  den  Berührungspunkt  C  der  Origioal- 
kurve  eine  Parallele  d  zu  der  gegebenen 
Richtung.  Wo  diese  Gerade  d  die  Kante  (ßy) 
trifft,  dort  muss  der  gesuchte  Scheitel  liegen. 
Denn  von  ihm  aus  wird  der  Berührungs- 
punkt C  als  einziger  Punkt  der  Original- 
kurve ins  Unendliche  projiziert,  und  zwar  in 
der  vorgegebenen  Achsenrichtung  der  Parabel. 


Aufgabe  282.  Man  soll  im  vorliegenden 
Lehrbuche  solche  Eigenschaften  der  Kurven 
aufsuchen,  welche  auch  durch  Projektion  vom 
Kreise  hätten  erhalten  werden  können. 

Erkl.  409.  Innere  Punkte  einer  Kurve 
werden  bei  Projektion  auch  immer  wieder  in- 
nere, äussere  äussere ;  (darum  kann  z.  B.  eine 
Hyperbel  nie  als  Ellipse  projiziert  werden  auf 
eine  solche  Ebene,  deren  Schnittkante  mit  der 
Bildebene  beide  Aeste  trifft,  vergl.  Erkl.  407). 
Dagegen  werden  nicht  übertragen  bei  der  Pro- 
jektion die  Massbeziehungen  des  Mittelpunktes 
zur  Kurve  oder  etwa  die  Winkelgrössen  zwi- 
schen Durchmesser  und  Tangente.  Der  dem 
Mittelpunkt  entsprechende  Punkt  behält  viel- 
mehr nur  diejenige  rein  geometrische  Eigen- 
schaft bei  der  Projektion  bei,  dass  während  der 
Kreismittelpuukt  der  Pol  der  unendlich  fernen 
Geraden  ist  (Kleyer-Sachs,  Ebene  Elementar- 
Geometrie,  VIII.  Teil,  Antwort  auf  Frage  84), 
der  Bildpunkt  des  Kreismittelpunktes  (oder  sonst 
Kurvenmittelpunktes  der  Originalkurve)  an  der 
Bildkurve  zum  Pol  der  Gegenachse  wird. 


Auflösung.  Durch  Projektion  vom  Kreise 
oder  durch  Schneiden  eines  Kreiskegels  durch 
eine  Ebene  kann  mau  die  Eigenschaften  der 
Kegelschnitte  finden,  welche  in  den  Sätzen  13 
bis  16  und  18  ausgesprochen  sind.  Nebenbei 
ergeben  sich  die  Eigenschaften,  dass  durch 
jede  Kurve  die  Ebene  in  zwei  Teile  geteilt 
wird,  deren  einer  innere,  deren  anderer  äussere 
Punkte  enthält ;  dass  eine  Gerade  eine  Kurve 
treffen  kann  in  keinem,  einem,  oder  höchstens 
zwei  Punkten ;  dass  von  den  inneren  Punkten 
aus  keine,  von  den  äusseren  zwei  Tangenten 
an  jede  Kurve  gehen  u.  s.  w.  —  Die  Bezieh- 
ungen der  Gegenachse  liefern  auch  auf  Grund 
der  Kreisprojektion  die  dreierlei  Gattungen 
von  Kurven  je  nach  ihrem  Verhalten  zur 
unendlich  fernen  Geraden  u.  s.  w. 


Aufgaben  über  die  Erzeugung  der  Kurven  als  ^Kegelschnitte'' 
Figur  119. 
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Aufgabe  283.  Man  soll  die  Aufgabe  275 
für  den  Fall  lösen,  dass  die  Bildkm-ve  zum 
Ki'eise  wird. 

Erkl.  410.  Gerade  Linien  f\\t'  ausser- 
halb der  Originalkurve  gibt  es  bei  Ellipse  und 
Parabel  immer,  bei  Hyperbel  aber  dann  nicht, 
wenn  die  Parallele  zu  t'  durch  den  Hyperbel - 
mittelpunkt  in  den  Innenwinkel  der  Asymptoten 
fällt.  Hiernach  richtet  sich  daher  auch  die  Lös- 
barkeit der  Aufgabe  im  besonderen  Falle.  — 
Da  der  Kreis  selbst  eine  Ellipse  ist,  so  liegen 
die  Scheitelpunkte  jedenfalls  in  dem  Raumteil 
ausserhalb  der  beiden  Parallelebenen  ztir  Bild- 
ebene, deren  Schnittgeraden  mit  t  die  parallelen 
Tangenten  zu  t'  an  die  Originalkurve  aus- 
schneiden (vergl.  Aufgabe  27.5).  Hierin  decken 
sich  die  beiden  Anforderungen ,  dass  f  atisser- 
halb  der  Kurve  liegen  muss  (siehe  Antwort  auf 
Frage  54) ,  und  dass  die  Gerade  t  als  Gegen- 
achse die  Kurve  nicht  treffen  darf,  weil  sonst 
keine  Ellipse  entstehen  kann.  Und  unter  den 
dreifach  unendlich  vielen  (oo  3)  Punkten  dieses 
Eaumteils  besitzen  nur  einfach  unendlich  viele 
(cxj  1)  die  Eigenschaft.  Kreise  zu  liefern  —  ent- 
sprechend dem  Umstand ,  dass  der  Kreis  eine 
Ellipse  von  zweifach  geringerer  "Willkürlichkeit 
ist,  als  die  allgemeine  Ellipse. 


Auflösung.  Es  sei  InEbenee  der  Fig.  119 
die  gegebene  Originalkurve,  t'  sei  die  gege- 
bene Bildebene,  t'  die  Schnittkante  (««')•  D^nn 
legt  man  parallel  »"  die  beliebige  Gerade  t 
ausserhalb  der  Original kurve  und 
sucht  in  der  parallel  i.'  durch  t  gelegten 
Ebene  6^,  den  Scheitel  >'  nach  Antwort  54,3. 
Da  es  zu  t'  unendlich  viele  Parallelgeraden  t 
gibt,  und  jede  einen  andern  Scheitel  ^'„  liefert, 
so  gibt  es  auch  unendlich  viele  { od)  Punkte  S'^ 
für  die  gegebenen  Bedingimgen  der  Aufgabe. 

Erkl.  411.  ilan  könnte  auch  die  Aufgabe  278 
für  den  Kreis  zu  lösen  verlangen.  Nimmt  man 
etwa  in  Figur  119  A'  S^  A^'  als  Büschelachse  a, 
sodass  die  Ebene  f.'  aufgefunden  werden  soll, 
dann  wäre  unter  den  Geraden  in  f,  die  durch 
den  Schnittpunkt  A^  der  durch  ?•„  zur  Büschel- 
achse a  gelegten  Parallelen  S„J,  hindurch- 
gehen, eine  solche  zu  suchen,  für  welche 
Punkt  S'o  die  Eigenschaft  der  Figur  119  auf- 
weist. Das  wird  aber  nur  in  Ausnahmefällen 
zutreffen.  Ist  aber  überhaupt  eine  solche  Ge- 
rade t  vorhanden,  dann  hat  die  Ebene  durch 
A^  und  die  Parallele  t'\\t  die  verlangte  Eigen- 
schaft. 


Aufgabe  284.  Man  soll  prüfen,  üb  es 
möglich  ist,  in  einen  beliebig  gegebenen 
Kegel  (Kreiskegel,  elliptischen,  parabolischen 

oder   hvperbolischen    Kegel)    jede    beliebige  .    ,,..              »    ■  ,.       i   j       *   *       ^  ~, 

Kurve  zweiten  Grades  als  Kegelschnitt  ein-  ^f''^''^''^'    -^'''  "^'TI  '^f,/;^^^^^''  ^^ 

zuschieben  "°^  Autlosung   der  Autgabe  2<4  kann  man 

die  Untersuchung  statt  mit  einem  beliebigen 

Erkl.  412.    Eine  gegebene  Kurve  in  einen  Kegel,  mit  einem  Kreiskegel  anstellen.    Wählt 

gegebenen  Kegel  als  Kegelschnitt  einschieben,  man    eine   beliebige    Sehne    des    Kegels    als 


Sachs,  Projektivische  (neuere    Geometrie.    11.  Teil. 
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will  soviel  heisseu,  als  einen  Kegelschnitt  des 
gegebenen  Kegels  aufsuchen,  der  mit  der  ge- 
gebenen Kurve  identische  Gestalt  hat,  oder  die 
Lage  derjenigen  Ebene  aufsuchen,  deren  Schnitt- 
kurve mit  dem  gegebenen  Kegel  identische  Ge- 
stalt hat  mit  der  gegebenen  Kurve.  —  Die 
nebenstehende  Ueberlegung  hat  selbstverständ- 
lich nicht  den  Charakter  einer  völlig  strengen 
Beweisführung,  schon  weil  sie  die  Grenzen  nicht 
aufstellt,  innerhalb  deren  die  allgemeine  Giltig- 
keit  beschränkt  bleiben  kann;  vielmehr  soll  sie 
nur  zur  Orientierung  dienen  über  eine  Frage, 
welche  sich  auf  Grund  der  bisherigen  Erörterungen 
aufdrängt,  deren  genaue  Durchführung  aber  gar 
nicht  dem  Rahmen  des  vorliegenden  Teiles  geo- 
metrischer Untersuchungen  augehört. 


Achse  eines  Ebenenbüschels,  so  sind  unter  den 
Schnitten  der  Ebenen  desselben  mit  dem  Kegel 
sowolil  Ellipsen  als  Hyperbeln  in  einfach  un- 
endlicher Anzahl,  und  zwei  Parabeln.  Parallel- 
ebenen zu  den  Ebenen  dieses  Büschels  liefern 
zu  jeder  der  vorigen  Kurven  einfach  unend- 
lich viele  ähnliche;  also  hat  man  im  ganzen 
doppelt  unendlich  viele  an  Gestalt  verschiedene 
Ellipsen-  und  Hyperbelschnitte,  einfach  un- 
endlich viele  Parabelschnitte,  und  unter  den 
Ellipsenschnitten  einfach  unendlich  viele  Kreis- 
schnitte durch  die  Parallelebenen  des  Leit- 
kreises, Nun  gibt  es  aber  nach  den  früheren 
metrischen  Betrachtungen  (vergl.  als  Beispiel 
Erkl.  149)  auch  im  ganzen  an  Gr estalt  ver- 
schiedene Ellipsen  und  Hyperbeln  nur  in  dop- 
pelt unendlicher,  Parabeln  und  Kreise  in 
einfach  unendlicher  Anzahl.  Folglich  ge- 
langt man  zu  dem  Schlüsse,  dass  innerhalb 
gew^isser  Grenzen  thatsächlich  in  jeden  be- 
liebigen Kegel  zweiten  Grades  jede  beliebig 
gegebene  Kurve  zweiten  Grades  als  Kegel- 
schnitt in  einer  bestimmten  Lage  eingeschoben 
werden  kann. 

Erkl.  412  a.  Die  eudgiltige  Behandlung  der  vorliegenden  Frage  bleibt  der  eigentlichen 
metrischen  Betrachtungsweise  vorbehalten.  Man  benutzt  dazu  am  besten  die  Darstellung  der 
Kegelschnitte  als  Projektion  eines  Kreises,  wie  solche  z.  B.  in  Figur  120a  bis  c  zu  erkennen 
ist.  Für  jeden  Punkt  iJ  der  Ellipse  in  Fig.  120  a  haben  die  Abstände  vom  Brenupixnkte  {pf^) 
imd  von  der  Leitlinie  D  {pv)  ein  konstantes  Verhältnis,  welches  kleiner  ist  als  1.  Für  jeden 
Punkt  p  der  Parabel  in  Figur  120b  sind  die  Abstände  pf  und  pv  einander  gleich,  haben  also 
ebenfalls  ein  konstantes  Verhältnis,  welches  gleich  1  ist.  Für  jeden  Punkt  p  der  Hyperbel 
in  Figiir  120c  haben  die  Abstände  pf  und  pv  ein  konstantes  Verhältnis,  welches  grösser  als 
1  ist  (vergl.  Erkl.  132).  Nun  ist  aber  ein  gegebener  Kegelschnitt  eindeutig  bestimmt  durch 
dieses  Verhältnis  (die  sog.  numerische  Excentricität)  und  den  Abstand  fw  zwischen  Brennpunkt 
und  zugehöriger  Leitlinie;  und  das  Einlegen  eines  gegebenen  Kegelschnittes  in  einen  gegebenen 

Figur  120  a, 
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Kreiskegel  ist  vollzogen,  ^veun  mau  eine  Schnittkurve  dieses  Kreiskegels  findet,  welche  die  vor- 
geschriebene Excentricität  uebst  dem  vorgeschriebenen  Abstand  /"n  aufweist.  Der  letztere  durch- 
läuft aber  alle  Werte  von  0  bis  cc  bei  Parallel  Verschiebung  der  Kegelschnittebene:  und  die 
erstere  durchläuft  alle  möglichen  Werte  bei  Drehung  der  Kegelschnittebene  um  eine  in  ihr 
liegende  Gerade :  allerdings  nicht  alle  Werte  von  0  bis  oo ,  sondern  nur  von  0  bis  zum  reci- 
proken  Cosinus  der  halben  Kegelweite  (s.  Erkl.  413).  Demnach  kann  mau  in  einen  ge- 
gebenen senkrechten  Kreiskegel  alle  Kurven  zweiten  Grades  als  Kegelschnitte 
einlegen,  deren  numerische  Excentricität  kleiner  ist,  als  der  reciproke  Cosinus 
der  halben  Kegelweite:  Das  sind  aber  alle  Ellipsen  und  Parabeln  ohne  Ausnahme,  da  ja 
deren  numerische  Excentricität  stets  kleiner  bezw.  gleich  1  ist;  itnd  dazu  alle  Hyperbeln,  deren 
Asymptotenwinkel  kleiner  ist  als  die  Kegelweite  des  Kreiskegels  (denn  der  reciproke  Cosinus 
des  halben  Asymptotenwinkels  ist  gleich  der  niimerischen  Excentricität  der  Hyperbel).  ■ 

Erkl.  413.  Die  Fig.  120 ab c  sind  entnommen  dem  Lehrbuch  des  Projektionszeichneus  von 
Vonderlinn.  In  denselben  ist  ein  beliebiger  senkrechter  Kreiskegel  mit  Scheitel  o  geschnitten 
durch  eine  Ebene,  welche  in  Fig.  120  a  eine  Ellipse,  in  Fig.  120  b  eine  Parabel  tmd  in  Fig.  120c 
eine  Hyperbel  erzeugt.  Für  jede  der  Kurven  erhält  das  Verhältnis  der  Abstandsstrecken  eines 
beliebigen  Kurvenpunktes  vom  Brennpunkt  und  von  dessen  zugehöriger  Leitlinie  einen  kon- 
stauten Wert  pf:pv,  welcher  bei  den  drei  Kurven  der  Reihe  nach  kleiner,  gleich,  oder  grösser 
als  1  wii'd.  Bezeichnet  man  insbesondere  mit  y  den  gemeinsamen  Schnittpunkt  der  Geraden  tv 
(Figur  120a  und  120c)  bezw.  uc  (Figur  120b)  mit  der  Geraden  or,  welche  durch  den  Kegel- 
scheitel parallel  zur  Kegelschnittebene  E'  geht,  und  mit  der  Geraden  m  n,  nämlich  den  Durch- 
böhrungspunkt  der  Geraden  or  durch  die  Ebene  des  Kreises  mit  Mittelpunkt  m ,  so  ist  der 
Wert  des  Quotienten  pf:pr  jedesmal  auch  gleich  ot:o)j  (Figur  120a  und  c)  bezw.  ou-.oy 
(Figur  120bj.  Nun  werden  bei  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  y  ausserhalb  des  Kreises 
m  (Figur  120a)  alle  Werte  des  Quotienten  ot:oy  durchlaufen,  welche  kleiner  als  1  sind; 
bei  allen  Lagen  des  Punktes  y  auf  dem  Kreis  (Figur  120b)  entsteht  ein  Quotient  oic.oy 
gleich  1;  und  bei  allen  Lagen  -r.-         lonv^ 

des   Punktes  y  innerhalb   des  ^^^^^'  ^'^-'°- 

Kreises  (Fig.  120  c)  entstehen 
Quotienten  ot  :  oij,  welche 
grösser  als  1  sind.  Da  aber 
im  letzteren  Falle  oy  nicht 
kleiner  als  om  werden  kann, 
so  kann  auch  ot  :  oy  nicht 
grösser  werden  als  der  Wert 
ot-.om,  und  dies  ist  der  reci- 
proke Wert  von: 

ovx:ot  :=  cosmot. 
Soll  also  in  den  senkrechten 
Kreiskegel  ein  gegebenerKegel- 
schnitt  eingelegt  werden,  so 
bestimmt  man  erst  in  beliebiger 
Ebene  m  einen  Punkt  y  so,  dass 
ot:oy  gleich  der  numerischeu 
Excentricität  der  Kurve  ist,  legt 
parallel  zu  oy  (und  senkrecht 
zur  Zeichenebene)  zunächst  eine 
beliebige  Sohnittebene  durch 
den  Kegel,  und  verschiebt  diese 
parallel  so  lange,  bis  auch  der 
Abstand  f\\  den  vorgeschrie- 
benen Wert  erhält. 

Erkl.  413  a.  In  den  drei  Figuren  120  ist  der  Kegel  jedesmal  anzusehen  als  Projektion 
des  Kreises  K  in  der  Ebene  E  aus  dem  Scheitel  o.  Die  Kurve  K'  ist  jeweils  die  Bildkurve 
in  der  Bildebene  E'.  und  die  Parallelebene  E"  zur  Originalebene  durch  den  Scheitel  o  schneidet 
in  der  Bildebene  die  Gegenachse  Q'  aus,  welche  jedesmal  ausserhalb  der  Bildkurve  verläuft, 
weil  die  Originalkurve  jedesmal  Ellipse  ist.  Dagegen  schneidet  die  Ebene  durch  o  und  /.'  als 
Parallelebene  zur  Bildebene  durch  den  Scheitel  o  in  der  Originalebene  die  Gegeuachse  K  aus, 
und  diese  muss  in  Figur  120a  ausserhalb  K  liegen,  in  Figur  120b  K  berühren,  in  Figur  120c 
K  schneiden,  weil  die  Bildkurve  der  ßeihe  nach  Ellipse,  Parabel,  Hyperbel  ist.  —  Mau  beachte 
übrigens,  dass  in  den  Figuren  120  der  Leitkreis  des  Kegels  doch  jedesmal  als  Ellipse  A'  ge- 
zeichnet ist:  denn  der  Kreis  liegt  in  einer  zur  Zeichenebene  senkrechten  Ebene,  wii-d  also 
durch  die  Sehstrahlen  aus  dem  Auge  des  Lesers  projiziert  durch  eine  Kegelfläche,  und  tritt  in 
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der  Zeichnung  wieder  auf  als  Schnitt  dieses  Kegels  mit  der  Zeichnungsebene.  Demnach  er- 
scheinen auch  Kreise  bei  der  Zeichnung  als  Ellipsen,  und  dies  gilt  besonders  auch  von  Kreisen 
auf  der  Erdkugel  (Länge-  und  Breitekreisen),  welche  bei  der  Darstellung  eines  Globus  Ver- 
wendung finden.  Es  ist  daher  stets  als  ein  schwerer  Verstoss  gegen  die  Lehre  von  der  Kreis- 
projektion zu  bezeichnen,  wenn  sich  in  manchen  Schriften  oder  Büchern  solche  Kreise  auf 
einer  Erdkugel  als  beiderseits  spitze  Kurven  (wie  Spitzbogenzweiecke)  gezeichnet  vorfinden: 
Kreislinien  werden  vom  Auge  stets  nur  als  Kegelschnitte  bezw.  Ellipsen  projiziert,  und  diese 
sind  nirgends  spitz,  sondern  haben  allseitig  runde  Begrenzung. 

7.  Aufgaben  über  die  Sätze  von  Brianchon  und  Pascal  nebst  ihren  Anwendungen, 

(Zu  Abschnitt  5.) 

Aufgabe  285.  Man  soll  einige  Bezieh- 
ungen aufsuchen  zwischen  den  durch  die  Sätze 
von  Brianchon  und  Pascal  bestimmten  Eigen- 
schaften der  Sechsecke  bezw.  Sechsseite, 
welche  durch  dieselben  sechs  Elemente  be- 
stimmt werden. 


Erkl.  414:.  In  Figur  121a  kann  man  ganz 
wohl  der  Auffassung  Raum  geben,  dass  die  sechs 
Punkte  ABC DEF  etwa  auf  einer  Ellipse  lägen. 
Dann  müssen  für  jedes  der  60  Sechsecke  die 
Schnittpunkte  je  zweier  Gegenseiten  auf  einer 
Geraden  liegen,  so  dass  also  60  verschiedene 
Pascalsche  Geraden  entstehen.  —  In  Figur  121b 
kann  keinesfalls  angenommen  werden,  dass  die 
sechs  Geraden  eine  Ellipse  berührten;  wohl  aber 
kann  man  dtu'ch  eine  kleine  Verschiebung  der 
Geraden  e  oder  f  [den  Schnittpunkt  (ae)  passend 
links  vom  Schnittpunkt  {af)  gelegt]  den  Fall 
herbeigeführt  denken ,  dass  etwa  die  Geraden 
eine  Hyperbel  berühren,  von  welcher  der  eine 
Ast  im  offenen  Raum  der  Tangenten  uhcdf 
liegt  (wo  jeweils  die  <  )rdnuugsziffer  der  60 
Figuren  steht),  tind  der  andere  Ast  im  Scheitel- 


Auflösung.  1.  Unter  den  verlangten  Be- 
ziehungen ist  als  erste  hervorzuheben  die- 
jenige, dass  wenn  eines  der  aus  gegebenen 
sechs  Elementen  gebildeten  Sechsecke  bezw. 
Sechsseite  einem  Kegelschnitt  ein-  bezw.  um- 
oder  angeschrieben  ist,  dann  jedes  der  60 
aus  denselben  6  Elementen  zu  bildenden  eben- 
falls ein  ein-  bezw.  um-  oder  angeschrie- 
benes Sechseck  ist,  also  die  Eigenschaften 
der  Sätze  von  Pascal  bezw.  Brianchon  er- 
füllen muss. 

2.  Jede  Beziehung  unter  den  Pascalschen 
Geraden  der  60  aus  denselben  sechs  Kurven- 
punkten gebildeten  Sechsecke  steht  dualistisch 
gegenüber  einer  entsprechenden  Beziehung 
unter  den  Brianchonschen  Punkten  der  60 
aus  denselben  sechs  Kurventangenten  ge- 
bildeten Sechsseite.  Man  braucht  daher  nur 
in  der  einen  dieser  beiden  Richtungen  die 
Untersuchung  durchzuführen,  und  erhält  dann 
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Winkel  (;'a)  nach  linkshin.Dannmüssten  wiederfür 
jedes  der  60  Sechsseite  die  Verbindungsgeraden 
je  zweier  Gegenecken  diirch  einen  Punkt  gehen, 
so  dass  also  60  verschiedene  Brianchonsche 
Punkte  entstehen. 


Erkl.  415.  Die  vier  Sechsecke  mit  Gegen- 
seiten AB  und  DE  hn  dritten  Teil  neben- 
stehender Auflösung  sind  ISg  45^  (Fig.  121a,  1), 
12e  453  (Fig.  121a,  22),  12, 54^  (Fig.  121a,  3),  12, 543 
(Fig.  121a,  24).  Die  Sechsecke  mit  Umstellung 
21  .  .  .  für  12  .  .  .  liefern  keine  neuen  Figuren, 
da  sie  mit  den  vorigen  in  umgekehrter  Um- 
laufsfolge  (und  zugleich  umgekehrter  Reihen- 
folge der  Erzeugung)  zusammenfallen,  nämlich 
21.45^  mit  24,  21,345.,  mit  3,  213  04^  mit  22, 
21e543  mit  1. 

Eine  Zusaromenstellung  aller  Gruppen  von 
je  vieren  der  60  Sechsecke  in  Figur  121a,  deren 
Pascalsche  Geraden  je  durch  einen  Punkt  gehen, 
würde  45  Zeüeu  folgender  Art  ergeben: 

Xebenecke  (12.  45.)  für  die  vier  Sechsecke 
1,  3,  22,  24; 

Nebeuecke  (23.  56.)  für  die  vier  Sechsecke 
1,  2,  25,  26: 

Nebenecke  (34.  61.)  für  die  vier  Sechsecke 

1,  7,  58,  60; 

Nebenecke  (12.  46.)  für  die  vier  Sechsecke 

2,  5,  16,  18  u.  s.  w. 


Erkl.  416.  Aus  den  Geradenpaaren  (12) 
und  (45),  (23)  und  (56),  (34)  und  (61)  kann 
man  folgende  vier  Paare  von  Dreiseiten  zu- 
sammenstellen : 

1)  .  .  .  (12)  (23)  (34)  und  (45)  (56)  (61), 

2)  .  .  .  (12)  (23)  (61)  und  (45)  (56)  (34), 

3)  .  .  .  (12)  (56)  (34)  und  (45)  (23)  (61). 

4)  .  .  .  (12)  (56)  (61)  und  (45)  (23)  (34). 
Das  dritte  von  diesen  ist  das  nebenstehend  be- 
nützte Paar;  die  drei  andern  geben  keine  neuen 
Ergebuisse,  weil  jedesmal  bloss  der  Pascalsche 
Satz  selber  entsteht  für  je  eines  der  neben- 
stehenden drei  Sechsecke,  nämlich  beim  ersten 
für  das  Sechseck  125436  bezw.  163452,  beim 
zweiten  für  143256,  beim  vierten  für  123654. 
—  Maui  sieht,  dass  diese  Sechsecke  in  der  Weise 
zusammen  gehören,  dass  als  erste,  dritte,  fünfte 
Ecke  die  Punkte  1.  3.  5.  festgehalten  bleiben 
und  die  zwischenliegeuden  cyklisch  verschoben 
werden:  .2  .6  .4  oder  .4  .2  ,6  oder  .6  .4  .2.  Würde 
man  umgekehrt  etwa  .2  .6  .4  festhalteu  und  da- 
zwischen 1,  3.  5.  oder  3.  5. 1.  oder  5. 1.  3.  in 
cyklischer  Vertauschung  einsetzen,  so  entstehen 
genau  die  gleichen  drei  Sechsecke.  —  Ein 
anderer  Steinerscher  Punkt  aber,  der  als  Gegen - 
punkt  des  vorigen  bezeichnet  wird,  entsteht 
durch  die  gleichen  cyklischen  Vertauschungen 
der  Punkte,  wenn  zuvor  ein  Paar  (von  der 
geraden  oder  von  der  ungeraden  Stellung)  ver- 
tauscht wurde. 


ohne  neue  Beweisführung  durch  dualistische 
Uebertragung  die  entsprechenden  Bezieh- 
ungen für  die  andern  Gebilde,  [Hiernach 
besclu'änkt  sich  auch  die  hier  folgende  Be- 
trachtung auf  die  Figiu'  des  Pascalschen 
Sechsecks,  olrne  dass  jedesmal  die  Anwendung 
aufs  Brianchonsche  Sechsseit  ausdrücklich 
durchgeführt  wird.] 

3.  Bezeichnet  man  die  sechs  Punkte 
ÄBCDEF{hez\v. die  sechs  Geraden  abcdef) 
der  Einfachheit  halber  mit  den  Ziffern  1  bis  6, 
so  sind  die  gegenüberliegenden  Elemente  1,  2 
und  4, 5 ;  2, 3  und  5, 6 ;  3, 4  und  6, 1 .  Zwei  dieser 
gegenüberliegenden  Elemente  behalten  nun 
aber  diese  Lagenbeziehung  bei  für-  jede  be- 
liebige Anordnung  der  übrigen  Elemente, 
z.  B.  1,  2  •  4, 5  ■  für  Einschiebung  von  •  •  3  •  •  6 
oder  •  •  6  •  •  3  und  wieder  1, 2  •  5, 4  •  für  Ein- 
schiebung von   •  •  3  •  •  6  öder  •  •  6  •  •  3. 

Daraus  folgt,  dass  für  jedes  der  so  ge- 
bildeten vier  Sechsecke  der  Schnittpunkt  der 
Geraden  ^-B  und  DE  als  Schnittpunkt  zweier 
Gegenseiten  auttritt,  oder  dass  die  Pascalsche 
Gerade  in  jedem  der  genannten  vier  Sechs- 
ecke durch  die  Nebenecke  (AB)  (DE)  des 
vollständigen  Sechsecks  ^^C'Di^  J'hindurch- 
geht.  Und  ebenso  müssen  allgemein  in  jeder 
Nebenecke  die  Pascalschen  Geraden  von 
vier  verschiedenen  der  60  Sechsecke 
zusammentreffen. 

4.  Nach  dem  Pascalschen  Satze  für  das 
Sechseck  12  3  4  5  6  liegen  auf  einer  Geraden 
die  Schnittpimkte  der  Gegenseiten  (1,2)  imd 
(4,  5),  (2,  3)  und  (5,  6),  (3,  4)  und  (6,  1). 
(Vergl.  Fig.  125,  S.  200.)  Diese  Geraden  kann 
man  nun  auf  mehi'fache  All  in  der  Weise 
zu  zwei  Dreiecken  zusammenfassen,  dass  die 
zwei  Geraden  durch  den  ersten  Schnittpunkt 
als  erste  Seiten  beider  Dreiecke  verwendet 
werden,  die  zwei  Geraden  durch  den  zweiten 
als  zweite  Seiten,  die  Geraden  durch  den 
dritten  als  dritte.  Und  solche  zwei  Dreiecke 
müssen  nach  Satz  b  in  Aulgabe  73  des  I.  Teils 
dieses  Lehrbuchs  perspektivisch  sein,  und  die 
Verbindungsgeraden  entsprechender  Eck- 
punkte gehen  durch  einen  Punkt.  Führt 
man  dies  oben  durch  mit  den  Gruppen  (1,2), 
(5,  6).  (3,  4)  als  erstem  und  (4,  5),  (2, 8),  (6, 1) 
als  zweitem  Dreieck,  so  müssen  durch  einen 
Punkt  gehen  die  Verbindimgsgeraden  der 
entsprechenden  Eckpunkte : 

1)  .  .  .  (1,2),  (5,6)  und  (4,5),  (2,3); 

2)  .  .  .  (5,  6),  (3,  4)  und  (2,  3),  (6, 1) ; 

3)  .  .  .  (3,4),  (1,2)  und  (6,1),  (4,5). 

Diese  selben  drei  Verbindungsgeraden  ent- 
stehen aber  als  Pascalsche  Geraden  bei 
folgender  Anordnung  der  sechs  Elemente: 
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Sechzig  verschiedene  einfache  Sechsecke  im  gleichen  vollständigen  Sechseck. 
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Figur  121b. 


Sechzig  verschiedene  einfache  Sechsseite  im  gleichen  vollständigen  Sechsseit. 
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1.  1,2,3,6,5,4  mit  Schnittpankten  (1, 

2.  1, 4, 3,  2, 5,  6  mit  Schnittpunkten  (4, 

3.  1,  6,  3, 4,  5,  2  mit  Schnittpunkten  (3, 


Erkl.  417.  Die  20  Steinersclieu  Punkte  zer- 
fallen nach  voriger  Ueberlegung  iu  10  Paare 
von  Gegenpunkten,  und  die  Gruppen  je  dreier 
Pascalschen  Sechsecke  der  Figur  121a,  welche 
zu  je  einem  dieser  Steinerschen  Punkte  bezw. 
seinem  Gegenpunkte  gehören,  sind  folgende: 
1, 17,  51  und  6, 15,  47 ;  2,  23,  53  und  4,  21, 48 ; 
3, 1 1,  59  und  5,  9,  57 ;  7, 18, 35  und  12, 13,  31 ; 
8,  24,  39  und  10, 19,  32;  14,  22,  40  imd  16,  20,  36; 
25, 38, 52  und  30,  37, 43 ;  26, 42, 54  und  28, 41, 44 ; 
27, 34, 60  und  29, 33, 55 ;  45, 50, 58  und  46, 49, 56. 

Benennt  man  jeden  Steinerschen  Punkt  für 
den  Augenblick  mit  der  Ziffer  des  ersten  der 
zugehörigen  Sechsecke,  so  liegen  folgende  je 
vier  auf  einer  Geraden: 

1,2,7,8;  1,3,25,27;  1,14,26,45;  2,5,26,29 
2, 16,  25,  46 ;  3,  4, 12, 14 ;  3,  8,  28,  46 ;  4,  6, 28, 30 
4,10,27,45;  5,6,10,16;  5,7,30,45;  6,12,29,46 

7,  16,  27,  28;  8,  14,  29,  30;  10,  12,  25,  26. 

Die  erstere  Tabelle  enthält  gerade  alle  60 
Sechsecke  der  Figur  121a  je  einmal;  die  zweite 
jeden  Steinerschen  Punkt  je  dreimal,  so  dass 
jeder  auf  drei  verschiedene  Steiner-Plückerschen 
Geraden  zu  liegen  kommt. 


Erkl.  418.  Von  den  nebenstehenden  Sätzen, 
welche  zum  Teil  auffallende  Dualität  zwischen 
manchen  Elementen  aufweisen,  ist  vom  Satz  a) 
die  erste  Hälfte  der  Pascalsche  selbst,  die 
zweite  Hälfte  bewiesen  im  dritten  Teil  dieser 
Auflösung,  und  der  Satz  b)  in  seiner  ersten 
Hälfte  im  vierten  Teil;  die  übrigen  Sätze  folgen 
aus  weiteren  Untersuchungen  analoger  Art,  die 
hier  nicht  alle  durchgeführt  zu  werden  brauchen. 
—  Bei  der  dualistischen  Uebertragung  auf  den 
Satz  des  Brianchon  werden  jeweils  Punkte  und 
Geraden  vertauscht,  die  Ordnungszahlen  der 
einzelnen  Sechsecke  iu  obigen  Einzelbeispielen 
i\ud  Tabellen  aber  bleiben  für  jede  Erscheinimg 
genau  dieselben. 


2)  (6,  5),  (2,  3)  (5,  4)  und  dazu  (3,  6)  (4, 1); 
8)  (5,  6),  (3,  2)  (6, 1)  und  dazu  <1,  4)  (2;  5); 
4)  (2, 1),  (1,  6)  (4,5)  und  dazu   (6,  3)  (5,  2). 

Demnach  haben  die  Pascalschen  Geraden 
dieser  drei  und  allgemein  je  dreier  von  den 
60  Sechsecken  solche  Lage,  dass  sie  durch 
einen  Punkt  gehen :  man  nennt  diese  Pimkte 
nach  ilu'em  Entdecker  Steiner  Steinersche 
Punkte. 

5.  Die  60  Sechsecke  geben  noch  Ver- 
anlassung zur  Aufdeckung  einer  grossen  Zahl 
anderer  besonderen  Lagebeziehungen  von  ziem- 
lich verwickelter  Natur.  Sie  beziehen  sich 
alle  auf  vereinigte  Lage  von  Punkten  mit 
Geraden  bezw.  von  Geraden  mit  Punkten, 
und  diese  Punkte  und  Geraden  sind  benannt 
worden  nach  ihren  Entdeckern,  nämlich  Steiner, 
Plücker,  Kirkman,  Cayle\%  Salmon  u.  s.  w. 
Die  wichtigsten  dieser  Eigenschaften,  an 
deren  Spitze  der  Pascalsche  Satz  selber  steht, 
lassen  sich  folgendermassen  zusammenstellen: 

Satz  a)  Von  den  45  Nebeneckeu 
liegen  je  drei  auf  einer  der  60  Pas- 
calschen Geraden,  und  von  den 
60  Pascalschen  Geraden  gehen  je 
vier  durch  eine  der  45  Nebeuecken. 

b)  Von  den  60  Pascalschen  Ge- 
raden gehen  je  drei  durch  einen  der 
20  Steinerschen  Punkte,  und  von 
den  20  Steinerschen  Punkten  Liegt 
je  einer  auf  jeder  der  60  Pascals  eben 
Geraden. 

c)  Vonden20  SteinerschenPunk- 
t  e  n  liegen  je  vier  auf  einer  der  15  Steiner- 
Plückerschen  Geraden,  und  von  den 
15  Steiner-Plückerschen  Geraden 
gehen  je  drei  durch  einen  der  20  Stei- 
nerschen Punkte. 

d)  Von  den  60  Pascalschen  Ge- 
raden gehen  je  drei  durch  einen  der 
60  Kirk manschen  Punkte,  und  von 
den  60  Kirkmanschen  Punkten 
liegen  je  drei  auf  einer  der  60  Pas- 
calschen Geraden. 

e)  Von  den  60  Kirkmanschen 
Punkten  liegen  je  drei  auf  einer  der 
20  C  a  y  1  e  3'  s  c  h  e  n  Geraden,  und  von 
den  20  Caj'le}^ sehen  Geraden  geht 
je  eine  durch  jeden  der  60  Kirk- 
manschen Punkte. 

f)  Von  den  20  Cayley sehen  Ge- 
raden gehen  je  vier  durch  einen  der 
15  Salmonschen  Punkte  und  ausser- 
dem je  eine  durch  jeden  der  20  Stei- 
nerschen Punkte. 
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Aufgabe  286.  Man  soll  die  vorigen  Sätze 
übertragen  auf  das  Tangentensecbsseit  nach 
Fie-.  121b  und  Erkl.  414. 


Aufgabe  286  a.  Man  soll  ähnliche  Ueber- 
legungen  anstellen  füi'  die  Beziehungen  nach 
Brianchon  und  Pascal  in  Fünfecken,  Vier- 
ecken, Dreiecken. 


Figur  122. 


I  /    / 


'/■  ^ 


II' 

i;/ 


Aufgabe  287.  Die  Sätze  von  Brianchon 
und  Pascal  sollen  für  die  ausgearteten  Kurven 
bestätigt  werden. 

Erkl.  419.  Will  mau  an  ilie  Figuren  122 
und  123  Untersuchungen  anknüpfen  nach  Art 
der  vorhergehemlen  Sätze  in  Aufgabe  28.5,  so 
hat  man  zunächst  nicht  60,  sondern  nur  sechs 
verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden.  Denn  da- 
mit überhaupt  Ergebnisse  entstehen .  hat  man 
Auswahl  unter  AB  oder  AL  oder  AF,  darnach 
zweierlei  folgende  Elemente  und  nach  jedem 
dieser  wieder  zweierlei  folgende.  Das  wären 
3- 2- 2  =  12  FäUe;  von  diesen  ist  aber  ein  jeder 
vorwärts  und  rückwärts  gezählt,  also  bleibt  die 
Hälfte  mit  6  Fällen  übrig.  Und  entsprechend 
vermindert  sich  die  Anzahl  bei  den  übrigen 
Einzelbeziehungen  jener  Sätze. 


Figur  123. 


Auflösung.     Die  G-iltigkeit  der  Sätze 
von  Brianchon  für  das  Sechsseit,    dessen 
Seiten,   statt   eine  Kiu-ve  zweiter  Klasse  zu 
berühren,    zu  je  dreien  durch  zwei  Punkte 
gehen  (Figiu-  122),  und 

von  Pascal  für  das  Sechseck,  dessen  Ecken, 
statt  auf  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  zu 
liegen,  zu  je  dreien  auf  zwei  Geraden  liegen 
(Figur  123),  ergibt  sich  entweder  als  un- 
mittelbare Uebertragung  der  allgemeinen 
Sätze  auf  den  Einzelfall,  oder  direkt  durch 
Projektivitätsbetrachtimgeu.  wie  solche  im 
Ergebnis  der  Aufgabe  158  imd  159  des 
I.  Teils  ausgefülu't  sind. 


Aufgabe  288.  Es  seien  gegeben  sechs 
beliebige  Punkte  oder  Geraden.  Man  soll 
prüfen,  ob  dieselben  Punkte  bezw.  Tangenten 
einer  Kurve  zweiten  Grades  sein  können. 


Erkl.  420.  Will  man  einen  ausdrücklichen 
Beweis  führen  für  nebenstehende  Auflösung, 
so  würde  indirekt  zu  verfahren  sein.  Man  sucht 


Auflösung.  Man  fasse  die  sechs  Elemente 
zusammen  zu  einem  Sechseck  und  prüfe,  ob 
der  Satz  vou  Pascal  bezw.  Brianchon  erfüllt 
wird.  Liegen  die  Schnittpunkte  von  Gegen- 
seiten auf  einer  Geraden  bezw.  gehen  die 
Verbindtingsgeraden  von  Gegenecken   durch 
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in  der  vorgeschriebeuen  Lage  dasjenige  sechste  einen  Punkt,  so  hat  man  sechs  Elemente  einer 
Element,  welches  zu  der  von  den  fünf  ersten  Kurve  zweiten  Grades:  wenn  nicht,  dann 
Elementen  bestimmten  Kurve  gehört:  es  wird  gehört  das  sechste  Element  nicht  zu  der- 
mit  dem  gegebenen  sechsten  zusammenfallen  gelben  Kurve,  welche  durch  die  fünf  Übrigen 
oder  nicht  zusammenfallen.  —  Man  kann  hier-    i,„„x- ,,,,^^  ..-'n  *= 

nach  durch  die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon    ■JesTiranu  \Mia. 
für  sechs  Elemente   die  Lage  zu   einer  allge- 
meinen Kurve  ebenso  prüfen,  wie  in  der  Plani- 
metrie für  vier  Elemente  die  Lage  zu   einem 
Kreise  untersucht  wird. 


Aufgabe  289.  Dieselbe  Aufgabe  für  fünf 
Gerade  mit  einem  oder  vier  Gerade  mit  zwei 
oder  drei  Gerade  mit  drei  Berührungspunkten, 
bezw.  für  fünf  Punkte  mit  einer  oder  vier 
Punkte  mit  zwei  oder  drei  Punkte  mit  drei 
Berührungsgeraden.  


Figur  125. 


Figur  124. 


Aufgabe  290,  29L   Welche  Beziehungen  gestatten  die  Sätze  von  Brianchon  und  Pascal 
für  die  kollinearen  Dreiecke  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  285,  4. 

Auflösung. 


290.  Nimmt  man  von  den  sechs  Ecken 
des  Brianchonschen  Sechsseits,  Fig.  124,  die 
erste,  dritte,  fünfte  und  ebenso  die  zweite, 
vierte,  sechste  zu  zwei  Dreiecken  zusammen, 
so  müssen  wegen  des  Satzes  die  entsprechen- 
den Eckpunkte  zu  je  zweien  jeweils  auf  einer 
Geraden  dui'ch  denselben  Punkt  i?  zu  liegen 
kommen,  und  somit  werden  diese  Dreiecke  kolli- 
near :  Das  eine  hat  die  Ecken  (1, 2)  (3, 4)  (5,  6), 
das  andere  die  Ecken  (4, 5)  (6, 1)  (2, 3).  Je  zwei 
entsprechende  Eckpunkte  in  der  eben 
aufgelührtenEeihenfolge  sind  verbunden  durch 
einen  Strahl  des  Punktes  B,  je  zwei  nicht 
entsprechende  Eckpunkte  aber  durch 
Tangenten  der  Kurve.  Daher  erhält  man 
die  Aussage: 

Satz.  Sind  zwei  Dreiecke  kollinear, 
so  sind  die  sechs  Verbindungsgeraden  ihrer 
nichtentsprechenden  Eckpunktepaare  sechs 
Tangenten   einer   Kurve   zweiter  Klasse. 


291.  Nimmt  man  von  den  sechs  Seiten 
des  Pascalschen  Sechsecks,  Fig.  125,  die  erste, 
dritte,  fünfte  und  ebenso  die  zweite,  vierte, 
sechste  zu  zwei  Dreiseiten  zusammen,  so 
müssen  wiegen  des  Satzes  die  entsprechenden 
Seiten  zu  je  zweien  jeweUs  durch  einen  Punkt 
derselben  Geraden  r  hindurchgehen,  und  somit 
werden  die  Dreiseite  kollinear.  Das  eine  hat 
die  Seiten  (1. 11),  (III,  IV),  (V,  VI),  das  andere 
die  Seiten  (IV,  V),  (VI,I),  (II,  HI).  Je  zwei 
entsprechende  Seiten  in  der  eben  ge- 
nannten Eeihenfolge  schneiden  einander  in 
einem  Punkt  der  Goraden  r,  je  zwei  nicht 
entsprechende  Seiten  aber  in  einem 
Punkt  der  Kurve.  Daher  erhält  man  die 
Aussage: 

Satz.  Sind  zwei  Dreiecke  kollinear, 
so  sind  die  sechs  Schnittpunkte  ihrer  nicht 
entsprechenden  Seitenpaare  sechs  Kurven- 
punkte einer  Kurve  zw'eiter  Ordnung. 
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Da  aber  nach  den  Sätzen  der  Aufgabe  73  des  I.  Teils  die  Kollinearitätsbedingungen 
von  Dreieck  und  Dreiseit  einander  gegenseitig  bedingen,  so  gelten  beide  Sätze  für 
jedes  einzelne  Paar  kollinearer  Dreiecke. 


Erkl.  421.  Jedes  Element  des  einen  Drei- 
ecks findet  ein  entsprechendes  und  zwei  nicht 
entsprechende  am  andern;  für  aUe  sechs  Ele- 
mente (3  Eckpunkte,  3  Seiten)  bat  man  also 
18  PaaiTiugen.  wovon  sechs  als  Paamngen  ent- 
sprechender Elemente  hier  ausser  Betracht  blei- 
ben. (Für  diese  letzteren  gilt  zunächst  die  Be- 
ziehung des  Satzes  in  Aufgabe  73  des  I.  Teils.) 
Die  übrigen  12  Paarungen  liefern  zweimal  sechs 
neue  Elemente,  und  diese  gehören  zu  je  sechs 
derselben  Kurve  an.  während  schon  fünf  Ele- 
mente eine  solche  bestimmen. 


Erkl.  422.  Die  Willkür  in  der  Gnippierung 
der  Dreieckspaare  in  Auflösung  der  Aufgabe 
28.5,  4)  bleibt  hier  ausser  Betracht ,  weil  nur 
die  angegebene  Zusammenfassung  ein  neues 
Ergebnis  liefert.  —  Die  Kurven  zweiter  Ord- 
nung bezw.  zweiter  Klasse  sind  im  allgemeinen 
nicht  dieselbe  Kurve.  Dieser  Sonderfairtritt  ein, 
wenn  von  den  beiden  kollinearen  Dreiecken  zu- 
gleich das  eine  dem  andern  ein-  bezw.  umge- 
schrieben ist.  Dann  entsteht  die  Figur  zum 
Satze  von  Brianchon  bezw.  Pascal  für  das  Drei- 
eck nach  Satz  23  d)  und  24  d). 


Aufgabe  292.  Den  vorigen  Satz  für 
Punktreiben  bezw.  Strahlenbüschel  zweiten 
Grades  auszusprechen. 


Aufgabe  293,  294.   Man  soll  aus  den  Sätzen  von  Brianchon  und  Pascal  die  Möglich- 
keit einer  mechanischen  Kurvenkonstruktion  ableiten. 

Auflösung. 


293.  Geht  man  aus  Fig.  124  zurück  auf 
deren  grundlegende  Figur  27,  so  hat  man 
ein  Dreieck  P^^P^P.^,  dessen  Ecken  wandern 
auf  den  di'ei  festen  Geraden  t,^  t^  f.^.  während 
dessen  Seiten  P^  P^  und  P^  P,  durch  die  beiden 
festen  Punkte  S^  und  S.^  hindurchgehen,  also 
sich  um  diese  Punkte  drehen.  Die  dritte 
Seite  x->  beschreibt  dabei  den  Strahlenbüschel 
zweiter  Klasse.  Man  kann  also  dem  Satze 
von  Brianchon  auch  folgende  Fassung  geben : 

Satz.  Ist  ein  Dreieck  in  der  Art 
beweglich,  dass  seine  drei  Eckpunkte  auf 
drei  festen  Geraden  wandern  imd  zwei 
seiner  Seiten  sich  um  zwei  feste  Punkte 
drehen,  so  umhüllt  die  dritte  Seite  eme 
Kurve  zweiter  Klasse. 

Erkl.  423.  Es  wäre  Sache  des  Mechanikers, 
durch  Chamiere  und  Scheren  einen  Apparat 
herzustellen,  der  ein  bewegliches  Dreieck  bezw. 
Dreiseit  von  der  in  vorigen  Sätzen  genannten 
Art  abgeben  kann.  Ein  solcher  Apparat  würde 
dann  das  sein,  was  man  einen  Ellipsenzirkel, 
Hyperbelzirkel.  Parabelzirkel  nennt.  Auf  analoge 
Weise  hat  der  Geometer  Grassmann  die  Her- 
steUtmg  von  Kurven  beliebig  hoher  Grade  an- 
gegeben. 


294.  Geht  man  aus  Fig.  125  zurück  auf 
deren  grundlegende  Figur  32,  so  hat  man 
ein  Dreiseit  p.^PiPz^  dessen  Seiten  sich  drehen 
um  die  drei  festen  Punkte  S^^S-^^So,  während 
dessen  Ecken  (j^oPi)  und  {PopJj  ai^f  den 
beiden  festen  Geraden  t^to  liegen,  also  sich 
auf  diesen  Geraden  verschieben.  Der  dritte 
Eckpunkt  P  beschreibt  dabei  die  Punktreihe 
zweiter  Ordnimg.  Man  kann  daher  dem  Satze 
von  Pascal  auch  folgende  Fassung  geben: 

Satz.  Ist  ein  Dreiseit  in  der  Art 
beweglich,  dass  seine  drei  Seiten  sich 
um  drei  feste  Punkte  drehen  und  zwei 
seiner  Eckpunkte  auf  zwei  festen  Geraden 
wandern,  so  beschreibt  der  dritte  Eck- 
punkt eine  Ktirve  zweiter  Ordnung. 

Erkl.  424.  Es  ist  ohne  weiteres  klar,  dass 
die  Elemente  der  Figuren  27  und  32  auch  die 
gegebenen  Bestimmungsstücke  der  entstehenden 
Kurve  sind,  nämlich  in  Fig.  27  f^f.,abc  als  fünf 
Tangenten,  in  Figur  32  S^S^ABC  als  fünf 
Punkte  der  Kurve.  Sind  also  in  dem  Apparat 
nach  Erkl.  423  die  ,.festen  Elemente"  verstell- 
bar, so  erhält  man  auch  die  «lurch  fünf  gege- 
bene Elemente  bestimmte  Kurve  in  beweglicher 
Darstellung. 


Aufgabe  295.  Eine  Parabel  sei  durch 
vier  gegebene  Tangenten  bestimmt.  Man 
konstrtiiere  eine  Tangente  derselben,  welche 
einer  vorliegenden  Geraden  parallel  sein  soll. 


Auflösung.  Da  mit  dem  Namen  P  a  r  a  b  e  1 
festgelegt  ist,  dass  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade Tangente  der  Kurve  sein  muss,  so  kennt 
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Fiffur  126. 


^(23) 


muss 

nach 

ver- 

(3,4) 


Erkl.  J:25.  Die  vorstehende  Aufgabe  ist 
eine  Wiederholung  der  Aufgabe  210  und  bietet 
das  Gleiche  in  weitaus  einfacherer  Form.  Die 
unendlich  ferne  Gerade  wird  genau  so  in  die 
Konstruktion  einbezogen,  wie  jede  beliebige  Ge- 
rade im  Endlichen.  —  Andere  Beispiele  zur 
gleichen  Konstruktionsmethode ,  wobei  mir  der 
Satz  von  Brianchon  fürs  Sechsseit  in  Anwen- 
dung gelaugt,  bilden  die  Aufgaben  116  bis  121, 
138  bis  140,  211,  218  u.  s.  w.  Es  kann  dem  Stu- 
dierenden nicht  genug  empfohlen  werden,  jene 
Aufgaben  —  nicht  nur  alle  einmal,  sondern  jede 
auch  mit  möglichst  vielfachen  Abänderungen  — 
zu  wiederholen  und  sich  von  der  ausserordent- 
lichen Leichtigkeit  dieser  Lösungsmethode  zu 
überzeugen. 

Erkl.  426.  Hat  die  zu  suchende  Tangente 
die  Ziffer  1  bekommen,  so  hat  man  für  die 
Ziffer  2  keine  andere  Auswahl  mehr,  als  eben 
diejenige  Tangente,  auf  welcher  der  Schnitt- 
punkt mit  1  gegeben  ist  (in  Figur  126  ist  es 
die  unendlich  ferne).  Dagegen  können  dann 
die  Ziffern  3,  4,  5,  6  beliebig  auf  die  vier  übri- 
gen Tangenten  verteilt  werden,  also  4!  :=  24- 
mal.  In  umgekehrter  Reihenfolge  würden  die- 
selben 24  Sechsecke  entstehen,  wenn  die  unend- 
lich, ferne  Gerade  Ziffer  6  bekäme.  Bei  jeder 
neuen  Bezifferung  entsteht  ein  anderes  der  60 
einfachen  Sechsseite  aus  den  6  Geraden  1  —  6, 
also  auch  ein  anderer  Punkt  des  Brianchon, 
aber  jedesmal  dieselbe  Gerade  1. 

Erkl.  427.  Da  es  an  die  Parabel  zu  jeder  Geraden  nur  eine  einzige  parallele  Tangente  ^> 
gibt,  so  ist  die  vorliegende  Aufgabe  für  die  Parabel  mit  den  vorliegenden  Mitteln  konstruierbar. 
Für  die  Ellipse  gibt  es  zu  jeder  Geraden  zwei  parallele  Tangenten,  für  die  Hyperbel  ebenso 
zu  jeder  Geraden  durch  den  Schnittpunkt  der  Asymptoten,  welche  durch  den  Aussenwinkel  der 
Asj'mptoten  geht.  Daher  ist  die  Aufgabe  für  die  Parabel  vom  ersten  Grade,  für  Ellipse  und 
Hyperbel  vom  zweiten  Grade  (vergl.  Erkl.  350). 


man  fünf  Tangenten  der  Kurve.  Die 
gesuchte  Tangente  soll  parallel  einer  ge- 
gebenen Geraden  9  sein  (Fig.  126),  muss  daher 
die  unendlich  ferne  Gerade  in  demselben  un- 
endlich fernen  Punkte  G  treffen,  wie  g; 
man  sucht  also  die  sechste  Tangente,  welche 
durch  den  gegebenen  Punkt  G  der  gegebenen 
unendlich  fernen  Tangente  hindurchgeht.  Hier- 
nach kann  die  Aufgabe  behandelt  werden 
nach  Brianchon  auf  Grund  der  Antwort  auf 
Frage  56,3  links. 

Man  beziffert  die  gesuchte  Tangente  mit  1 
(irgendwo  parallel  g),  die  gegebene  unendlich 
ferne  mit  2,  die  übrigen  gegebenen  Tangenten 
in  beliebiger  Reihenfolge  mit  den  Ziffern  3 
bis  6.  Sodann  ist  Schnittpunkt  (1,2)  der 
gegebene  Punkt  G  00 ;  dieser  wird  verbunden 
mit  Schnittpunkt  (4,  5) ,  und  so  entsteht  die 
erste  Gerade  durch  den  Punkt  des  Brianchon. 
Man  verbindet  sodann  den  Schnittpunkt  (2,  3), 
das  heisst  den  unendlich  fernen  Punkt  von  3, 
mit  (5,6),  und  erhält  so  die  zweite  Gerade 
durch  den  Punkt  des  Brianchon.  Dieser  Punkt 
ist  also  der  Schnittpunkt  der  beiden  eben 
gezogeneu  Geraden:  und  durch  ihn 
hindui'chgehen  die  Gerade  von  (3, 4) 
(6, 1).  Nun  ist  aber  (3, 4)  bekannt ; 
bindet  man  also  diesen  Schnittpunkt 
mit  dem  gefundenen  Punkt  des  Brianchon, 
so  liegt  auf  dieser  neuen  Verbindimgsgeraden 
der  Schnittpunkt  (6,  1);  d.h.  der  Schnittpunkt 
(6,1)  ist  der  Schnittpunkt  dieser  dritten 
Geraden  durch  den  Punkt  des  Brian- 
chon mit  der  bekannten  Geraden  6.  Und 
durch  diesen  so  aufgefundenen  Punkt  auf  6 
muss  die  gesuchte  Gerade  1  gelegt  werden 
in  der  Richtung-  nach  dem  Punkt  (1,2),  welcher 
im  vorliegenden  Falle  der  unendlich  ferne 
Punkt  6^00  ist.    (Vergl.  Aufgabe  210.) 


Aufgabe  296.  An  eine  diu-ch  fünf  Tan- 
genten gegebene  Kurve  die  Paralleltangente 
zu  einer  der  gegebenen  zu  zeichnen. 


Andeutung.    Punkt  (1,2)  ist  wieder  der 
unendlich  ferne  Punkt  von  2. 
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Aufgabe  297.  Einem  gegebenen  Dreieck 
eine  Hyperbel  umzuschreiben  mit  Asymptoten 
parallel  zwei  gegebenen  Geraden  /'  und  g. 
Man  soll  auf  einer  dieser  beiden  Geraden  (//) 
den  Hyperbelschnittpunkt  aufsuchen. 


oaM^     ' 


Erkl.  428.  Die  vorstehende  Aufgabe  ist 
eine  Anwendung  der  Aufgabe  229  und  leistet 
durch  einfaches  Abzählen  das^-elbe ,  was  dort 
durch  viel  umständlichere  Konstruktion  ge- 
macht worden.  —  Andere  Beispiele  zur  gleichen 
Konstruktionsmethode,  wobei  nur  der  Satz  des 
Pascal  fürs  Sechseck  zur  Anwendung  gelangt, 
bilden  die  Attfgaben  177—179.  1?)2— 194,  231 
U.S.W.  Auch  über  diese  gilt  für  den  Studierenden 
die  Bemerkung  in  Erkl.  425.  damit  er  diese  iind 
ähnliche  Konstruktionen  mit  völliger  Leichtig- 
keit beherrschen  lernt. 

Erkl.  429.  Nachdem  die  Ziffern  I  uud  II 
gesetzt  sind,  besteht  für  die  anderen  Ziffern 
III  — VI  wieder  24-fache  Auswahl  für  den  Um- 
lauf des  Sechsecks.  Und  dabei  ist  kein  Sechseck 
doppelt  gezählt.  Wohl  aber  könnte  man  —  imter 
Üesthaltung  der  Ziffer  I  für  den  gesuchten  Punkt 
—  einem  Nachbarpttnkt  (nämlich  dem  tanendlich 
fernen  von  g)  die  Ziffer  VI  geben  und  die  Sechs- 
ecke zählen  I  VI  V  IV  III  II  und  I  II  III  IV 
V  VI.  Dabei  würden  <lauu  dieselben  24  Sechs- 
ecke in  umgekehrter  Folge  entstehen  und  jedes- 
mal wieder  eine  andere  von  den  60  Pascaischen 
Geraden  des  Sechsecks  der  sechs  Punkte,  aber 
jedesmal  derselbe  Pnnkt  I.  —  Will  man  in 
Figur  126  oder  127  (Erkl.  426  oder  429)  das- 
jenige der  60  Sechsecke  heiTorheben,  welches 
gerade  zu  der  Konstruktion  verwendet  worden 
ist,  so  hat  man  bloss  die  sechs  Elemente  1 — 6 
bezw.  I — VI  in  der  Reihenfolge  ihrer  Ziffern 
durch  auffallende  Schnittpunkte  bezw.  Verbin- 
dungsgeraden auszuzeichnen.  


Auflösung.  Das  gegebene  Dreieck  sei 
gebildet  von  den  Punkten  III,  IV,  V  in 
Figur  127.  Die  beiden  Geraden  f  und  <j 
liefern  die  beiden  unendlich  fernen  Punkte 
der  Hyperbel.  Man  kennt  also  von  der  Hyperbel 
im  ganzen  f  ü  n  f  Punkte.  Der  gesuchte  Hj-perbel- 
punkt  soll  liegen  auf  der  Geraden  g ,  also 
auf  einer  gegebenen  Geraden  durch  einen 
gegebenen  Punkt  der  Kurve,  ist  also  der 
zweite  Punkt  einer  gegebenen  Sekante.  Hier- 
nach kann  die  Aufgabe  behandelt  werden 
nach  Pascal  auf  Grand  der  Antwort  56,  3 
rechts.  Man  beziffert  den  gesuchten  Punkt 
mit  I  (irgendwo  auf  g),  den  gegebenen  un- 
endlich fernen  Punkt  der  Geraden  g  mit  11, 
die  übrigen  vier  Punkte  in  beliebiger  Reihen- 
folge mit  den  Ziffern  III  bis  VI.  Sodann 
ist  Verbindungsgerade  1, 11  die  gegebene  Ge- 
rade g ;  diese  wird  geschnitten  mit  der  Ver- 
bindungsgeraden IV,  V,  und  so  entsteht  der 
erste  Punkt  auf  der  Pascaischen  Geraden. 
Man  schneidet  ferner  die  Gerade  11,  III, 
das  ist  die  Parallele  zu  g  durch  III,  mit 
V,  VI,  der  Parallelen  zu  /"  durch  V.  und 
erhält  so  den  zweiten  Punkt  der  Pascai- 
schen Geraden.  Die  letztere  Gerade  ist 
demnach  die  Verbindungsgerade  der  bei- 
den eben  gefundenen  Punkte;  und  auf  ihr 
muss  liegen  der  Schnittpunkt  von  III,  IV 
und  VI.  I.  Nun  ist  aber  III.  IV  bekannt ; 
schneidet  man  also  diese  Verbiudungsgerade 
III,  IV  mit  der  gefundenen  Pascaischen  Ge- 
raden, so  geht  durch  diesen  neuen  Schnitt- 
punkt die  Verbindungsgerade  VI,  I,  d.  h.  die 
Gerade  VI.  I  ist  die  Verbindungsgerade  dieses 
drittenPunktes  auf  derPascalschen 
Geraden  mit  dem  bekannten  Punkte  VI. 
Und  auf  dieser  so  aufgefundenen  Geraden 
,  durch  VI  muss  der  gesuchte  Punkt  I  liegen, 
nämlich  im  Schnittpunkt  mit  der  Geraden  1,  II. 
Um  die  zu  den  (ieraden  /'  und  g  parallelen 
Asymptoten  der  Hyperbel  selber  zu  finden, 
hat  mau  nur  dieselbe  Konstruktion  zweimal 
zu  wiederholen,  indem  Ziffer  I  einmal  zum 
Punkte  II,  das  andere  Mal  zum  Punkte  VI 
hinzugefügt  wird. 


Aufgabe  298.  Warum  gibt  es  keine  Auf- 
gabe für  die  Parabel,  welche  nach  dem  Satze 
von  Pascal  fürs  Sechseck  selbst  zu  lösen  wäre  ? 
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Aufgabe  299.  Einem  Dreiseit  soll  eine 
Parabel  in  der  Weise  angescluieben  werden, 
dass  eine  Seite  in  bestimmtem  Punkte  be- 
rührt -wöi-d.  Mau  suche  die  Achsenrich- 
tung" der  Parabel. 


Erkl.430.  Die  nebenstehende  Aufgabe  bildet 
einen  Einzelfall  der  Aufgaben  129  bezw.  212, 
219.  Die  Figur  ist  so  einfach,  dass  der  Studie- 
rende sie  selbst  entwerfen  möge,  und  zwar  in 
mehrfach  verschiedener  Art  sowohl  der  gegebe- 
nen Elemente,  als  auch  der  zu  wählenden  Be- 
zifferung für  die  Elemente  2—5.  —  Man 
könnte  die  Aufgabe  auffassen  als  Anwen- 
dung des  Satzes  23  b)  bezw.  23  c) .  aber  es  er- 
leichtert den  Vorgang,  dass  mau  wie  immer  aufs 
Sechseck  in  der  Bezifferung  zurückgeht. 


Erkl.  431.  Eine  Weiterführung  dieser  Auf- 
gabe würde  auch  die  Achse  selbst  und  den 
Scheitel  der  Kurve  verlangen.  Das  kann  auf 
zwei  Arten  geschehen,  je  nachdem  man  zuerst 
das  eine  oder  zuerst  das  andere  verlangt:  Ent- 
weder sucht  man  zuerst  den  Scheitel.  Dieser 
ist  jedenfalls  der  Berührungspunkt  auf  derjenigen 
Tangente,  welche  zur  Achsenrichtung  senkrecht 
steht.  Man  ziehe  also  a)  eine  beliebig-e  Senk- 
rechte zur  gefundenen  Achsenrichtung  und  kon- 
struiere wie  in  Aufgabe  295  diejenige  Taugente, 
welche  dieser  Geraden  parallel  ist.  Sodann  kon- 
struiert man  b)  nach  Antwort  auf  Frage  58 
den  Berührungspunkt  dieser  Tangente,  und  hat 
somit  den  Scheitel.  Beide  Konstruktionen 
geschehen  nach  Brianchon  mit  Bezifferung  der 
Tangenten,  c)  Die  Achse  selbst  ist  dann 
die  durch  den  Scheitel  gehende  Parallele  zur 
Achsenrichtung. 


Auflösung.  Nach  Antwort  43  ist  die 
Symmetrieachse  der  Parabel  eine  Gerade  diu'ch 
den  Berühningspunkt  der  unendlich  fernen 
Tangente.  Wenn  man  also  diesen  Berüh- 
rungspunkt findet,  so  gibt  er  selbst  die 
Richtung  der  Achse  an.  Die  Aufgabe  ver- 
laugt also,  für  eine  durch  vier  Tangenten 
nebst  Berührungspunkt  auf  einer  derselben 
bestimmten  Kurve  den  Berührungspunkt  noch 
auf  einer  andern  Tangente  zu  finden.  Das 
geschieht  nach  Brianchon: 

Man  beziffert  die  unendlich  ferne  Gerade 
mit  6, 1,  die  andern  Tangenten  mit  2  bis  5, 
wobei  der  samt  Berühi'ungspunkt  gegebenen 
zwei  benachbarte  Ziffern  zukommen  müssen. 
Dann  liefern  wieder  (1, 2),  (4, 5)  und  (2, 3),  (5, 6) 
den  Punkt  des  Brianchon,  und  dessen  Strahl 
nach  (3,  4)  trifft  die  unendlich  ferne  Gerade 
im  Berühi'ungspunkt,  d.  h.  dieser  Strahl  selbst 
ist  die  Richtung  der  Achse. 

Erkl.  432.  Man  kann  auch  zuerst  die  Achse 
suchen.  Diese  ist  Mi ttelsenki'echte  jeder  Kurven- 
sehne, welche  zur  Achse  senkrecht  steht.  Um  eine 
solche  zu  finden,  muss  aber  erst  eiu  Kurveu- 
punkt  gesucht  werden,  also  nach  Pascal  kon- 
struiert werden  (mit  Bezifferung  der  Kurven- 
punkte). Ma«i  zeichnet  also  zunächst  a)  nach 
Brianchon  einen  dritten  Berührungspunkt  auf 
einer  der  Tangenten,  zieht  dann  durch  einen  dieser 
zwei  im  Endlichen  vorhandenen  Berührungs- 
punkte eine  Senkrechte  zur  Achse  und  sucht 
darauf  b)  uach  Pascal  den  zweiten  Kurven- 
punkt. Die  Mittelsenkrechte  der  Sehne  ist  die 
Achse.  Sie  verbindet  den  noch  unbekannten 
Scheitel  mit  dem  unendlich  fernen  Berührungs- 
punkt, ist  also  ebenfalls  eine  Sehne.  Auf  ihr 
konstruiert  man  endlich  nach  Pascal  c)  den 
Scheitel  als  ihren  zweiten  Kurvenpunkt. 


Aufgabe  300  bis  303.  Man  konstruiere 
Achse  und  Scheitel  und  sonstige  weitere 
Kurvenpunkte  und  Tangenten  einer  Parabel, 
von  welcher  gegeben  sind: 

300.  die  Achse  und  dazu  zwei  beliebige 
Elemente  (zwei  Tangenten,  zwei  Kurven- 
punkte, oder  eine  Tangente  nebst  Berüh- 
rungspunkt) ; 

301.  die  Scheiteltangente  und  dazu 
entweder  zwei  beliebige  Tangenten  oder  eine 
Tangente  nebst  Berührungspunkt; 

302.  die  Richtung  der  Achse,  und 
dazu  drei  beliebige  Elemente  von  der  Art 
TTT  oder  T{TP)  oder  P{PT)  oder  PPP] 

303.  vier  beliebige  Elemente  nach  der 
Art  TTTT  oder  TT{TP)  oder  {TP){TP). 


Auflösungen.  Kennt  man  die  Achsen- 
gerade  selbst  (300),  so  erhält  man  aus  jedem 
Element  durch  sj'mmetrische  Uebertragung 
auf  die  andere  Seite  der  Sj-mmetrielinie  ein 
zweites.  Folglich  braucht  man  ausser  der 
Achse  nur  noch  zwei  Elemente.  Ist  eines 
von  ihnen  symmetrisch  übertragen,  so  hat 
man  di-ei  Elemente  im  Endlichen  und  dazu 
durch  die  Achsenrichtimg  die  unendlich  ferne 
Gerade  samt  Berührungspunkt. 

Durch  die  Scheiteltangente  (301) 
kennt  man  diese  Tangente  und  die  dazu 
senkrecht  stehende  Achsenrichtung,  also  im 
ganzen  schon  zwei  Tangenten  imd  auf  einer 
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Erkl.  433.  Die  vorstehenden  Aufgaben  bilden 
eine  Erweiterung  der  Aufgaben  211  bis  217,  in- 
dem jeweils  Achse  und  Scheitel  verlangt  werden. 
Die  Konstruktion  geschieht  nach  Erkl.  431  und 
432,  indem  die  Achsenrichtuug  die  Richtung  zum 
endlich  fernen  Berührungspunkt  ist,  die  Achse 
selbst  die  Symmetrieliuie  ist  zu  den  zwei  End- 
punkten einer  zu  ihr  senkrechten  Sehne  oder  zu 
deu  zwei  Schenkeln  eines  durch  ihre  Richtung 
halbierten  Tangentenwinkels;  der  Scheitel  ist 
der  zweite  Kurvenpunkt  auf  der  Achse  oder  der 
Berührungspunkt  der  Scheiteltaugente. 


derselben,  nämlich  der  unendlich  fernen,  den 
Berührungspunkt,  also  T{TF).  Es  fehlen 
also  nur  noch  zwei  Elemente.  Und  diese 
können  sein  TT  oder  {T 1'),  nicht  aber  PP, 
da  die  Zusamraeustelliing  TPP{TP)  hier 
nicht  annehmbar  ist. 

Die  Richtung  der  Achse  (302)  gibt 
den  Berührungspunkt  auf  der  unendlich  fernen 
Tangente. 


Aufgabe  304.  Man  beweise,  dass  eine 
Parabel  eindeutig  bestimmt  ist  durch  ihren 
Scheitel  nebst  Achsenrichtung  und  ein  ein- 
ziges weiteres  Element  (P  oder  T). 


Figur  128. 


l(6,f^ 


Aufgabe  305.  Eine  Kurve  sei  bestimmt 
durch  drei  Punkte  nebst  Tangenten  in  zweien 
derselben.  Es  wird  gefragt  nach  dem  Be- 
rührungspunkt derjenigen  Tangente,  welche 
zu  der  einen  gegebenen  parallel  läuft. 

Erkl.  434.  Der  erste  Teil  nebenstehender 
Auflösung  bildet  die  Analysis,  während  die 
eigentliche  Konstruktion  wieder  iu  drei  Teile 
zerfällt.  In  der  Analysis  hat  mau  sich  klar  zu 
werden  über  diese  drei  Teile  und  deren  einzelne 
Leistungen :  ob  nach  Brianchon  konstruiert  wer- 
den muss  oder  nach  Pascal,  ob  die  gegebenen 
Elemente  in  stand  setzen,  nach  der  zu  wäh- 
lenden Methode  zu  konstntiereu ,  oder  ob ,  um 
eine  Konstruktion  nach  Pascal  (bezw.  Brianchon) 
ausführen  zu  können,  erst  noch  neue  Elemente 
nach  Brianchon  (bezw.  Pascal)  beschafft  werden 
müssen.  Denn  sind  lauter  Tangeuten  (oder  in 
üeberzahl  Tangenten)  gegeben,  so  können  nach 
Brianchon  auf  dreien  derselben  die  Berührungs- 
punkte gezeichnet  werden  und  dann  kann  nach 


Auflösung.  Gefragt  ist  nach  dem  Be- 
rülirungspunkt  einer  Tangente :  deu  findet 
man  nach  Brianchon.  Zuvor  muss  aber  diese 
Tangente  selbst  gezeichnet  werden:  sie  soll 
parallel  einer  gegebenen  sein,  ist  also  eine 
Tangente  durch  den  gegebenen  unendlich 
fernen  Punkt  dieser  gegebenen  Tangente, 
imd  wird  ebenfalls  gefunden  nach  Brianchon. 
Um  jedoch  nach  Brianchon  konstruieren  zu 
können,  braucht  man  mindestens  drei  Tan- 
genten und  Berührungspunkte  auf  zweien. 
Gegeben  sind  aber  drei  Punkte  und  Berüh- 
rungspunkte auf  zweien.  Man  muss  sich  also 
zuerst  eine  dritte  Tangente  verschaft'en,  und 
das  geschieht  nach  Pascal.  Demnach  zerfällt 
die  Auflösung  in  drei  Teile:  erstens  die  Kon- 
struktion der  Tangente  c  im  dritten  Kiu-\en- 
punkt  C  (nach   Pascal),   zweitens   der  Tan- 
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Pascal  weiterkonstriiiert  werden.  Sind  dagegen 
lanter  Kurvenpunkte  (oder  in  UeberzaLl  Kurven- 
punkte) gegeben,  so  können  nach  Pascal  durch 
drei  derselben  die  Tangenten  gezeichnet  werden, 
und  dann  kann  nach  Brianchon  weiter  konstru- 
iert werden.  Ueber  alle  diese  Beziehungen  hat 
die  Analysis  Klarheit  zu  verschaffen. 

Erkl.  435.  Wird  nach  Brianchon  kon- 
struiert, so  ist  1  eine  Tangente,  2  eine  Tan- 
gente u.  s.  w.,  (1  2)  der  Schnittpunkt  der  Tan- 
genten 1  und  2 ,  (2  3)  der  Schnittpunkt  der 
Tangenten  2  und  3  u.  s.  w. ,  und  auch  wenn 
eine  Taugente  Doppelziffer,  z.  B.  6,  1,  erhalten 
hat,  so  ist  6  Taugente  und  1  dieselbe  Tangente, 
und  der  Schnittpunkt  (6, 1)  ist  der  Schnittpunkt 
der  in  die  eine  Tangente  zusammenfallenden 
unendlich  benachbarten  Tangenten  6  und  1, 
nämlich  der  Berührungspunkt  auf  eben 
dieser  Tangente.  —  Wird  dagegen  nach  Pascal 
konstruiert,  so  ist  I  ein  Kurvenpunkt,  II  ein 
Kurvenpimkt  u.  s.w.,  I II  dieVerbiudungsgerade 
der  Kurvenpunkte  I  und  II,  II  III  Verbindungs- 
gerade der  Pi;nkte  II  und  III  u.  s.w.,  und  auch 
wenn  ein  Kurvenpunkt  Doppelziffer,  z,  B.  VI,  I, 
erhalten  hat,  so  ist  VI  Kurvenpunkt  und  I  der- 
selbe Kurvenp\;nkt ,  und  VI  I  ist  die  Verbin- 
dungsgerade der  in  den  einen  Kurvenpunkt  zu- 
sammenfallenden unendlich  benachbarten  Kurven- 
punkte VI  und  I ,  nämlich  die  Tangente  in 
eben  diesem  Kurvenpunkt. 

Erkl.  436.  Es  kommt  häufig  vor,  dass  wie 
in  Figur  128,  mehrfache  Konstruktionen  mit  ver- 
schiedenen Bezifferungen  an  derselben  Figur 
zusammentreffen.  Dann  hat  man  verschiedene 
Mittel,  um  doch  die  Deutlichkeit  bezw.  die 
Uebersicht  festzuhalten.  Man  kann ,  wie  in 
Figur  128  gezeigt,  die  gegebenen  Tangenten 
bezeichnen  durch  starke  ausgezogene  Linien,  die 
gesuchten  durch  starke  gestrichelte  Linien  von 
verschiedener  Strichlänge;  Kurvenpunkte  durch 
starke  Punkte.  Punkte  von  Pascalschen  Geraden 
durch  Sterne,  Briauchonsche  Punkte  durch  Ringe 
verschiedener  Art  (mit  oder  ohne  Punkte);  die 
Seiten  Pascalscher  Vielecke  durch  dünne  aus- 
gezogene Geraden,  Briauchonsche  Geraden  durch 
strichpunktierte  Linien,  Geraden  durch  Pascalsche 
Punkte  durch  dünne  punktierte  bezw.  gestrichelte 
Linien,  u.  s.  w.  So  wird  man  im  stände  sein,  an 
derselben  Figur  mehrfache  aufeinanderfolgende 
Konstruktionen  doch  auch  fürs  Auge  ausein- 
anderzuhalten. Dazu  kann  für  die  Bezifferung 
die  Unterscheidung  treten,  dass  man  mehrfach 
auftretende  Zahlen  für  ein  zweitesmal  durch- 
streicht bezw.  einklammert  oder  mit  Strichen 
versieht  u.  s.  w.  (So  ist  Ziffer  6  in  Figur  118 
an  c  durchgestrichen,  an  (7  eingeklammert.) 

Erkl.  437.  In  den  späteren  Untersuchungen  des  folgenden  Bandes  werden  parallele  Tau- 
genten der  Kurve  noch  besondere  Bedeutung  erlangen.  Es  wird  sich  nämlich  zeigen,  dass  die 
Verbindungsgerade  der  Berührungspunkte  AD  in  Figur  128  ein  sog.  Durchmesser  der  Kurve 
ist,  d.  h.  dass  der  Mittelpunkt  M  der  Verbindungsgeraden  AD  der  Mittelpunkt  der  Kurve  ist. 
Und  insofern  ist  hier  schon  die  Aufgabe  gelöst,  bei  einer  durch  fünf  beliebig  gewählte  Elemente 
bestimmten  Kurve  den  Mittelpunkt  durch  elementare  Konstruktionen  zu  finden. 


gente  d  \\  a  (uach  Brianchon) ,  drittens  des 
Berührungspunktes  D  dieser  Tangente  d  (nach 
Brianchon). 

1.  Man  beziffert  (Fig.  128)  den  Punkt  C 
mit  VI  und  I,  die  Punkte  A  und  B  mit  II 
und  in  bezw.  IV  und  V.  Dann  ist  die  Ver- 
bindungsgerade II,  in  die  Tangente  a,  IV,  V 
die  Tangente  b.  I,  II  und  IV,  V  liefern  den 
ersten,  II,  III  und  V,  VI  den  zweiten  Punkt 
der  Pascalscheu  Geraden,  und  durch  deren 
Schnittpunkt  mit  III,  IV  geht  die  Gerade  VI,I, 
nämlich  die   Taugente  c   im  Punkte  C. 

2.  Man  beziffert  die  unbekannte  Tangente  d 
mit  1,  deren  parallele  a  mit  2,  und  verteilt 
die  Ziffern  3  bis  6  nach  Belieben  auf  die 
Tangenten  a  und  b  und  c,  indem  davon  zwei 
(a  und  c  in  Fig.  128)  als  Doppeltangenten  und 
eine  {b  in  Fig.  128)  als  einfache  auftritt.  Dann 
ist  (1, 2)  der  unendlich  ferne  Punkt  von  2,  also 
wird  die  Parallele  zu  a  durch  (4, 5)  die  erste 
Gerade  durch  den  Punkt  des  Brianchon.  Die 
Schnittpunkte  (2, 3)  und  (5, 6)  sind  jeweils 
die  Berührungspunkte  dieser  Doppeltaugenten, 
ihre  Verbindungsgerade  liefert  mit  der  vorigen 
Parallelen  den  Punkt  des  Brianchon  selbst; 
und  dessen  Verbindungsstrahl  uach  (3, 4)  trifft 
die  Gerade  6  in  ihrem  Schnittpunkt  mit  1. 
Durch  diesen  Punkt  auf  c  geht  also  die  zu  a 
parallele  Tangente  d  \\  a. 

3.  Um  endlich  auf  d  den  Berührungs- 
punkt D  zu  finden,  belässt  man  der  Tangente  d 
die  Ziffer  1  und  gibt  ihr  dazu  noch  die 
Ziffer  6  (welche  nunmehr  am  einfachsten  von 
der  Geraden  c  weggenommen  wird).  Tan- 
gente c  behält  dann  bloss  noch  Ziffer  .5,  so 
dass  also  1,  2,  3,  4,  5  in  genau  gleicher  Eigen- 
schaft bleiben  wie  zuvor.  Dann  geht  von  (1,2) 
nach  (4, 5)  dieselbe  Gerade  parallel  a  wie 
zuvor,  die  Verbindungsgerade  von  (2,  3)  nach 
(5,  6)  liefert  auf  ihr  den  neuen  Punkt  des 
Briauchon;  und  dessen  Verbindungsstrahl 
nach  (3, 4)  trifft  d  in  (6, 1) ,  dem  Schnitt- 
punkt der  beiden  in  diese  eine  Tangente 
zusammenfallenden  unendlich  nahen  Tan- 
genten, also  im  gesuchten  Berührungs- 
punkt /'. 
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Aufgabe  306.    Man  soll  allgemein  unter- 
scheiden, wann  Konstruktion  nach  Pascal  und        Andeutung.     Man  beachte ,   welche  Art 
wann  solche  nach  Brianchon  einzutreten  hat.   der  Elemente  in  Ueberzahl  gegeben  ist. 


Figur  129. 


Sir. 


Aufgabe  307.  Eine  Hyperbel  sei  durch 
fünf  beliebige  Elemente  bestimmt,  darunter 
dieEichtung  der  einen  Asymptote. 
Man  bestimme  beide  Asymptoten. 


Erkl.  438.  Die  Richtung  einer  Asymptote 
ist  der  eine  der  beiden  unendlich  fernen  Punkte 
der  Hyperbel ,  deren  Tangenten  den  Namen 
Asymptoten  führen.  Ausser  einem  Element  P 
können  noch  gegeben  sein  PPPP  oder  PP{PT) 
oder  (PT){PT).  Durch  eine  oder  zwei  Kon- 
strxiktionen  nach  Pascal  können  die  beiden  er- 
steren  auf  den  im  nebenstehenden  als  Beispiel 
gewählten  letzteren  übergeführt  werden.  Andere 
gegebene  Elemente,  z.  B.  TT  (TP)  n.  s.  w., 
können  auf  dem  hier  vorliegenden  Standpunkt 
der  Entwickelnngen  nicht  mit  einem  einzelnen 
Kurvenpunkte  zusammen  genommen  werden. 

Erkl.  439.  In  Figur  129  ist  für  jede  der 
drei  Konstruktionen  im  unendlich  fernen  Punkt 
F  die  Ziffer  II,  in  A  III  und  IV,  in  B  V.  Da- 
gegen ist  Ziffer  I  (durchgestrichen)  mi  ersten  Fall 
Punkt  F,  im  zweiten  und  dritten  (eingeklam- 
mert) Punkt  G;  und  Ziffer  VI  (durchgestrichen) 
im  ersten  und  zweiten  Falle  Punkt  B,  im  dritten 
Falle  (eingeklammert)  Punkt  G.  Unter  den  12 
Geraden  der  Figur  ist  die  Uebersicht  dadurch 
aufrechterhalten,  dass  die  zwei  Tangenten  dick, 
die  drei  Vielecksseiten   dünn  ausgezogen  sind. 


Auflösung.  Als  gegebene  Elemente  seien 
gewählt  ausser  dem  einen  gegebenen  unend- 
lich fernen  Punkte  F  noch  zwei  Kurven- 
punkte A  und  B  mit  ihren  Tangenten  a  und  b. 
Dann  findet  man  die  erste  Asymptote  /'  als 
Tangente  im  gegebenen  Kurven- 
punkte F  durch  Konstruktion  nach  Pascal. 
Sodann  ist  die  unendlich  ferne  Gerade  selbst 
eine  Sekante  der  Kurve,  welche  durch  den 
gegebenen  unendlich  fernen  Punkt  /'hindurch- 
geht. Man  findet  also  die  Richtung  der 
zweiten  Asymptote,  nämlich  den  zweiten 
Kurvenpunkt  auf  dieser  Sekante, 
wieder  durch  Konstruktion  nach  Pascal. 
Endlich  ergibt  sich  die  zweite  Asymptote 
auf  gleiche  Weise,  wie  zuvor  die  erste. 
Demnach  zerfällt  die  Konstruktion  in  folgende 
drei  Teile:  erstens  Tangente  /',  zweitens 
Kurvenpunkt  G,  drittens  Tangente  (/  (aUe 
drei  nach  Pascal. 

1.  Man  beziffert  (Fig.  129)  den  gegebenen 
unendlich  fernen  Punkt  /•'  mit  I  und  IT,  den 
Punkt  A  mit  III  und  IV,  li  mit  V  und  VI. 
Dann  ist  die  Verbindungsgerade  II,  III  die 
Parallele  durch  A  zur  Richtung  nach  F, 
Verbiudungsgerade  V,  VI  ist  Tangente  b,  also 
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die  Asymptotenrichtungen  dünn,  die  Asymptoten 
selbst  dick  gestrichelt,  die  di'ei  Pascalschen  Ge- 
raden strichpunktiert  (mit  je  ein,  zwei,  drei 
Punkten).  Dadurch  bleibt  die  Deutlichkeit  ge- 
wahrt, auch  wenn  mehrfache  Konstruktionen 
zusammentreifen,  und  doch  ist  mit  diesen  wenigen 
Geraden  vieles  geleistet.  Dass  auch  dies  noch 
einfacher  hätte  geschehen  können,  zeigt  Erkl.444. 


Erkl.  440.  Man  erkennt,  dass  wenn  neben 
vier  andern  Elementen  der  eine  der  beiden 
unendlich  fernen  Hyperbelpunkte  bekannt  ist, 
dann  beide  Asj'mptoten  linear  bestimmbar  sind. 
Mit  den  Asymptoten  kennt  man  aber  nach  Satz  22 
auch  den  Mittelpunkt  der  Kurve  als  Asj'mp- 
totenschnittpunkt  und  die  Achsen  der  Kurve  als 
Winkelhalbierende  der  Asymptoten.  Und  diese 
wichtigen  Elemente  sind  hier  durch  lineare  Kon- 
struktionen gefunden.  Es  wiederholt  sich  also 
bei  der  Hyperbel  dasselbe,  was  in  Aufgabe  299 
für  die  Parabel  geleistet  wurde:  bei  beiden 
Kurven  kann  man  die  grundlegenden  Mass- 
elemente linear  finden :  bei  der  Parabel  auch  den 
(einzigen)  Scheitel  selbst,  während  bei  der  Hy- 
perbel die  Auffindung  der  (beiden)  Scheitel 
Aufgabe  zweiten  Grades  bleibt,  Dass  diese 
beiden  Kurven  in  Bezug  auf  ihre  metrische  Be- 
handlung zugänglicher  erscheinen  als  die  Ellipse, 
liegt  eben  daran,  dass  die  Masseigenschaften 
sich  als  Beziehungen  zu  den  unendlich  fernen 
Elementen  darstellen,  welche  sowohl  bei  Parabel 
als  Hyperbel  vertreten  sind.  Die  Ellipse  aber 
hat  keine  unendlich  fernen  Elemente,  und  daher 
auch  keine  so  leicht  auffindbaren  Masseigen- 
schaften. 


Erkl.  441.  Ein  Vergleich  der  Aufgaben 
299  und  307  zeigt  ferner  dasselbe  Verhalten  von 
Parabel  und  Hyperbel  gegenüber  der  Konstruk- 
tion nach  Brianchou  bezw.  Pascal,  wie  früher 
gegenüber  der  Erzeuguugsweise  durch  Punkt- 
reihen bezw.  Strahlenbüschel.  Die  Behandlung 
der  Parabel  geschieht  am  leichtesten  mittels 
Erzeugung  durch  Punktreihen  (als  Klassenkurve) 
und  hier  mittels  Konstruktion  nach  Brianchou 
(mit  Tangentensechsseit),  die  der  Hyperbel  da- 
gegen mittels  Erzeugung  durch  Strahlenbüschel 
als  Ordnungskurve,  und  hier  mittels  Konstruk- 
tion nach  Pascal  (mit  eingeschriebenem  Sechseck). 


deren  Schnittpunkt  der  erste  Punkt  der  Pas- 
calschen Geraden.  Verbindungsgerade  III,  IV 
ist  Tangente  a  selbst,  VI,  I  ist  die  Parallele 
durch  B  zur  Richtung  nach  F,  also  deren 
Schnittpunkt  der  zweite  Punkt  der  Pascalschen 
Geraden;  und  wo  diese  zusammentrilft  mit 
IV,  V,  dort  ist  der  Punkt,  durch  welchen  die 
Gerade  VI,  I  hindurchgeht,  d.  h.  durch  diesen 
Schnittpunkt  geht  die  Asymptote  /als  Parallele 
zur  Richtung  nach  F. 

2.  Man  nimmt  die  Ziffer  I  vom  Prnikte  F 
weg  und  denkt  sich  mit  I  den  zweiten  un- 
endlich fernen  Punkt  G  der  Hyperbel  be- 
zeichnet ;  dann  ist  I,  II  die  unendlich  ferne 
Gerade  selbst  von  G  nach  F\  dieselbe  trifft 

IV,  V  im  unendlich  fernen  Punkte  der  Sehne 
AB,  also  ist  dieser  unendlich  ferne  Punkt 
der  erste  Punkt  der  neuen  Pascalschen  Ge- 
raden. Verbindungsgerade  II,  III  ist  die  schon 
vorhandene  Gerade  von  qo  F  nach  A,  ebenso 

V,  VI  wieder  die  vorhandene  Tangente  h, 
also  geht  durch  deren  Schnittpunkt  auch  die 
zweite  Pascalsche  Gerade,  und  zwar  als 
Parallele  zu  AB,  Ihr  Schnittpunkt  mit  III,  IV, 
nämlich  der  Tangente  a,  ist  der  Punkt,  durch 
welchen  die  neue  Gerade  VI,  I  liindurchgeht ; 
d.  h,  die  Verbindungsgerade  dieses  Schnitt- 
punktes mit  Punkt  VI  (oder  B)  trifft  die  unend- 
lich ferne  Gerade  I,  II  im  gesuchten  Punkte  I 
oder  G^,  oder  diese  Gerade  liefert  die 
Richtung  der  zweiten  Asymptote. 

3.  Um  noch  diese  Asjnnptote  selbst 
zu  finden,  setzt  man  an  den  Punkt  x  (r  zu 
der  Ziffer  I  noch  die  am  Punkt  B  wegzu- 
nehmende Ziffer  VI.  Dann  ist  I,  II  wieder 
die  unendlich  ferne  Gerade ,  IV,  V  ist  A  B, 
also  deren  unendlich  ferner  Punkt  wieder 
der  erste  Punkt  der  dritten  Pascalschen 
Geraden.  II, III  ist  wieder  AF,  V,  VI  ist 
jetzt  BG,  also  ihr  Schnittpunkt  der  zweite 
Punkt  der  Pascalschen  Geraden,  diese  selbst 
durch  den  Schnittpunkt  parallel  AB.  Ihr 
Schnittpunkt  mit  III,  IV ,  nämlich  der  Tan- 
gente a ,   liefert  den  Punkt ,    durch  welchen 

VI,  I  hindurchgeht,  nämlich  die  Tangente  im 
Punkte  I  als  Parallele  zur  Richtung  nach  G, 
und  diese  ist  die  zweite  Asj'mptote. 


Aufgabe  308.  Man  untersuche,  was  für 
Elemente  bekannt  sein  müssen  behufs  Kon- 
struktion des  Mittelpunktes  und  der  Achsen 
einer  Hyperbel. 


Aufgabe  309.  Man  untersuche,  welche 
metrischen  Eigenschaften  der  Kurven 
durch  Anwendung  der  Sätze  von  Brianchou 
uud  Pascal  dargelegt  werden  können. 


Auflösung.    1.  Als  eine  Anwendung  des 
Satzes  von  Brianchou  fürs  Dreiseit  auf  jede 
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Figur  130. 


£rkl.  442.  Das  Viereck,  welches  die  vier 
harmonischen  Punkte  auf  der  Tangente  liefert, 
ist  z.  B.  in  Figur  7.3: 

für  Tangente  in  A  das  Viereck  CPBE  mit 
hanuonischen  Punkten  AYJG, 

für  Tangeute  iu  B  das  Viereck  APCJ  mit 
harmonischen  Punkten  BZGE, 

für  Tangeute  iu  C  das  Viereck  BPAG  mit 
harmouischeu  Puukteu  CXHJ. 

Uud  genau  gleiche  Buchstaben  gelten  für 
Figur  74  und  75,  wo  R  statt  P  steht,  und  die 
Buchstabeu  XYZ  auf  der  Geraden  r  anzu- 
setzen wären. 

Erkl.  443.  Die  Eckpunkte  des  Tangenten- 
tlreiecks  der  Parabel  sind  der  Schnittpunkt  Q 
von  «  und  fc,  sowie  die  beiden  unendlich  femeu 
Punkte  dieser  Taugenten  a  und  h.  Mau  erhält 
daher  bei  mehrfachen  Konstruktiouen  uach  Brian- 
chon  bei  der  Parabel  stets  solche  Parallelo- 
gi'amme  APBQ  mit  dem  Punkt  des  Briauchon 
als  Eckpunkt  P.  Es  folgt  daraus  als  allgemeine 
Parabeleigeuschaft:  Die  Verbindungsgerade 
eines  äusseren  Punktes  Q  mit  dem 
Mittelpunkt  R  der  Berührungssehne 
seiner  Taugenten  geht  durch  den  iin- 
endlich  fernen  Punkt  der  Parabel 
hindurch.  Femer  lässt  sich  zeigen,  dass  auf 
QPt  auch  gerade  der  Mittelpunkt  von  QU 
Kurvenpunkt  sein  muss  mit  Tangeute 
parallel  der  B  e  r  ü  h  r  u  n  g  s  s  e  h  n  e.  —  Lässt 
man  nämlich  den  Schnittpunkt  {ac)  wanderu 
auf  a,  so  wird  der  zugehörige  Schnittpunkt 
(fcc)  auf  h  ausgeschnitten  von  der  Parallelen 
zu  0.  dirrch  denjenigen  Punkt  ?L\\i  AB,  welcher 
von  der  Parallelen  zu  h  ausgeschnitten  wurde. 
Den  Berührungspunkt  auf  c  trifft  jeweils  die 
Parallele  zu  PQ  durch  denselben  Puukt  auf 
AB.  Zugleich  liegen  die  Schnittpunkte  der 
neuen  Parallelen  zu  a  und  h  auf  den  vorigen 
Parallelen  durch  A  bezw,  B.  (Vergl.  Kleyer- 
Sachs,  Ebene  Elemeutar-Geometrie,  V.  Teil, 
Figui'  17.)  Auf  diesem  Wege  findet  man,  wenn 
<:\\AB,  das  vorhin  angekündigte  Ergebnis,  dass 
der  Mittelpunkt  von  QR  Benihrungspunkt,  also 
Kurvenpunkt  ist. 

Erkl.  444.  Die  vier  Geraden  im  Satze  des 
Briauchon  fürs  Vierseit  gehen  durch  einen  Puukt; 


allgemeine  Kurve  erkennt  mau  an  deu  Figu- 
ren 73  bis  75  die  Kichtigkeit  der  bereits  in 
Erklärung  126  und  165  angefühlten  Eigen- 
schaft, dass  der  Berührungspunkt 
einer  Tangente  stets  vierter  har- 
monischer Punkt  ist  zu  ihren  Schnitt- 
punkten mit  einer  beliebigen  Sehne  und 
den  Taugenten  in  deren  Kurven- 
punkten. Denn  diese  beiden  Tangenten 
sind  Seiten  eines  Vierecks,  von  welchem  die 
Sehne  die  eine  Diagonale  und  der  Punkt  des 
Briauchon  die  A'ierte  Ecke  bildet. 

2.  Wendet  man  auf  die  Parabel  den 
Satz  von  Brianchou  fürs  Drei  seit  an, 
indem  man  die  unendlich  ferne  Tangente  als 
eine  Seite  einsetzt,  so  entsteht  (Fig.  130) 
ein  P  a r  al  1  e  1 0  g  r  a  m  111  aus  zwei  Tangenten  a 
und  h  mit  deren  Berührungspunkten  A  und  B 
als  Ecken.  Und  dessen  zweite  Diagonale 
muss  erstens  die  Berührungssehne  AB 
halbieren  und  zweitens  nach  dem  Be- 
rührungspunkt der  unendlich  fernen 
Tangente  gehen.  —  Nimmt  man  die  im- 
endlich  ferne  Tangente  als  eine  Seite  eines 
Tangenten  Vierecks  der  Parabel,  so 
liegt  der  Punkt  des  Briauchon  ebenfalls 
auf  der  Berührungssehne  A  B,  und  durch  ihn 
gehen  die  Parallelen  zu  a  und  f>  und  die 
Gerade  vom  Berührungspunkt  C  nach  dem  Be- 
rührungspunkt der  unendlich  fenien  Tangente. 

3.  Wendet  man  den  Satz  von  B  r  i  a  n  c  h  o  n 
fürs  Vierseit  Inder  Ait  auf  die  Hyperbel 
an,  dass  die  beiden  Asj'mptoten  zwei  Gegen- 
seiten werden,  so  ist  die  Verbindungsgerade 
ihrer  Berührungspunkte  selbst  die  unendlich 
ferne  Gerade,  folglich  müssen  durch  einen 
Punkt  dieser  Geraden  gehen,  d,  h.  parallel 
sein:  die  Verbindungsgeraden  sowohl  der 
Berülirungspunkte  A  B,  als  auch  der  Schnitt- 
pimkte  (fa)  und  {;/b)  sowohl  als  (fb)  uud 
(//a).  Dadurch  werden  aber  eine  Reihe  der 
früher    nachgewiesenen    metrischen    Eigen- 
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weuu  also  imter  ihueu  selbst  die  unendlieli  ferne 
Gerade  ist ,  so  gehen  die  drei  anderen  durch 
einen  gemeinsamen  Punkt,  durch  welchen  auch 
die  unendlich  ferne  Gerade  geht;  das  kann  aber 
mvc  selbst  ein  unendlich  ferner  Punkt  sein,  und 
folglich  gehen  die  drei  Geraden  durch  einen 
und  denselben  unendlich  fernen  Punkt,  d.  h.  sie 
sind  parallel.  Aus  der  Parallelität  dieser  Ge- 
raden folgt  aber,  wie  schon  in  Erkl.  169  ange- 
deutet, auch  die  Flächengleichheit  der  Dreiecke 
zwischen  Asymptote  und  veränderlicher  Tan- 
gente, und  damit  die  Gesamtheit  der  in  Satz  22 
aufgestellten  Hyperbeleigenschaften.  "Während 
diese  aber  dort  durch  metrische  Betrachtungen 
gefunden  wurden,  geschieht  dies  hier  durch  An- 
wendung des  rein  projektivischen  Satzes  von 
Brianchon. 


Schäften  der  Hyperbel  offengelegt.  —  Ximmt 
man  für  die  Hyperbel  den  Satz  des  Brian- 
chon für  drei  Tangenten,  wovon  zwei 
Asymptoten  (bfg  in  Fig.  131),  so  findet 
man  wieder,  dass  der  Berührungspunkt  B 
der  Tangente  b  der  Mittelpunkt  der  Asymp- 
totenschnittpunkte  (bf)(bg)  der  Tangente  b 
sein  muss.  —  Zum  gleichen  Ziel  gelangt  man 
durch  Anwendung  des  Satzes  von  Pascal 
für  drei  Kurvenpunkte,  wovon  zwei 
die  unendlich  fernen;  denn  für  das 
Dreieck  AFG  muss  die  Pascalsche  Gerade, 
d.  1.  die  Verbindungsgerade  der  Asymptoten- 
schnittpunkte von  ^i^und  Ä  G  parallel  werden 
mit  der  Tangente  a  selbst,  also  A  Mittel- 
punkt zwischen  (a/)  und  {ag). 


Erkl.  445.  In  Figur  131  ist  rechts  der  Satz  von  Brianchon  dargestellt  für  das  Dreiseit 
der  Tangenten  hfy.  AehnUch  der  Figur  130  entsteht  ein  Parallelogramm,  dessen  Diagonalen- 
schnittptmkt  B  der  Mittelpunkt  von  h  sein  muss.  —  Links  ist  der  Satz  von  Pascal  dargestellt 
für  das  Dreieck  der  Kiirvenpunkte  AFG.  Auf  einer  Geraden  liegen  die  Schnittpunkte  von  AG 
mit  f:  AF  mit  (j  und  a  mit  FG.  Letzterer  Schnittpunkt  ist  unendlich  fem,  folglich  die  Ver- 
bindungsgerade der  andern  parallel  a.  Demnach  ist  dem  Dreieck  afg  ein  anderes  mit  par- 
allelen Seiten  eingeschrieben,  und  das  kann  nur  das  Dreieck  der  Seitenmittelpunkte  sein. 
Daher  folgt  hier  links  wie  rechts,  dass  der  Berührungspunkt  der  Tangente  der  Mittelpunkt 
ihrer  Asymptotenschnittpunkte  ist.  

Aufgabe  310.  Einem  gegebenen  Winkel 
mit  gegebenen  Berührungspunkten  auf  den 
Schenkeln  soll  eine  Parabel  eingeschrieben 
werden.  Man  suche  beliebige  weitere  Kurven- 
elemente. 


">*  ^XH^-*^ 
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Aufgabe  2-  Die  drei  Seiten  a,  b,  c  können  Vierseite  bilden  mit  vierter  Seite  /;, 
oder  l  oder  m ;  die  drei  Seiten  a,  b,  e  mit  r/,  l,  m  oder  n ;  drei  Seiten  a,  b,  h  mit  r/,  X-, 
/,  7n,  n  u.  s.  w.  Von  jeder  Art  wieder  die  verschiedenen  Abwandlungen,  so  dass  eine 
sehi-  grosse  Zahl  harmonischer  Punktgruppen  entsteht,  die  vielfach  erst  neu  in  die  Figur 
eingezeichnet  werden  müssen. 

Aufgabe  5.  Die  sieben  Punkte  ABCDEFG  liefern  ausser  AB  CD  noch  sechs 
verschiedene  Vierecke,  z.  B.  ACEF  mit  Nebenecken  B,  D,  M,  also  ^^er  harmonischen 
Strahlen  in  B:  a,  b;  f,  /;  in  D:  c,  d;  f,  I ;  in  M:  e,  g;  i,  l.  Ferner  entstehen  Vierecke 
aus  ABC  mit  K  oder  L  oder  N  und  viele  andere,  wobei  jeweils  drei  harmonische 
Strahlengruppen  erscheinen. 

Aufgabe  8.    Die  Ausfükrung  des  zweiten  Beweisganges  an  Figur  78  wäre  folgende: 

1.  Für  die  Dreiecke  b.^c^a^  und  b^c^a.^  gehen  die  Verbindungsgeraden  entsprechender 
Schnittpunkte  durch  denselben  Punkt  {ef)  und  ebenso  für  die  Dreiecke  d-^^c^a^  und 
d^c^a^.     Daher  liegen 

2.  die  Schnittpunkte  entsprechender  Seiten  i\c^,  a^a^,  b^b^  auf  einer  gemeinsamen 
Geraden  t  und  die  Schnittpunkte  entsprechender  Seiten  CjCg,  a^a^,  d^d^  auf  einer  gemein- 
samen Geraden  t',  und  folglich  alle  vier  Schnittpunkte  c^c^,  «1O21  ^\^h^  ^h'^^z  ^^*  gleicher 
Geraden  durch  a^a.2,  c^Cc^.    Hiernach  liegen 

3.  für  die  Dreiecke  b^d^a^  und  b^d^a^  (oder  b^dic^  und  b^doC^  die  Sclmittpunkte 
entsprechender  Seiten  b^b^,  d^d^  und  a^Uc^  (oder  i\c^  auf  derselben  Geraden  t, 
folglich  gehen  auch  die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Ecken  b^d^  und  b^d2  durch 
denselben  Pimkt,  wie  die  Verbindungsgeraden  der  Ecken  «i^i,  «2^2  ^^^  ßi'^i.  ^'2^21 
nämlich  durch  den  Punkt  {ef). 

Aufgabe  10.'  In  Figur  76  sind  nach  In  Figur  77  sind  nach  Erkl.  217  die 
Erkl.  3  die  Punktgruppen  ^Ä'^i'"' harmonisch,  Strahlengruppen  ah  de  harmonisch,  folglich 
folglich  auch  die  Strahlen  dahin  aus  den  auch  die  Schnittpunkte  derselben  mit  den 
Scheiteln  M  oder  N;  also  müssen  vier  bar-  Geraden  in  oder  n ;  also  müssen  vier  hai- 
monische  Punkte  mit  gleicher  Zuordnmig  auf  monische  Strahlen  mit  gleicher  Zuordnung 
jeder  andern  Schnittgeraden  auch  durch  die-  aus  jedem  andern  Scheitel  auch  durch  die- 
selben Geraden  ausgeschnitten  werden.  selben  Punkte  hindurchgehen. 

Aufgabe  11.  G  ist  stets  vierter  harmonischer  Punkt  zu  A',  B,  C.  Also  muss  die- 
selbe Gerade,  welche  zu  EK,  EB,  EC  die  vierte  harmonische  ist,  auch  auf  jeder 
Geraden  durch  B  oder  C  den  vierten  hai'monischen  Punkt  ausschneiden,  d.  h.  alle  l\mkte 
(r  liegen  auf  derselben  Geraden  EG. 

Aufgabe  14.  Je  nachdem  das  Dreieck  der  drei  zuerst  zu  wählenden  Hilfselemente 
den  Träger  (Scheitel)  der  drei  ursprünglich  gegebenen  Elemente  im  Innern  hat  oder  in 
einem  Scheitelwinkelraum  oder  Aussenwinkeli'aum,  entsteht  eine  verschiedene  der  in  Figui*  4 
und  Figur  78  dargestellten  Zeichnungen. 
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Aufgabe  16.  1.  ÄBCI)  (Fig-.  132)  harmonisch;  63  =  («23^^13);  beliebige  Gerade  // 
durch  B]  vollständiges  Viereck  APQC,  dessen  Nebenecke  («icj  mit  der  neuentstehenden 
Nebenecke  (ef)  durch  den  bereits  vorhandenen  vierten  harmonischen  Strahl  rfjg  verbunden  wii'd. 

2.  Dreiecke  a^fa^  und  c-^ec^  haben  die  Schnittpunkte  entsprechender  Geraden  a^ 
und  Cj,  /"und  e,  a^  und  Cg  alle  drei  auf  einer  Geraden  d^^,  folglich  auch  Verbindungs- 
geraden entsprechender  Ecken  {a^f)  und  {(\e),  (fa^)  und  (ec^),  (ctc^cij)  und  (cgC^)  durch 
denselben  Punkt  B. 

3.  Vollständiges  Viereck  mit  Seiten  tehf,  dessen  Nebenecken  (fh)  und  (ef)  mit  der 
dritten  Nebenecke  (agCg)  durch  zwei  zugeordnete  harmonischer  Strahlen  b^  und  d^  ver- 
bunden, folglich  igf^g  harmonisch  mit  a^c^. 

4.  Hiernach  a^b^c^d^  harmonisch  wie  a^^b^c-^d^,  also  auch  a^b.^c.^d^  wie  a^b^c^d^ 
oder  wie  a^b-^^c^dy 

Aufgabe  18.  Scheitel  wird  der  Schnittpunkt  von  A^A^,  B^B^  oder  von  A^B.^, 
A^By  —  Träger  wird  die  Verbindungsgerade  von  a^a^,  b-J)^  oder  von  a^b,^,  a^by 

Aufgabe  20.  Man  kann  entsprechen  lassen  beliebig  AE  (oder  AF),  folglich  BB^ 
(oder  BE),  und  wieder  beliebig  CH  (oder  CK),  folglich  DK  (oder  DR),  also  jedes 
Paar  der  einen  Gruppe  zweifach  jedem  Paar  der  andern  —  und  daher  zusammen  auf 
achtfache  Weise  die  Beziehung  herstellen. 

Aufgabe  22.     Man  verfährt  nach  Figui'  133. 

Aufgabe  25.     Man  verfährt  wie  in  Figur  134. 


M  E         N          5- 

Aufgabe  29.     Genau  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  28. 
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Aufgabe  30.     Genau  wie  in  Aufgabe  27. 

Aufgabe  31.  Dnrch  eine  gegebene  Ecke  im  Fünfseit  soll  eine  Gerade  gelegt 
werden,  auf  der  die  Schnittpunkte  aller  tunf  Seiten  -sier  harmonische  Punkte  bilden. 
Zu  lösen  genau  wie  Aufgabe  27. 

Aufgabe  32.  Auf  gegebener  Geraden  durch  eine  Ecke  eines  Fünfecks  einen  Punkt 
zu  suchen,  aus  dem  die  übrigen  vier  Eckpunkte  durch  vier  harmonische  Strahlen  projiziert 
werden.     Zu  lösen  genau  wie  Aufgabe  28. 

Aufgabe  39  bis  42.  In  den  Aufgaben  29  bis  32  wird  der  Ausdruck  „harmonisch-' 
jeweils  ersetzt  durch  ..projektivisch  mit  den  gegebenen  vier  Elementen'*.  Die  Lösung 
genau  wie  Aufgabe  37  bezw.  38. 


Aufgabe  47.  I.  Endpunkte,  Mittelpunkt  und  imendlich  femer  Punkt  einer  be- 
liebigen Strecke. 

II.  Vier  Strahlen  nach  Aufgabe  46,  durch  eine  Gerade  geschnitten. 

Aufgabe  49.  1.  Durch  die  Verbindungsgerade  der  Schnittpunkte  der  nichtparallelen 
Trapezseiten  und  der  Diagonalen  werden  beide  Grundseiten  des  Trapezes  halbiert. 

2.  Verbindet  man  zwei  Ecken  eines  Dreiecks  kreuzweise  mit  den  Schnittpunkten 
irgend  einer  Parallelen  zu  ihrer  Seite,  so  liegt  der  Schnittpunkt  auf  der  Schwerlinie. 

Aufgabe  52.     Genau  wie  Aufgabe  50  und  51  zu  lösen. 

Aufgabe  55.     Aufgabe  54  n — 1  mal  nebeneinander,  oder  in  Zusammenfassungen. 

Aufgabe  57. 

{EJBC)  =  ininfc)  —  {gnac)  und  {mnfc)  =  {EL DA)  —  {gnca), 
also: 

(tjitac)  =  (gnca)  =  — —    oder   (gnac)'-  =  1.   (gnac)  =  —  1. 

(gnac) 

Aufgabe  60. 

1«)   a  —  3,   b  =  lö,   X  =    -  ^  '''    =  5;  1^)  a  =  10,   &  =  1.5.   x—  ^-^- =  12; 

Q.S  10.12 

2«)    a  =  3.    e  =  5.     y  =  -^—^  =  15 ;    2/J)  a  =  10,    c=  12,   y  =   ^  _  ^^  =  15  u.  s.  w. 

Aufgabe  62. 

1.  7i  innen:    «  =  {kf)  =  36« 41,  ß  =  (ke)  =  113«  41',   <f  =  (Jch); 

cfgcp  =  i- (1,34242  -  0,43862)  =  0.45190;   (f  =  650  41,   (fh)  =  <f  —  a  —  29«; 

2.  h'  aussen:   «  =  (fk)  =  360  41.   /  =  ife')  =  103o,   ii>  —  (fh'); 

ctgxjj  =  2 — 0,23087  —  0,46174  =  —  1,80416;   ctg  {180  — xp)  =  +1,80416, 
180  —  T//  =  29«,   xp  —  151«  =  <^  (fh'),   <^  (fh)  =  180  —  rp  =  29«. 

Aufgabe  64.  Man  wähle  statt  48''  und  2U^  in  Aufgabe  61  zwei  beliebige  andere 
Winkel,  rechne  darnach  die  Winkel  (f  oder  '/^  und  wiederhole  hieran  genau  die  Aufgabe  63. 

Aufgabe  66.    Zeile  2  hat: 

3  5     1,  .  6         3 

xz=—,     g  =  —:—  =  o;       y  =  o.     x  =  -^  —  —     U.  s.  w. 

Aufgabe  68. 

5  l/5\84  45 

«,:„,=  I:-3-,    ".  =  -2(l  +  yj  =  Tr  =  y'    »,:«,:«,=  l:y;y  =  3:-l:6; 


"F'T~T'    ''•''•'2—  3  =  4  -^  —  3  •  4  '  5* 
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Der  neue  Ton  ist  die  Quai't;   als  Figur  entsteht  (von  rechts  nach  links  gemessen) 
Zeile  6  der  Figur  89. 

Aufgabe  70.     In  Figur  89,  Zeile  1  ist: 

3~2V2^6y~2*6~3  3~2V1         3y~'2'3'~3' 

JL  —  J-Z'-L-i-i-^  —  JlA  —  Jl        J_  —  J_/Jl_J_^  —  JlJl-J_ 

4~2V3"^6j~2'6~4  4~2Vl         2J'~2"2~'4' 

Und  in  Figur  90  (Aufgabe  61  und  62)  ist: 
ctg  48»        =       0,90040 


—  ctg  66"  19'  =  —  0,43862 


ctg  77«        =       0,46178 

c^^  360  41'=       1^34242 
—  ctg  66«  19'  =  —  0,43862 


ctg  29"        =      1,80405 
—  ctg  36"  41'  =  —  1.34242 


ctg  65»  41'  zn       0,90380 
Aufgabe  71. 


ctg  770        =       0,46163 

ctg  29»        =       1,80405 
—  ctg  4:8^         =—0.90040 


ctg  65»  41'  =      0,90365 


1,1,1         1  3  +  1  +  2-6         .^         ., 

¥  +  T  +  T-T  = -6 ="  ^  '^'^'^'^ 

und  ctg  48»  +  ctg  113»  41'  +  ctg  36»  41'  —  ctg  29»  =  0. 

Aufgabe  72.    Figur  89,  Zeile  2: 

EK-HF  =  15-2  =  EH-FK  =  30, 
und  doppelt  so  gross  ist: 

EF-RK  —  5.12  =  60. 
Ferner  ist  geteilt: 

EH  durch  F  wie  5 : 2,  durch  K  wie  15  :  12 ; 
EK  durch  F  wie  5  :  10,  durch  J?  wie  3  :  12 ; 
FH  durch  £■  wie  5  :  3,  durch  K  wie  10  :  12; 
FK  durch  H  wie  12  :  2,  durch  E  wie  15  :  5, 
jeweils  das  erste  Verhältnis  doppelt  so  gross  wie  das  zweite.  Und  in  Figur  90  (Auf- 
gabe 61  und  62)  ist: 

shi(ek)-sin(hf)  =  sm66»  19'-s/«29»  =  sin  (eh)  sin  (fk)  =  s?«  48»- s/»  36»  41'  =  0,44395, 
und  doppelt  so  gross  ist: 

sin(ef)-sin{hk)  =  s?«  77» -6»;  65»  41'  =  0,8879. 
Femer  ist  geteilt: 

{eh)  durch  f  wie     .    ^„„  =  2,01.    durch  k  wie      .   ^,.-  ,,,   =  1,005: 
sin  29»  '  sin  6o»  41 

<?;»480  -itn  3ß0  41' 

(eÄ;)  durch  h  wie     .     'T.,^  =  1,2262,  durch  /  wie  "    „     =  0.6131 ; 

s?n6o»4r  s?;!77» 

.-,,    ,       ,  .      sinll"        ,  OI11     j       1    7       •      s/«36»41'  

(fh)  durch  e  wie  -^ — -tt;  =  1,3111,  durch  k  wie      .   ^,..  ,,,  =  0.6aooa  ; 
stn  48»  ^t/«  6o»  41 

/^7N  j       U7       •      s/«65»41'         ,  ^_-,     _,      ^  .      süai3»41'         ^^^^^ 

(/Ä:)  durch  A  Avie  .    ^-.      =  1.8/97.    durch  e  wie  r-?;;;?; —  =  0.9799  ; 

i/n  29"  sml  r 

wieder  jeweils  das  erste  Verhältnis  doppelt  so  gross  wie  das  zweite. 

Aufgabe  75.     Setzt  man  in  MB'  =  MP-MQ  den  letzten  Faktor: 
MQ  =  MP-\-PQ  =  MP-^2PN  =  MP-^2PB-\-2BN, 
so  wird: 

Wb^  =  37p^  +  2  3/p-  P5  4-  2  j/p.  B  is; 
also: 

2  MP.BN  =  M£^  —  ¥p^  —  J/P-  PP  —  MF-  PB  =  MP"  —  MP  (MP  -f  PP)  —  MF-  PB 
=  Wb^  —  MP-  MB  —  ilf  P-  PP  --  MB  {MB  —  3/P)  —  MF-  PB 
=  MB'PB  —  MP'PB  =  PB  {MB  —  MP)  =  PB^. 
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Man  hat  also: 

1.  PB-  =  2MF-BX  und   ebenso   2.  QB^  =  2MQ-BN 
und  auch:  3   Jp2  _  2MP.AX,    4.  ÄQ^  =  2MQ-ÄX. 

Werden  diese  vier  Gleichungen  addiert  bezw.  multipliziert,  so  koiumt: 

5.  TP  -\-PB^  -\-ÄQ-  -\-QB'-  =  2MF  (AN  -\-  BX)  -{-2MQ  {AS  -{-  B  X) 

=  2iAN-}-BX)  (MP  +  MQ)  =  2iAM  +  MN -\-BM-\-  MX)  (MX -\-  XP  +  MX  +  XQ) 

=  2  (2 MX)  (2 MX)  =  8  MX^'^  =  2  (ÄB^  +  PQ^) 
und 

6.  AP-PB-AQ-QB  =  ^-AX-BX-MP-MQ  =  ^2£^•P^^ 

wobei   für   Zeichenberücksichtigung  negatives  Vorzeichen    stehen   rauss,   weil   rechts   alle 

vier  Strecken  gleichgerichtet,  links  eine  entgegengesetzt  gerichtet  ist.    Und  analog  gilt: 

ctg^  {ap)  +  ctg^  {p  b)  +  ctg^  (a  q)  +  ctg'^  (q  b)  =  S  [cfg^  (a  b)  -\-  ctg^-  (p  q)]  —  4 

und  1 

sin  (ap)  sin  (pb)  sin  (a q)  sin  (qb)  =.  —  sin- (a  b)  sin-  (pq). 

Aufgabe  77.  Der  Berührungspunkt  der  Tangente  ist  der  einzige  Punkt  derselben, 
durch  welchen  ausser  ihr  keine  zweite  Tangente  hindurchgeht,  —  die  Tangente  durch 
einen  Kurvenpunkt  der  einzige  Strahl  durch  denselben,  auf  welchem  kein  zweiter  Kurven- 
punkt mehr  liegt. 

Aufgabe  79.     Wird  der  Schnittpunkt  von  -Bi^.,  mit  Ä^A.y  zu  .So,   der  mit  C^C.^ 

zu  S-^,  so  wii'd  Iq  zu  ä^Co,  und  dann  ti7\  S^  A  ("o  A  ^2  Ä  ^2- 

Aufgabe  81.  Punkte  D.,  imd  E^  entsprechend  dem  Schnittpimkt  X»!  und  E.,  nach 
Figur  29  oder  63  a. 

Aufgabe  83,  86.     Man  verfährt  nach  Aufgabe  78,  79  und  82. 

Aufgabe  84,  87.     F^  F.,  ||  f^  und  G^  G,  \\  f,  wie  in  Aufgabe  80. 

Aufgabe  150.  Man  verfahre  wie  in  Autlösung  der  Aufgabe  149  und  nach  liier- 
stehender  Figur  135. 

Figur  135. 


Aufgabe  151.  Strahlen  d.,  und  c^  entsprechend  dem  Strahle  d^  und  c,  nach  Figur  34 
oder  64  a. 

Aufgabe  197.  Man  erhält  die  Kurve  als  Klassenkurve  aus  vier  Tangenten  nebst 
dem  Berührungspunkte  auf  einer  derselben,  wobei  die  letztere  zu  einem  Träger  werden 
muss;  also  nach  Aufgabe  82  bezw.  122  oder  141. 

Aufgabe  198.  Man  erhält  die  Kurve  als  Ordnungskurve  aus  vier  Kurvenpunkten 
nebst  Tangente  in  einem  derselben,  wobei  dieser  letztere  zu  einem  Scheitel  werden  muss ; 
also  nach  Aufgabe  152  bezw.  155,  180  oder  195. 
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Aufgabe  203.  Man  projiziere  drei  oder  mehr  beliebige  Punkte  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung  aus  zwei  festen  Punkten  derselben  auf  eine  die  Kui've  a)  nicht  treffende, 
b)  berührende^  c)  schneidende  Gerade  (s.  Figur  101),  bezw.  drei  oder  mehr  Schnittpunkte 
von  beliebigen  Tangenten  einer  Kurve  zweiter  Klasse  mit  zwei  festen  Tangenten  derselben 
aus  einem  a)  innerhalb,  b)  auf,  c)  ausserhalb  der  Kurve  liegenden  Pimkte  (s.  Figiu'  100). 

Aufgabe  206.  Es  entsteht  (allein  oder  neben  der  andern  unter  gleicher  Ziffer 
aufgezählten  Kurve): 

Ellipse:  88  bis  97,  107  bis  111,  116  bis  118,  122,  124,  127,  130,  133,  134,  138  bis  147. 

Parabel:  98,  99,  100,  112  bis  115,  119  bis  121,  128,  129,  136,  137. 

Hyperbel:  88  bis  97,  101  bis  106,  107  bis  111,  116  bis  118,  122  bis  127,  130  bis  135, 
138  bis  147. 

Aufgabe  208.  Es  entsteht  (allein  oder  neben  der  andern  unter  gleicher  Ziffer 
aufgezählten  Kurve) : 

Ellipse:  154  bis  157,  177,  180,  186,  192  bis  198. 

Parabel:  170,  173,  183,  189. 

Hyperbel:  154  bis  157,  158  bis  169,  171,  172,  174  bis  176,  178,  179  bis  182, 
184  bis  188,  190,  191,  192  bis  198. 

Aufgabe  218  bis  220.  Man  hat  dieselben  Aufgaben  wie  211  bis  213,  nur  in 
anderer  Ausdrucksweise. 

Aufgabe  234.  Einem  gegebenen  Dreieck  oder  einem  gegebenen  Winkel  mit  einem 
gegebenen  Berührungspunkt  eine  Hyperbel  so  an-  (223)  oder  umzuschreiben  (226),  dass 
eine  gegebene  Gerade  Asymptote  wird.  Einem  Dreieck  eine  Hyperbel  so  anzuschreiben, 
dass  zwei  gegebene  Dreieckseiten  Asymptoten  werden.  Einem  gegebenen  Viereck  (Dreieck) 
eine  Hyperbel  umzuschreiben,  so  dass  die  eine  (beide)  der  Asymptoten  einer  (zwei)  ge- 
gebenen Geraden  parallel  wird  u.  s.  w. 

Aufgabe  237.  Man  erhält  die  A  c  h  s  e  n  r  i  c  h  t  u  n  g  bei  der  als  Klassenkurve  kon- 
struierten Parabel  als  Richtung  zum  unendlich  fernen  Berührungspimkt ;  die  Achse  selbst 
bei  der  als  Ordnungskurve  konstruierten  Parabel  nach  Aufgabe  236,  2. 

Aufgabe  239  bis  241.     Man  verfälirt  nach  Aufgabe  238  und  Erkl.  363. 

Aufgabe  243  bis  249.     Man  verfährt  nach  Aufgabe  242.    Die  Asymptoten  bilden 

nach  Erkl.  153  imd  Figur  49  den  Winkel  a  bezw.  -^  mit  den  Strahlen  u^a.^  und  gehen 

nach  Erkl.  365  durch  den  Mittelpunkt  von  S^S^. 

Aufgabe  252.  Da  die  Potenz  h  gleich  der  Strecke  von  M  zum  Fluchtpunkt  für 
die  zwei  zusammengefassten  Träger  ist,  so  trage  man  G^lSl  auf  t^  bezw.  /.,  beiderseits 
G-^  bezw.  is  ab.  Ebenso  für  i.^  imd  CjC.,  (wenn  man  annimmt  C^C^  ||  A^Ä^  die  Strecke 
MA^  auf  ^2  beiderseits  A^  imd  auf  CjC'o  beiderseits  vom  Schnittpunkt  CjC'^  mit  G^^G.^ 

Aufgabe  253.  Erstens  Verschiebung  von  i^  in  sich  selbst,  oder  parallel  sich 
selbst  längs  /j,  bis  die  Fluchtpunkte  gleichen  Abstand  /  vom  Schnittpunkt  haben;   dann 

zweitens  Drehung  um  den  Schnittpunkt  bis  sin  "ö"  ^^  T" 

Aufgabe  254.     Der   vorhandene  Winkel  liefert   l  = .    Folglich  kann   der 

gemeinsame  Schnittpunkt  weder  der  einen  noch  der  andern  Eeihe  festbleiben,  sondern  es 
erfolgt  Verschiebung  von  f^  erst  in  sich  selbst,  bis  der  Fluchtpunkt  auf  f. 2  Abstand  l 
vom  Schnittpunkt  hat,  und  dann  auch  noch  parallel  sich  selbst  längs  fgi  ^is  der  Schnitt- 
punkt auch  vom  Fluchtpimkt  auf  /^  denselben  Abstand  /  hat. 

Aufgabe  255.    Der  gegebene  Radius  liefert  erst  cos  -^  —  J7  j   <i3,nn   /  = —. 

sln- 

Also  wie  bei  voriger  Aufgabe  Herstellung  der  beiden  /,  und  dazu  dann  noch  Drehung, 
bis  Winkel  r  erreicht. 
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Aufgabe  258.     Die  Schnittpankte  der  parallelen  Tangenten  mit  den  As^nuptoten. 

Aufgabe  259.  Trägt  man  in  So  an  S^A  den  Winkel  AS^S^  an,  so  entstellt  die 
Tangente  der  H\-perbel  in  S^'  J^ne  in  S\  entweder  als  Parallele  hierzu,  oder  selbständig 
durch  Antragen  des  Winkels  AS.^S\  in  S^  an  S^A.  Der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  ist 
der  Halbierungspunkt  von  S\  .S'^,  imd  die  As3'mptoten  sind  die  Parallelen  zu  den  Halbierungs- 
geraden  der  Winkel  S^AS.^  oder  S\BS.y  oder  S^CSo. 

Aufgabe  260.  Jeder  Kreis,  der  die  Verbindungsstrecke  zweier  centrisch  sj-mmetri- 
schen  Punkte  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ziim  Radius  hat,  wird  durch  die  Schnittpunkte 
mit  dieser  Hyperbel  in  drei  gleiche  Teile  (von  je  120  Bogengrad)  geteilt. 

Aufgabe  262.  Die  Schnittpunkte  A^A^  der  Tangente  mit  den  Asymptoten  in  der 
Figur  115  liefern  die  Potenz  MA^MAo. 

Aufgabe  263.  Die  Parallelen  durch  den  gegebenen  Kurvenpunkt  zu  den  Asymptoten 
liefern  wieder  Punkte  A^A.,,  wie  in  voriger  Aufgabe. 

Aufgabe  264.  Konstruiert  man  die  Tangenten  in  den  unendlich  fernen  Punkten, 
so  liefern  diese  als  Asymptoten  den  Mittelpunkt,  also  durch  Anwendung  der  centrischen 
Symmetrie  die  Elemente  des  zweiten  Astes :  die  konjugierte  Hyperbel  entsteht  durch  Ver- 
tauschung der  Tangentenabschnitte  auf  einem  Asymptotenhalbstrahl. 

Aufgabe  265.  Sind  K^K.,  die  Schnittpunkte  der  gegebenen  Geraden  mit  den 
Asymptoten,  und  A^A^  die  der  gesuchten  Tangente,  so  ist: 

1.  MA,-MA,  —  MC^,    2.  MA,  :  MA,  =  MK,  :  MK,, 
JiA.,  ■  Jf  A, 

Aufgabe  268.  Man  verfährt  mit  Asymptoten  und  Tangenten  wie  in  Aufgabe  267, 
mit  Asymptoten  und  Kurvenpunkten  wie  in  Aufgabe  263  und  267;  der  zweite  Ast  wird 
gefunden  durch  Parallelstrecken  wie  AH  oder  AJ  in  Figui"  116,  und  die  konjugleite 
Hyperbel  durch  vorheriges  Abtragen  der  einen  Strecke  MA  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung vom  Schnittpunkt  auf  derselben  Asymptote. 

Aufgabe  275  bis  277.  Man  legt  an  die  Originalkurve  zwei  Tangenten  parallel 
zur  Schnittkante  und  durch  jede  derselben  eine  Parallelebene  mit  der  Bildebene.  Jeder 
Punkt  auf  einer  dieser  Parallelebenen  liefert  eine  Parabel,  jeder  Punkt  dazwischen  eine 
Hyperbel,  jeder  Punkt  ausserhalb  eine  Ellipse. 

Aufgabe  286.     Sätze  (siehe  Figur  121b): 

a)  Von  den  45  Xebenseiten  gehen  je  drei  durch  einen  der  60  Brianchon- 
schen  Punkte,  und  von  diesen  60  Brianchonschen  Punkten  liegen  je 
vier  auf  einer  der  45  Nebenseiten. 

b)  Von  den  60  Brianchonschen  Punkten  liegen  je  drei  auf  einer  von  20 
(Steinerschen)  Geraden,  und  von  diesen  20  (Steinerschen)  Geraden 
geht  je  eine  durch  jeden  der  60  (Brianchonschen)  Punkte. 

c)  Von  den  20  (Steinerschen)  Geraden  gehen  je  vier  durch  einen  von  15 
(Steiner-Plückerschen)  Punkten,  und  von  diesen  15  (Steiner-Plücker- 
schen)  Punkten  liegen  je  drei  auf  einer  der  20  (Steinerschen)  Geraden. 

d)  Von  den  60  Brianchonschen  Punkten  liegen  je  drei  auf  einer  von  60 
(Kirkmanschen)  Geraden,  und  von  diesen  60  (Kirkmanschen)  Ge- 
raden gehen  je  drei  durch  einen  der  60  (Brianchonschen)  Punkte. 

e)  Von  den  60  (Kirkmanschen)  Geraden  gehen  je  drei  durch  einen  von 
20  (Cayleyschen)  Punkten,  und  von  diesen  20  (Cayleyschen)  Punkten 
liegt  je  einer  auf  jeder  der  60  (Kirkmanschen)  Geraden. 

f)  Von  den  20  (Cayleyschen)  Punkten  liegen  je  vier  auf  einer  von  15 
(Salmonschen)  Geraden  und  ausserdem  je  einer  auf  jeder  der  20 
(Steinerschen)   Geraden. 
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Aufgabe  286  a.  Wenn  eines  der  von  gegebenen  fünf  Elementen  mit  einem  Be- 
rülirungselement  gebildeten  Fünfecke  bezw.  Fünfseite  einem  Kegelschnitt  bezw. 
einem  Strahlenbüschel  zweiter  Klasse  oder  Punktreihe  zweiter  Ordnung  angehört,  so  gut 
das  von  jedem  der  12  Fünfecke  aus  denselben  Elementen,  Man  hat  also  12  verschiedene 
Pascalsche  Geraden  bezw.  Brianchonsche  Punkte ;  und  unter  diesen  müssen  analoge  Lage- 
beziehungen in  entsprechend  verminderter  Zahl  bestehen,  wie  unter  den  60  des  Sechsecks.  — 
Beim  Viereck  beschränkt  sich  die  Anzahl  auf  die  drei  möglichen  Vierecke  bezw.  Vier- 
seite, also  auch  nur  drei  Pascalsche  Geraden  bezw.  Brianchonsche  Punkte.  —  Beim 
Dreieck  ist  überhaupt  keine  Vielfachheit  möglich. 

Aufgabe  289.  Die  Prüfung  geschieht  nach  den  Sätzen  von  Brianchon  bezw.  Pascal 
für  Fünfseit,  Vierseit,  Dreiseit  bezw.  Fünfeck,  Viereck,  Dreieck  analog  Aufgabe  288. 

Aufgabe  292.    Sind  zwei  Dreiecke  kollinear,  so  finden  folgende  Beziehungen  statt : 

a)  Die   drei  Verbindungsgeraden    entsprechender   Eckpunkte    gehen    dui'ch 
einen  Punkt; 

b)  die  sechs  Verbindungsgeraden  nicht  entsprechender  Eckpunkte  gehören 
einem  Strahlenbüschel  zweiter  Klasse  an; 

c)  die  drei  Schnittpunkte  entsprechender  Seiten  liegen  auf  einer  Geraden; 

d)  die  sechs  Schnittpunkte  nicht  entsprechender  Seiten  gehören  einer  Punkt- 
reihe zweiter  Ordnung  an. 

Aufgabe  296.     (12)  —  (45)  wird  ||  2,  sonst  genau  wie  Aufgabe  295  zu  verfahi-en. 

Aufgabe  298.  Weil  die  Parabel  die  unendlich  ferne  Tangente  unbedingt  erfordert 
und  im  Satze  von  Pascal  fürs  Sechseck  keine  Tangenten  vorkommen. 

Aufgabe  304.  Durch  Scheitel  nebst  Achse  kennt  man  eine  Tangente,  nämlich 
die  Scheiteltangente  samt  Berührungspunkt,  sowie  die  unendlich  ferne  Tangente  samt  dem 
Berührungspunkt,  also  vier  Elemente  der  Art  {TP)  {TP).  Jedes  weitere  Element  Poder  T 
ergänzt  die  Fünfzalü,  ganz  abgesehen  davon,  dass  durch  die  Symmetrie  zu  jedem  neuen 
sofort  das  symmetrische  bekannt  ist. 

Aufgabe  306.  1.  Wenn  die  Ueberzahl  der  gegebenen  Elemente  Tangenten  sind, 
dann  nach  Brianchon:  also  für  TTTTT,  TTT{TP)  und  T{TP){TP)]  wenn  Ueber- 
zahl der  gegebenen  Elemente  Kurvenpunkte  sind,  dann  nach  Pascal:  also  für 
PPPPP,  PPP(PT),  P(PT){PT). 

2.  Xach  Brianchon  findet  man  Tangenten  durch  beliebige  Punkte  auf  gegebenen 
Tangenten,  sowie  Berührungspunkte  gegebener  Tangenten ;  nach  Pascal  Kurvenpunkte  auf 
beliebigen  Sekanten  durch  gegebene  Kui'venp unkte,  sowie  Tangenten  in  gegebenen  Kui'ven- 
punkten. 

Aufgabe  308.  Es  muss  mindestens  der  eine  der  unendlich  fernen  Punkte  bekannt 
sein,  d.  h.  von  einer  der  Asymptoten  die  Richtung:  dann  kann  der  Mittelpunkt  und  die 
Achsen  konstruiert  werden. 

Aufgabe  310.  Man  verfährt  nach  Erkl.  443  und  erhält  für  gewähltes  (ad)  erst 
den  Schnittpunkt  auf  b,  dann  den  Berührungspunkt  auf  c. 
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Von  Kleyers  Encyklopädie  der  gesamten  mathematischen,  technischen  u. 
exakten  Xatur- Wissenschaften  sind  nachstehende  Bünde  vollständig  erschienen: 

Lehrbuch  der  Grundrechnungsarten.  Erstes  Buch:  Das  Rechnen  mit  iinbenannten  ganzen 
Zahlen.  Mit  71  Erklärungen  und  einer  Sammlung  von  657  gelösten  und  ungelösten  analogen  Aufgaben. 
Nebst  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben.   Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  A.  Frömter.  Preis:  M.  3.— . 

do.  do.  Zweites    Buch:    Das  Rechnen   mit   benarmten  Zahlen.    Mit  30   Erklärungen 

und  einer  Sammlung  von  518  gelösten  und  ungelösten  analogen  Aufgaben.  Nebst  Resultaten  der  un- 
gelösten Aufgaben.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Frömter  und  Neubüser.    Preis:  M.  3.—. 

do.  do.  Drittes  Buch:    Das  Rechnen  mit  unbenannten  grebrochenen  Zahlen.    (Die 

gemeinen  Brüche  tind  die  Dezimalbrüche.)  Mit  260  Erklärungen  und  einer  Sammlung  von  309  ge- 
lösten und  ungelösten  Aufgaben,  nebst  den  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben.  Bearbeitet  nach  System 
Kleyer  von  J.  G.  Maier.    Preis  :  M.  3.  — . 

Lehrbuch  des  bürgerlichen  und  kaufmännischen  Rechnens.  Erster  Teil:  Die  Schiuss- 
xand  Kettenrechnung  (die  einfache  und  zusammengesetzte  Regeldetri  und  der  Reesische 
Satz)  nebst  Anwendungen.  Mit  100  Fragen.  325  Erklärungen,  63  Anmerkungen,  1250  Aufgaben, 
18  Figuren,  den  Ergebnissen  der  nicht  gelösten  Aufgaben  und  einer  Münz-,  Mass-  und  Gewichts- 
tabeUe.  Zum  Selbststudium,  Nachschlagen,  sowie  zum  Schulgebrauch  bearbeitet  nach  System  Kleyer 
von  Dr.  Richard  Olbricht.    Preis:  M.  4.50. 

do.  do.  Zweiter  Teil:    Die  Prozent-  und  Zinsrechnting  nebst  ihren  Anwendungen, 

mit  Einschluss  der  Diskontrechnung,  der  Terminrechnung,  der  Kalkulationen  und  Konto- 
korrente. Mit  13<J  Fragen,  444  Erklärungen,  27  Anmerkungen,  1.V20  Aufgaben,  zahlreichen  schema- 
tischen Figuren,  einem  Forraelverzeichnis,  einer  Fristen-  und  Zin^enberechnungstabelle,  sowie  den  Ergeb- 
nissen der  nicht  gelösten  Aufgaben.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  R.  Olbricht.    Preis:  M.  6.— . 

do.  do.  Dritter  Teil:    Die   Gold-.   Silber-.    Münz-.   Effekten-  und  Wechselrechnung,  sowie  die 

Gesellschafts-  und  Mischungsrechnung.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  R.  Olbricht.  —  Befindet 
sich  unter  der  Presse.  — 

Lehrbuch  der  Grundrechnungsarten  mit  Buchstabengrössen  (Elemente  der  Buchstaben- 
rechnung), der  Verhältnisse  und  Proportionen  mit  einer  Sammlung  von  478  gelösten  und 
analogen  ungelösten  Aufgaben  und  den  Resultaten  der  letzteren.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von 
Hans  Staudacher,  Prof.  an  derkgl.  Industrieschule  zu  Nürnberg.      Erster  Teil.    Preis:  M.  5.  — . 

do.  do.  Zweiter  Teil:   Elemente  der  Zahlenlehre,  Dezimal- und  Kettenbrüche  und 

Rechnung  mit  tinvoUständigen  Zahlen.  Mit  einer  Sammlung  v.  277  gelöst,  u.  analogen  ungelöst. 
Aufg.,  nebst  d.  Resultaten  d.  letzteren.    Bearb.  n.  System  Kleyer  v.  Prof.  Hans  Staudacher.  Preis:  M.  5.—. 

Lehrbuch  der  Potenzen  und  Wurzeln  nebst  einer  Sammlung  von  3296  gelösten  und  ungelösten 
analogen  Beispielen.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  M.  6.—. 

Lehrbuch  der  Logarithmen  nebst  einer  Sammlung  von  1996  gelösten  und  ungelösten  analogen  Beispielen. 
Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  M.  4.  — . 

Fünfstellige  korrekte  Logarithmentafeln  nebst  einer  trigonometrischen  Tafel  und  einer  Anzahl  von 
anderen  Tabellen.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  gebimden  M.  2.50. 

Lehrbuch  der  arithmetischen  und  geometrischen  Progressionen,  der  zusammengesetzten-, 
harmonischen-,  Ketten-  tind  TeUbruchreihen  nebst  einer  Sammlung  von  über  400  gelösten  und 
ungelösten  analogen  Aufgaben.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  M.  4.—. 

Lehrbuch  der  Zinseszins-  und  Rentenrechnung  nebst  einer  Sammlung  von  525  gelösten  und  un- 
gelösten analogen  Aufgaben  aus  allen  Zweigen  des  Benifslebens.    Von  Ad.  Kleyer.   Preis:  M.  6.—. 

Lehrbuch  der  Gleichungen  des  1.  Grades  mit  einer  Unbekannten.  Sammlung  von  2381  Zahlen-, 
Buchstaben-  und  Textanfgaben,  grösstenteils  in  vollständig  gelöster  Form ,  erläutert  durch  230  Erklä- 
rungen und  26  in  den  Text  gedruckte  Figuren.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  M.  8.  — . 

Lehrbuch  der  Gleichungen  des  1.  Grades  mit  mehreren  Unbekannten.  Sammlung  von 
905  Zahlen-,  Buchstaben-  und  Textaufgaben,  grossent«ils  in  vollständig  gelöster  Form,  erläutert  durch 
4ö3  Erklärungen  und  Anmerkungen.  Nebst  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben.  Bearbeitet  nach  System 
Kleyer  von  Otto  Prange.    Preis:  M.  7.  — . 

Lehrbuch  der  Gleichungen  des  2.  Grades  mit  einer  Unbekannten.  (Quadrat.  Gleichungen.) 
Sammlung  von  1650  Zahlen-,  Buchstaben-  und  Textaufgaben,  grossenteils  in  vollständig  gelöster  Form 
erläutert  durch  872  Erklärungen  und  53  Figuren.  Nebst  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben.  Bearbeitet 
nach  System  Kleyer  von  Dr.  Aug.  Blind.    Preis:  M.  10.  — . 

Lehrbuch  der  Gleichungen  des  2.  Grades  (Quadratische  Gleichungen)  mit  zwei  und  meh- 
reren Unbekannten.  Sammlung  v^^n  iltil  Zahlen-,  Buchstaben-  und  Textaufgaben  gi-ossenteils  in  voll- 
ständig gelöster  Form.  Mit  185  Erklärungen  und  8  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Für  das  Selbst- 
studium und  zum  Gebrauche  an  Lehranstalten  bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Prof.  Conrad  Metger 
Preis:    M.  4.  — . 

Lehrbuch  der  Gleichungen  3.  und  4.  Grades,  nebst  der  trigonometrischen  Auflösung  der  Glei- 
chungen 2.  Grades.  Sammlung  von  253  Zahlen-,  Buchstaben- und  Textaufgaben,  grossenteils  in  vollständig 
gelöster  Form.  Mit  251  Erklärungen  und  10  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  nach  System 
Kleyer  von  Prof.  Conrad  Metger.    Preis:  M.  6.  — . 

Lehrbuch  der  unbestimmten  Gleichungen  des  1.  Grades.  (Diophantische  Gleichungen.) 
Sammltmg  von  374  Zahlen-,  Buchstaben-  und  Textaufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  und  zahl- 
reichen Erklärungen  und  Erläuterungen.  Nebst  den  Abhandlungen  des  Bachez  de  M6ziriac,  im 
französischen  Originale  mit  beigefügter  deutscher  Uebersetzung.    Von  W.  Fr.  SchUler.    Preis:  M.  4.50. 

Geschichte  der  Geometrie  für  Freunde  der  Mathematik  gemeinverständlich  dargestellt  von  Richard 
Klimpert.    Mit  100  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Preis:  M.  3.—. 

Lehrbuch  der  ebenen  Elementar-Geometrie  (Planimetrie).  Erster  Teil:  Die  gerade  Linie, 
der  Strahl,  die  Strecke,  die  Ebene  und  die  Kreislinie  im  allgemeinen.  Nebst  einer  Sammlung' 
gelöster  Aufgaben.  Mit  234  Erklärungen  und  109  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Von  Ad.  Kleyer. 
Preis:  M.  1.80. 

do.  do.  Zweiter   Teil:    Der  Winkel  tind  die  parallelen  Linien.    Nebst  einer  Samm- 

lung gelöster  Aufgaben.   Mit  201  Erklärungen  und  113  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Von  Dr.  J.  Sachs. 
Preis :  M.  2.  20. 
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Lehrbuch  der  ebenen  Elementar-Geometrie  (Planimetrie).  Dritter  Teil:  Die  geometri- 
schen Gebilde  und  ihre  Lag-en-Veränderungen.  Die  einfachen  Vielecke.  Nebst  einer  Samm- 
lung gelöster  und  ungelöster  Aufgaben.  Mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  737  Er- 
klärungen imd  343  Figuren.    Von  Dr.  J.  Sachs.    Preis:  M.  6.  — . 

do.  do.  Vierter  Teil:    Die  Lehre  vom  Kreis.    Die  geometrischen  Oerter  und  die 

merkvrürdigen  Punkte  des  Dreiecks.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben, 
mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  529  Erklärungen  und  230  in  den  Text  gedruckten 
Figuren.    Von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.    Preis:  M.  6.—. 

do.  do.  Fünfter  Teil:  Die  Flächen  der  geradlinigen  Figuren.    Nebst  einer  Sammlung 

gelöster  und  ungelöster  Aufgaben.  Mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  346  Erklärungen 
und  96  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.    Preis:  M.  4.—. 

do.  do.  Sechster  Teil:  Proportionalität  der  Strecken.   Nebst  einer  Sammlung  gelöster 

und  ungelöster  Aufgaben,  mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  378  Erklärungen  und  90  in 
den  Text  gedruckten  Figuren.    Von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.    Preis :  M.  4.  — . 

do.  do.  Siebenter  Teil:    Die  Aehnlichkeit   der  geradlinigen   Figuren.     Nebst  einer 

Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben.  Mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Jlit 
394  Erklänmgen  und  76  in  den  Test  gedruckten  Figuren.    Von   Prof.  Dr.  J.  Sachs     Preis:  M.  4.  — 

do.  do.  Acliter  Teil.    Die  An'wendung  der  Aehnlichkeit  auf  die  Lehre  vom  Kreis. 

Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben,  mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben. 
Mit  505  Erklänmgen  und  135  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.    Preis:  M.  5.—. 

Tabelle  der  Elemente  der  regelmässigen  Vielecke.    Von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.    Preis:  M.  —.50. 

Lehrbuch  der  projektivischen  (neueren)  Geometrie  (Synthetische  Geometrie.  Geometrie  der 
Lage).  Erster  Teil:  Elemente  und  Grundgebilde.  Projektivität.  Dualität.  Nebst  einer 
Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben,  mit  den  Ergebnissen  der  letzteren.  Mit  361  Erklärungen 
und  97  Figuren.    Von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.    Preis :  M.  5.  — . 

do.  do.  Zweiter  Teil:       Harnaonische    Gebilde.      Entstehung    der    Kegelschnitte. 

Sätze  von  Paskai  und  Brianchon.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben,  mit 
den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  445  Erklärungen  und  125  in  den  Text  gedruckten 
Figuren.    Von  Prof.  Dr.  J.Sachs.    Preis:  M.  6.—. 

do.  do.  Dritter  Teil:    Polarität  und  Mittelpunktseigenschaften  der  Kurven.     In- 

volution und  Brennpunktseigenschaften  der  Kurven.  Von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.  Zi"^  Unter  der 
Presse,  "^^id 

Lehrbuch    der    planimetrischen    Konstruktionsaufgaben   gelöst  durch   geometrische   Analysis. 

Erster  Teil:  Aufgaben,  gelöst  ohne  Anwendung  der  Proportionenlehre.  Mit  1952  gelösten 
und  ungelösten  Aufgaben,  178  Anmerk.,  207  Erkl.  und  214  Figuren.    Von  E.  R.  Müller.    Preis:  M.  5.  — . 

do.  do.  Zweiter  Teil:    Aufgaben  gelöst  mit  An'wendung  der  Proportionenlehre. 

Mit  1327  gelösten  und  ungelösten  Aufgaben,  126  Anmerkungen,  100  Erklärungen  und  174  in  den  Text 
gedruckten  Figuren.    Von  E.  R.  Müller.    Preis:  M.  4.  — . 

do.  do.  Dritter   Teil:     Verwandlungs-   und   Teilungsaufgaben,    sowie    Aufgaben 

über  ein-  und  umbeschriebene  Figuren.  Mit  510  gelösten  und  ungelösten  Aufgaben,  40  Anmer- 
kungen, 72  Erklänmgen  und  54  Figuren.    Von  Prof.  E.  R.  Müller    Preis :  M.  2.  — . 

Das  apollonische  Berührungsproblem  und  verwandte  Aufgaben.  Sammlung  von  163  ge- 
lösten und  ungelösten  Aufgaben  und  200  Figuren.  Zur  Ergänzung  des  Schuluntenrichts  und  zum  Selbst- 
studium. Nach  System  Kleyer  durchaus  neu  bearb.  Zweite  Aufl.  Von  Prof.  Heinr.  Cranz.  Preis:  M.  6.— . 

Lehrbuch  des  Projektionszeichnens  (darstellende  Geometrie).  Erster  Teil:  Die  recht- 
winklige Projektion  auf  eine  und  mehrere  Projektionsebenen.  Nebst  einer  Sammlung 
gelöster  Aufgaben.    Mit  271  Erklänmgen  und  226  Figuren.    Von  J.  Vonderlinn.    Preis:  M.  3.  50. 

do.  do.  Zweiter  Teil:    Ueber  die  rechtwinklige  Projektion  ebenflächiger  Körper. 

Mit  130  Erklärungen  und  99  Figuien.    Von  J.  Vonderlinn.    Preis:  M.  3.  50. 

do.  do.  Dritter  Teil.    Erste  Hälfte:    Schiefe  Parallelprojektion,  Centralprojektion 

einschliesslich  der  Elemente  der  projektiven  Geometrie.  Mit  195  Erklärungen  und  169  in  den 
Text  gedrackten  Figuren.    Von  J.  Vonderlinn.    Preis:  M.  3.  50. 

do.  do.  Dritter  Teil.    Zweite  Hälfte:    Centralcollineation  ebener  und  räumlicher 

Systeme,  Kegelschnitte,  rechtw^inklige  und  schiefwinklige  Axonometrie.  Mit  218  Erklärungen 
imd  210  in  den  Text  gednickten  Figuren.    Von  J.  Vonderlinn.  Preis:  M.  5.—. 

do.  do.  Vierter  Teil:    Krumme   Linien    (ebene  und  räumliche  Kurven).    Krumme 

Oberflächen.  Schatten-  und  Beleuchtungslehre.  Von  Prof.  J.  Vonderlinn  20'^  Erscheint  im 
Frülijahr  19a2,   -V^tfZ 

Lehrbuch  der  Analytischen  Geometrie  der  Ebene.  Erster  Teil:  Analytische  Geometrie 
des  Punktes  und  der  Geraden.  Mit  einer  Sammlung  von  100  Aufgaben,  206  gelösten  Uebungsauf- 
gaben  und  92  in  den  Text  gedruckten  Figüien.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Prof.  Heinr.  Cranz. 
Preis:  M.  6.—. 

do.  do.  Zweiter  Teil:   Analytische  Geometrie  der  einzelnen  Linien  zweiten  Gra- 

des. Mit  einer  Sammlung  von  116  Aufgaben,  286  gelösten  Uebungsaufgaben  und  200  in  den  Text  ge- 
dnickten Figuren.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Prof.  H.  Cranz.    Preis:  M.  8.—. 

Lehrbuch  der  Goniometrie  (Winkelmessungslehre)  mit  307  Erkl.  und  52  in  den  Text  gedruckten 
Figuren  nebst  einer  Sammlung  v.  513  gelöst,  u.  ungelöst,  analogen  Aufgaben.  Von  Ad.  Kleyer.  Preis :  M.  7.—. 

Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie.  Eine  Sammlung  von  1049  gelösten,  oder  mit  Andeutungen  ver- 
sehenen, trigonometrischen  Aufgaben  und  178  ungelösten,  oder  mit  Andeutimgen  versehenen  trigonometrischen 
Aufgaben  aus  der  angewandten  Mathematik.  Mit  797  Erkl.,  563  in  den  Text  gedruckten  Fig.  u.  65  Anmerk., 
nebst  einem  ausführlich.  Formelverzeichnis  von  über  500  Formeln.  Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  M.  18. — . 

Lehrbuch  der  sphärischen  Trigonometrie.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  Aufgaben.  Mit  236  Er- 
klänmgen und  56  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  einem  Formelverzeichnis.  Bearbeitet  nach  System 
Kleyer  von  Dr.  W.  Läska.    Preis:  M.  4.  50. 
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Lehrbuch  der  Ausgleichsrechnung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  Mit  52  ge- 
lösten und  ungelösten  analogen  Aufgaben,  mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgab-u.  29  Erkl  "und 
17  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Bearb.  nach  System  Kleyer  von  Dr.  K.  J.  Bobek.    Preis:  M.  5.—. 

Lehrbuch  der  Vermessungskunde  (Geodäsie),    jüt  einer  Sammlung  von  15.3  gelösten  Aufgaben 

und  angewandten  Beispielen,  zalilreichen  Erkläningen  und  4Ö1  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Unter 
Berücksichtigung  des  Selbstunterrichts  für  Geometer-Eleven,  Studierende  des  Bau-,  Berg-  und  Ingenieur- 
Fachs,  sowie  zum  praktischen  Gebrauch  für-  Feldmesser,  Kulturtechniker,  Katasterbeamte  etc  Von 
Dr.  W.  Läska.    Preis :  M.  10.  — . 

Lehrbuch  der  räumlichen  Elementar-Geometrie  (Stereometrie).  Erster  Teil:  Die  Lag-e 
von  g-eraden  Linien  und  Ebenen  im  Raum.  Xebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Auf- 
gaben, mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  573  Erkläningen  und  174  in  den  Text  ge- 
druckten Figiuen.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  H.  Seipp.    Preis:  M.  6.  — . 

Lehrbuch  der  Körperberechnungen.  Erstes  Buch.  Mit  vielen  gelösten  und  ungelösten  analogen 
Aufgaben,  nebst  184  in  den  Text  gediiickten  Figuren.    Zweite  Anfla^e.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis:   M.  4.—. 

do.  do.  Zweites  Buch.    Eine  Sammlung  von   772  vollständig  gelösten  und  ungelösten  ana- 

logen Aufgaben,  nebst  742  Erkl.  und  2.56  in  den  Text  gedruckt.  Figuren.   Von  Ad.  Kleyer.  Preis:    M.  9.  — . 

Lehrbuch  der  Determinanten  und  deren  Anwendungen.    Erster  Teil.    Mit  einer  Sammlung 

von  460  gelösten  und  ungelösten  Aufgaben,  mit  den  Ergebnissen  der  letzteren,  nebst  226  Erklärungen. 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  G.  Weichold.  Preis :  M.  10.  — . 
Lehrbuch  des  Rechnens  mit  imaginären  und  komplexen  Zahlen.  Mit  221  Erklärungen  und 
38  in  den  Text  gedrackten  Figuren.  Mit  einer  Sammlung  von  269  gelösten  und  ungelösten  analogen 
Aufgaben  nebst  den  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben  und  einem  Formelverzeichnis.  Bearbeitet  nach 
System  Kleyer  von  Richard  Krüger.    Preis:  M.  5.  — . 

Lehrbuch  der  Differentialrechnung.  Erster  Teil:  Die  einfache  und  wiederholte  Differen- 
tiation explizieter  Funktionen  von  einer  unabhäng-igen  Variablen.  Ohne  Anwendung 
der  Grenzen-  und  der  Nullen-Theorie  und  ohne  Vemaclüässigung  von  Grössen.  Nebst  einer  Sammlung 
gelöster  Aufgaben.    Zweite  Auflage.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  M.  5.—. 

do.  do.  Zweiter  Teil:     Die   vollständige  Differentiation   entwickelter   und   nicht 

entwickelter  Funktionen  von  einer  und  von  mehreren  reellen  Veränderlichen.  Reihen- 
entwicklungen,  tinbestimmte  Formen,  Maxima  und  Minima.  Nebst  &52  gelösten  Aufgaben, 
78  Figuren  und  230  Erklärungen.    Preis:   M.  8.— .  „ 

do.  do.  Dritter  Teil:  Anwendung  der  Differentialrechnung  auf  die  ebenen  Kurven. 

Nebst  425  gelösten  Aufgaben,  138  Erklärungen  und  164  in  den  Text  gednickten  Figuren.  B<-;irVpeitet  nach 
System  Kleyer.  von  Prof.  Dr.  Haas.    Preis  M.  7.  — . 

Lehrbuch  der  Integralrechnung.  Erster  Teil.  Mit  einer  Sammlung  von  .592  gelösten  Aufgaben. 
Für  das  Selbststudium,  zum  Gebrauch  an  Lehranstalten,  sowie  zum  Nachschlagen  von  Integrationsformeln 
und  -Regeln.  Bearbeitet  nach  eigenem  System  und  im  Anschluss  an  das  Lehrbuch  der  Differentialrechnung 
von  Adolph  Kleyer.    Preis:  M.  10.—. 

do.  do.  Zweiter  Teil:      Anwendung    der    bestimmten    Integrale    auf    Quadratur, 

Rektifikation,  Komplanation  und  Kubatur,  sowie  auf  zahlreiclie  gelöste  praktische  Aufgaben 
aus  der  Mechanik  und  Technik.  Mit  245  vollständig  gelösten  Aufgaben.  163  Figuren  und  137  Erklärungen, 
nebst  ausführlichem  Formelverzeichnis.  Zum  Selbststudium  und  zum  Gebrauch  an  Lehranstalten  bear- 
beitet von  Prof.  Dr.  August  Haas.    Preis:  M.  9.  — . 

Einführung  in  die  Funktionentheorie.  Ergänztmg  zu  den  Lehrbüchern  der  Differential- und 
Integralrechnung.    Mit  23  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Von  Dr.  W.  Läska.    Preis;  M.  1.  5ij. 

Lehrbuch    der   Kombinatorik.     Ausführliche    Darstellung    der   Lehre    von    den    kombinatorischen 

Operationen  (Permutieren,  Kombinieren,  Variieren).  Mit  506  gelösten  und  analogen  ungelösten 
üebungsbeispielen  nebst  den  Resultaten  der  letzteren.  Nach  System  Kleyer  für  den  Untenicht  und  zum 
Selbststudium  bearbeitet  von  Prof.  H.  Staudacher.    Preis:  M.  6.  — . 

Lehrbuch  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Mit  303  gelösten  und  ungelösten  analogen  Aufgaben, 

mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben,  68  Erklärungen  und  27  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Dr.  K.  J.  Bobek.    Preis:  M.  6.  — . 

Lehrbuch  der  sphärisch,  und  theoret.  Astronomie  und  der  mathematischen  Geographie. 
Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben  mit  den  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben. 
Mit  328  Erkläningen,  Formelverzeichnis ,  148  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  2  Tafeln.  Bearbeitet 
nach  System  Kleyer  von  Dr.  W.  Läska.    Preis:  M.  6.—. 

Lehrbuch  der  allgemeinen  Physik.  (Die  Grundbegriffe  und  Grundsätze  der  Physik.)  Mit 
549  Erkläningen,  83  in  den  Test  gednickten  Figuren  und  einem  Formelverzeichnis,  nebst  einer  Samm- 
lung von  120  gelösten  und  ungelösten  analogen  Aufgaben,  mit  den  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben. 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Richard  Klimpert.    Preis:  M.  8.  — . 

Lehrbuch   der  absoluten    Masse   und   Dimensionen    der   physikalischen   Grössen.      Mit 

352  Fragen,  .545  Erklärungen  und  einer  Sammlung  von  561  gelösten  und  ungeliisten  Aufgaben  nebst  den 
Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  H.  Hovestadt.  Preis ;  M.  6.—. 

Lehrbuch  der  Statik  fester  Körper  (Geostatik).  Mit  291  Erklärungen  und  :S80  in  den  Text  ge- 
druckten Figuren  und  einem  ausführlichen  Formelverzeichnis  nebst  einer  .Sammlung  von  359  gelösten 
vmd  ungelösten  analogen  Aufgaben.   Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Richard  Klimpert.  Preis:  M.  9.— . 

Lehrbuch  der  Dynamik  fester  Körper  (Geodynamik).  Mit  690  Erklärungen,  ;wo  in  den  Text  ge- 
druckten Figuren  und  einem  ausführlichen  Formelverzeichnis,  nebst  einer  Sammlung  von  500  gelösten 
und  ungelösten  analogen  Aufgaben,  mit  den  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben.  Bearbeitet  nach  System 
Kleyer  von  R.  Klimpert.    Preis:  M.  13.50. 

Lehrbuch  über  die  Percussion  oder  den  Stoss  fester  Körper.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer 
von  Richard  Klimpert.    Preis:  M.  3.  — . 

Lehrbuch  der  Elasticität  und  Festigkeit.  Mit  212  Erklärungen,  186  in  den  Text  gedruckten  Figuren 
und  einem  ausführlichen  Formelverzeichnis,  nebst  einer  Sammlung  von  167  gelösten  und  ungelösten  ana- 
logen Aufgaben,  mit  den  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von 
Richard  Klimpert.    Preis:  M.  5.  50. 
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Lehrbuch  der  Statik  flüssiger  Körper  (Hydrostatik).  Mit  425  Erklärungen,  300  in  den  Text  ge- 
druckten Figiu-en  und  einem  Formelverzeichnis ,  nebst  einer  Sammlung  von  208  gelösten  und  analogen 
ungelösten  Aufgaben.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Richard  Klimpert.    Preis:  M.  8.  — . 

Lehrbuch  der  Bewegung  flüssiger  Körper  (Hydrodynamik).  Erster  Band:  Die  Bewegrings- 
erscheinung-en  flüssiger  Körper,  -welche  aus  den  Boden-  vmd  Seiten^wänden  von  Gefässen, 
so"wie  diirch  Röhrenleitung-en  bei  konstanter  sowie  veränderliclier  Druckhöhe  fliessen. 
Mit  434  Erkläningen ,  mehr  als  300  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  einem  Formelverzeichnis,  nebst 
einer  Sammlung  von  220  gelösten  und  ungelösten  Aufgaben,  und  den  Resultaten  der  letzteren.  Bearb. 
nach  System  Kleyer  von  R.  Klimpert.    Preis:  M.  8.—. 

do.  do.  Zweiter  Band.    Erste  Hälfte:   Die  Bewegungserscheinungen  des  Wassers 

in  Kanälen  und  Flüssen ,  sowie  der  dabei  ausgeübte  Stoss  und  Widerstand.  Mit  282  Er- 
klärungen, mehr  als  150  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  einem  Formelverzeichnis,  nebst  einer 
Sammlung  von  134  gelösten  und  analogen  ungelösten  Aufgaben,  mit  den  Resultaten  der  letzteren. 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  R.  Klimpert.    Preis:  M.  5.  — . 

do.  do.  Zweiter  Band.    Zweite  Hälfte:  Von  der  Anwendung  der  lebendigen  Kraft 

des  bewegten  Wassers  als  Motor  oder  Beweger.  Mit  203  Erklärungen,  88  in  den  Text  gedruckten 
Figuren  und  einem  Formelverzeichnis,  nebst  einer  Sammlung  von  30  gelösten  und  analogen  ungelösten 
Aufgaben,  mit  den  Resultaten  der  letzteren.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  R.  Klimpert.  Preis:  M.  3. 50. 

Lehrbuch  über  das  spezifische  Gewicht  fester,  flüssiger  und  gasförmiger  Körper. 
Mit  55  gelösten  und  analogen  ungelösten  Aufgaben,  nebst  den  Resultaten  der  letzteren  und  28  in  den 
Text  gedruckten  Figuren.    Preis:  M.  2.  — . 

Lehrbuch  des  Magnetismus  und  des  Erdmagnetismus.  Nebst  einer  Samml.  von  gelösten  u.  un- 
gelösten Aufgaben  erläutert  durch  189  in  den  Text  gedr.  Fig.  u.  10  Karten.  Von  Ad.  Kleyer.  Preis:  M.  6.—. 

Lehrbuch  der  Reibungselektricität  (Friktions-Elektricität,  statischen  oder  ruhenden  Elek- 
tricität).  Erläutert  durch  860  Erklärungen  und  273  in  den  Text  gedruckte  Figuren,  nebst  einer  Samm- 
lung gelöster  und  ungelöster  Aufgaben.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis :  M.  7.  — . 

Lehrbuch  der  Kontaktelektricität  (Galvanismus).  Nebst  einer  Sammlung  von  gelösten  und  unge- 
lösten Aufgaben.  Mit  731  Erklärungen,  238  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  einem  Formelverzeichnis. 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  Oscar  May.    Preis :  M.  8.  — . 

Lehrbuch  der  Elektrodynamik.  Erster  Teil.  Mit  105  in  den  Text  gedruckten  Figuren,  Bearbeitet 
nach  System  Kleyer  von  Dr.  Oscar  May.   Preis:  M.  3.  — . 

Lehrbuch  des  Elektromagnetismus.  Mit  302  Erklärungen,  152  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und 
einem  ausführlichen  Formelverzeichnis,  nebst  einer  Sammlung  gelöster  Aufgaben.  Bearbeitet  nach 
System  Kleyer  von  Dr.  Oscar  May  und  Adolf  Krebs.    Preis:  M.  4.50. 

Lehrbuch  der  induktionseiektricität  und  ihrer  Anwendungen  (Elemente  der  Elektrotechnik). 
Mit  432  Erklärungen  und  213  in  den  Text  gedruckten  Figuren,  nebst  einer  Sammlung  gelöster  Aufgaben. 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  Adolf  Krebs.    Preis :  M.  6.  — . 

Lehrbuch  der  angewandten  Potentialtheorie.  Mit  588  Erklärungen  und  47  in  den  Text  gedruckten 
Figuren,  nebst  einer  Sammlung  von  erläuternden  Beispielen  und  Uebungsaufgaben.  Bearbeitet  nach 
System  Kleyer  von  Dr.  H.  Hovestadt.    Preis:  M.  7.  — . 

Lehrbuch  der  reinen  und  technischen  Chemie.  Anorganische  Experimental-Chemie.  Erster 
Band:  Die  Metalloide.  Mit  2208  Erklärungen,  332  Experimenten  und  366  in  den  Text  gedruckten 
Figuren.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Wilh.  Steffen.    Preis:  M.  16.—. 

do.  do.  Anorganische  Experimental-Chemie.  Zweiter  Band:  Die  Metalle.  Mit 573 Er- 

klärungen, 174  Experimenten  und  33  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von 
W.  Steffen.    Preis:  M.  16.  — . 

Im  gleichen  Verlag  sind  ferner  erschienen: 

Vierstellige  logarithmische  Tafeln  der  natürlichen  und  trigonometrischen  Zahlen  nebst  den  erforder- 
lichen Hilfstabellen.  Für  den  Schulgebrauch  und  die  allgemeine  Praxis  bearbeitet  von  E.  R.  Müller. 
Preis:  kartoniert  60  Pfg. 

Das  Zeichnen  der  Stereometrie.  Als  Vorschule  zur  darstellenden  Geometrie  und  zum  Fachzeichnen 
für  Lehranstalten  sowie  zum  Selbstuntemcht.    28  Tafeln  mit  Text.    Von  Prof.  A.  Brude.    Preis :  M.  6.  — . 

Vorlegeblätter  für  den  Unterricht  im  Linear-   und  Projektionszeichnen,    zum  Gebrauche 

an  Realschulen ,  höheren  Bürgerschulen ,  gewerblichen  Fortbildungsschulen ,  Gewerbe-  und  Handwerker- 
schulen u.  s.  w.  12  Tafeln  mit  erläuterndem  Text.  Entworfen  und  gezeichnet  von  J.  Vonderlinn, 
Ingenieur,  Lehrer  an  der  Kgl.  Oberreal-  und  Baugewerkschule,  sowie  an  der  Sonntags-  und  Abendschule 
für  Handwerker  zu  Breslau.    Preis :  In  Mappe  M.  5.  50. 

Darstellende  Geometrie  für  Bauliandwerker.  Erster  Teil:  Geometrische  Konstruktionen, 
Elemente  der  Projektionslehre,  Konstruktion  der  Durchdringungen  zwischen  Ebenen  und  Körpern, 
rechtwinklige  und  schiefwinklige  Axonometrie,  einfache  Dachausmittelungen,  zum  Gebrauche  an 
Baugewerkschulen  und  ähnlichen  Lehranstalten ,  sowie  zum  Selbstuntemcht  fto  Bauhandwerker.  Mit 
258  Figuren.    Bearbeitet  von  J.  Vonderlinn.    Preis:  broschiert  M.  3.  — .,  gebunden  M.  3.  30. 

(lo.  <lo.  Zweiter  Teil:     Schattenlehre,    Verteilung    des   Lichtes   auf   der    Oberfläche 

eines  Körpers,  Schiftung  bei  Dächern,  Windschiefe  Dächer,  Darstellung  eines  TreppenkrUmmlings, 
Steinschnitt,  Centralperspektive.  Anhang:  Bildliche  Darstellung  der  Beleuchtung  auf  Körpern. 
Zum  Gebrauche  an  Baugewerkschulen  und  ähnlichen  technischen  Lehranstalten,  sowie  zum  Selbst- 
untemcht für  Bauhandwerker.    Mit  217  Fig.    Bearbeitet  von  J.  Vonderlinn.   Preis:  M.  3.  — .,  geb.  M.  3.  30. 

Statik  für  Banhaudwerker.  Ein  Lehrbuch  für  den  Unterricht  an  Baugewerkschulen,  sowie  zum  Selbst- 
unterricht. Mit  141  Uebungsaufgaben  und  .324  Figuren,  nebst  einem  Anhang  von  Tabellen.  Bear- 
beitet von  J.  Vonderlinn,  staatlich  gepriifter  Ingenieur.    Preis:  M.   3.—.,  geb.  M.  3.30. 

Die  Xautik  in  elementarer  Behandlung.  Einführung  in  die  ScliifFahi-tkunde.  zur  För- 
derung des  Verständnisses   der  Schiffahrt   in  weiteren  Kreisen,  sowie  zum  Unterricht   an  Lehranstalten. 

Mit  90  vollständig  gelösten  Beispielen,  260  analogen  ungelösten  Aufgaben  mit  den  Ergebnissen,  nebst 
88  Figuren,  sowie  Erklärung  der  Kuustausdrücke  der  Seemannssprache.  Bearbeitet  von  Dr.  F.  Boite, 
Oberlehi-er  an  der  Mavigationschule  in  Hamlmrg.  Preis:  broschiert  M.  5.  — .,  in  Schuleinband  M.  5.  40., 
in  Leinwand  gebunden  M.  6.  — . 
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